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NUMERYCZNE rozwiązanie problemów brzegowych teorii prętów zginanych
DLA OŚRODKA FIZYCZNIE NIELINIOWEGO

Streszczenie; W niniejszej pracy podano algorytm numerycznego 
ro związania fizycznie nieliniowych problemów brzegowych pręta zginanego, dla którego modelem jest ośrodek fizycznie nieliniowy (Ośro
dek Raraberga-Osgooda).

W pracy zajęto się problemem numerycznego rozwiązania zadań brzegowych 
prętów zginanych; problem taki został zamieniony na równoważne mu zadanie 
wariacyjne. Minimalizację funkcjonału, będącego energią potencjalną, prze
prowadzono metodą wariacyjno-różnicową. Analiza ogólnie rozpatrywanego za
gadnienia przedstawiona jest w monografii H. Kauderera [4].

Ogólna teoria nieliniowa fizycznie podana została też przez A. Cardona 
[3]; pewnymi szczególnymi problemami numerycznymi zajmowali się J.A. Big- 
noli [1], s. Borkowski £2], T. Nikolovski []5] , G.R. Venkatesvara 00.

2. Sformułowanie zadania

Rozpatrywać będziemy pręt o płaszczyźnie symetrii, przechodzącej przez 
oś pręta. Przyjmujemy, że pręt jest wykonany z materiału, którego modelem 
fizycznym jest Ośrodek Ramberga-Osgooda. Słusznym więc będzie równanie 
konstytutywnej

gdzie E,K,R - stałe doświadczalne.
Do rozwiązania występujących w zadaniu problemów brzegowych, nieliniowych 
stosujemy podejście wariacyjne por. [4]. Z odpowiednich twierdzeń mechani
ki ośrodków odkształcalnych wynika, że w stanie równowagi całkowita ener
gia potencjalna ośrodka ma postać
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Adoptując równanie (2.2) dla pręta zginanego (podano to w komunikacie[7] ) 
otrzymujemy, że całkowity potencjał belki zginanej, dla której modelem 
jest ośrodek Ramberga-Osgooda, wyraża się następująco i
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Minimalizacja tego funkojonału może być przeprowadzona tradycyjnymi meto
dami, które w ogólnym ujęciu prowadzą do skomplikowanych równań nielinio
wych problemu, bądź też, po przyjęciu w rozpatrywanym przedziale (x, x+h) 
kształtu funkcji v(x) i wykonaniu całkowania-uzyskujemy macierz sztywnoś
ci całego układu, co jest charakterystyczne dla metody elementów skończo
nych. Można wreszcie minimalizować funkcjonał przez wprowadzenie funkcjo
nałów iteracyjnyoh por. [2}. W naszych rozważaniach zajmiemy się wyznacze
niem macierzy sztywności układu oraz zbudowaniem procesu iteracyjnego.

3« Minimalizacją potencjału

Ponieważ całkowity potencjał belki zginanej, przedstawiony w postacii 

V'[v(*)] - VM + 7 + VPłM, (3.1)

gdzie

V M  “  \  [ l - * t ( £ ^ ) R “ 1 ]  d * .

X d3E
Vq,m d* - Jiq(*)v(*)dX,

X X

V P , M  “  ^  ^

osiąga minimum w stanie równowagi statycznej ośrodka, więc warunkiem ko
niecznym tego minimum będzie równanie«

óv[u(5t)] = 0. (3.2)
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W (3-1) przyjęto następujące oznaczenia«

85

(2) = ( y2dydz;

IZ(R+1) -j
r
(-y)R+1dydzj

VM - potencjał sił wewnętrznych zginania,
Vq,m " Po1:enojał obciążeń zewnętrznych, ciągłych,
Vp,M ~ Potencjał sił zewnętrznych, skupionych.

Przejdziemy do określenia wariacji funkcjonałów przedstawionych w (3.1).

a) Wariacja potenc.iału sił wewnętrznych 
Na podstawie równania

%  - i  * [ ’ - (3.3)

ÓVM - \ E ó j l ^ d - ^ - 1)^- E | l zxf-K(IZ(R+1)/I^)XR-1}&Xdx. (3.'!'

Uwzględniając w (3*4), że moment zginający

M = DX

czyli

M -1cEIz[l-K(Xz (R+1)/I )xR-1J (3.5)

otrzymujemy równanie

(3.6)
£

gdzie L jest długością pręta.
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Równanie (3-6) zastępujemy związkiem

, n-1 3k+1=(k+1)h
5Vjj = | M6xd* = |

i k=0 l k=k.h

i stosujemy zmianę zmiennych

M6x d x
k (3.7)

* - * - k . h ,  *e[ik=k.h, l -<k+1)h], /\x=3ee[0,h]. ( }
k k k+1 k-0,1,2...(n-1)

Uwzględniając (3*8), (3.7) uzyskujemy«

^  ^8V„ = 7  . I 6 X Mdx - >T Lk-0 •'O k
(3.9)

k=0

Następnie, w k-tym (k«0,1,2....n-1) przedziale, przyjmujemy funkcję linii 
ugięcia belki, w postaci

ir(x) = l.o^ +xoc2 + x2<*3 + x3«4 = [ l ,x ,x 2,x 3] . = ¿¡.<* , (3.10)

gdzie

Q = [i,*,*2 ,X3J.

Uwzględniając warunki na brzegach przedziału, por. rys. 1 mamy 

u(0) =• 0X| = 1 . oC1 + 0oi2 + 0rfj + 0oC4,

= v 2 = O.otj + 1.oC+ OcCj + 0c$4,
x  =0

2 3
V (h) a U 3 B + hcC2 + h ̂ 3 + h ̂ 4 »
I 9

“3x = 4 = 0cCi +  1 . « 2 + 2hoC3 + 3h ° V
lx=h
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Rys. 1

co zapisujemy w postaci macierzowej

"V '1 i o 0 ; 0 ' <*1

V2 0 ! 1 0 i 0 «2
U3 1 j h h2|

•

*3

.Yi. 0 | 1 2h |3ĥ «4

oznaczając przez

P>1 10-00U2 4 0 10 0U3 , oC = oC= oC =OĈ , A = 1 h h2 h3K 0 1 2h 3h2
otrzymujemy wówczas zamiast (3-11), równanie

V =  ĄoC . (3.12)
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Przyjmując, że det A./0 oraz

1-1

1

O

2
. 7

2
F
1
7

o
o

1F
1

7

mamy

ot = A “1 V

Podstawiając (3*14) do (3*10) uzyskamy

v(x) = ćk"1u  . mr,

gdzie
A AB - CA .

Różniczkując równoóć (3.15) otrzymamy«
j2 - ,2

X  - A-1V -  B V -  <B*)2d x  dsf d x

. b t - ^ ( a -1)1 q t,

gdzie

O . A-1  _  d2 B
“ 7 7 *

Podstawiając (3*16) do (3.5) uzyskujemy«

M «  D *  = D . B u -  D Q A ~1ur

skąd

h h
rYm 3f 6 i  “dx - f sf^CA-1)1 CTJajA"1dX - (6v)5ikv>

•'O Jo

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

\

(3.17)
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gdzie
h

k = (A-1 )T kA-1} k  => f QT DQ dx
Jo

(3.18)

jest macierzą sztywności elementu.
Ostatecznie wariacja potencjału sił wewnętrznych(momentów zginających dla 
elementu wynosi

3 ¥ Y =  «Ym 0 » (3.19)

gdzie n - jest liczhą elementów.
Sumując (3.19) otrzymamy dla całej belkii

6VM = 7 , k v  - 6VMn)* (3.20)k k k

Dokonując prostych przeliczeń w (3.18) otrzymujemy, że macierz sztywności 
dla elementu określona jest równaniem

*  - (A"1 )T K  A"1 - k L - kj,, (3.21)

gdzie k Ł - część liniowa, kjj - część nieliniowa macierzy.

b) Wariacja potencjału obciążeń zewnętrznych
Pamiętamy, że por. (3.1), potencjał obciążeń oiągłyoh, zewnętrznych ma 

postaó

V’q ,m = /m(x) dX -  jq(oc)V (x)dx.
X' X

Wariacja zaś tego potencjału określona jest przez

6Vq,m “ -a[jqfae)w(3e)d3e +j"-m(x) - - j  (6t)Tpdx, (3.22)
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Analogicznie jak poprzednio zamieniamy całkę I ( ) na sumę całek j ( )
/  J0

/ n-1 j;k+1 n-1 b
(6i )TP dx - - 2  / (6f^ d3c - 2  / (6i)^kdx -

r k»0 h^, k=0*O k

n-1

Z 8 V  q.m, (3.23)kk=0

gdzie h
s V  9.“ = i (8f)T P kdx. (3.24)k }Q k k

następnie uwzględniając (3-10) i (3.14) i podstawiając do (3*22) otrzy
muj emy

f = B V >  (3*25)

gdzie li jest macierzą funkcji kształtu.C
Ostateczna wariacja potencjału obciążeń zewnętrznych, ciągłych wynosi, 
dla elementu

i P6Vq,m - - I l>(N<|T P dx = - (6v f l  « W ,  (3.26)
Jo Jo

a dla całej belki

n-1
6Vn mq,m (8v)’r i KT pk dx . (3.27)

k=0 k 'o k k

o) Wariacja potencjału sił zewnętrznych, skupionych
Potencjał sił zewnętrznych skupionych przedstawiońo w (3.1) jakoi

v p m = 2 m  ®"t“ oC (X u*
oC
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Obliczając wariację tego funkcjonału otrzymujemy wzory analogiczne 
(3.26) i (3.27)«

do

6Yp,m - -

6vp,m - -  2  (6v )t 2 ^ «  •

(3.28)

w których« 6Vp M - wariacja potencjału sił zewnętrznych, skupionych dla 
elementu, a

6Vp M - wariacja potencjału sił zewnętrznych, skupionych dla 
całej belki.

W (3.28) przyjęto następujące oznaczenia

= k T (*=*cc). *oC = *(*»*«). ?<* =

?<*

Moc

4. Równanie algebraiczne metody

Podstawiając (3*20), (3.27), (3*28) do (3.1) otrzymujemy 

n-1 h
SV 2  (6v)T [kV - [  r Tę - j y i  p j -  0, (4.1)

k=0 J0 oc '

skąd

t f S f  —  M - 2 >
1

Jeżeli A  * 0,1,2.... (n-1 ) w (4.2) przez R-̂  oznaczymy reakcję od sił 
zewnętrznych, to otrzymamy równanie równowagi dla elementu 1«

l Y “ l + Y  1=0,1,2,...(n-1), (4.3)

gdzie V  - macierz' wielkości wewnętrznych.
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Dla analizowanego układu prętowego zajmiemy się sposobem budowy macierzy 
sztywności* W tym celu podzielimy pręt na n—1 elementów, oznaczając siły 
węzłowe tak jak to przedstawiono na rys. 2.

VKc+i

r  i

V

TT
h

VT~
f | T  f |----- 777"" )

r r ^ - n >

fc.s

C r

v' V"V*3 V«£♦5 v"V  .»

Rys. 2

Przyjmując warunki równowagi dla poszczególnych wgzłów i uwzględniając 
(4.3) uzyskamy macierz sztywności dla całego układu} ma ona postaó

K . tr= V + E = F (4.4)
lub w postaci rozwiniętej

* ToC*2
et+3+ 'ct+3"Vcc*3
7* . ff* _o
ct+4 ct+4 oe+4

Y<*-t-5+ Vct+5‘ VcC+5 

Vc*+6+ T(<+6-v«+6 
Tot*7* 
y**e*
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Związek (4*4) łącznie z warunkami brzegowymi daje nam dwa niezależne u- 
kłady równań algebraicznych, z jednego z nich wyznaczymy poszukiwane pa
rametry w węzłach, a drugim możemy się posiłkować przy wyznaczaniu oddzia
ływań,co jest szczególnie ważne w układach statycznie niewyznacżalnych.

Dla równania (4-5) zbudujemy proces iteracyjny pozwalający wyznaczyć 
parametry Vt(x) (ugięcia i kąty ugięcia).
Proces iteracyjny budujemy w postaci

<*L " to*n+1) = F (n-0,1,2......), (4.6)

a schemat algorytmu rozwiązania przedstawiamy w postaci

= A “1 V (1 )

(4-7)

= p

W rozważaniach niniejszych wyznaczono macierz sztywności analizowanego u- 
kładu prętowego oraz zbudowano proces iteracyjnyj w dalszych pracach zaj
miemy sie budową programów dla rozwiązywania algorytmu podjanego w (4.6),
(4.7).
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HYMEPHHECKOE PEIflEHHE KPAEBHX 3AftAH IE0PHH H3PHBAEMHX CTEPJKHEil HJIH $H3HHECKH HEJIHHEiiHOii CPE.ĘH

P e 3 » m e

B cTaite npeflciaBJieH onocoß penremia KpaeBux 3a,nav H3ra6aeMoro depsHH, 
MOflextio KOToporo aBJiHeTca $H3HvecKH HeJiHHeäHaa cpe£a KayxapeBa. IIpoßxeMa Hy- 
MepHvecKoro pemeHHH 3aMeHetia paBHOBecHoä .BapnaiuiOHHoä 3aflavea. 3io t cnocoö 
xapaKTepeH ä x h  MeTO.ua k o h o v h h x  exeiaeHTOB.

NUMERICAL SOLUTION OP BOUNDARY PROBLEMS IN THE THEORY OP BEND BEAMS FOR A NONLINEAR MEDIUM

S u m m a r y

The paper presents a numerical method of solving the boundary problems of 
a bend in the case of a nonlinear medium. The numerical solution of the 
boundary problem has been changed for any equivalent variation problem, 
vhere after the assumption of the shape function in the considered inter
val (x,x+h) and after integration the stiffness matrix of the system is 
calculated.
This formulation is characteristic for the method of finite elements.


