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NUMERYCZNE rozwigzanie probleméw brzegowych teorii pretéw zginanych
DLA OSRODKA FIZYCZNIE NIELINIOWEGO

Streszczenie; W niniejszej pracy podano algorytm numerycznego
rozwigzania fizycznie nieliniowych probleméw brzegowych preta zgina-
nego, dla ktdérego modelem jest osrodek fizycznie nieliniowy (Osro-
dek Raraberga-0Osgooda) .

1= Wstep

W pracy zajeto sie problemem numerycznego rozwigzania zadan brzegowych
pretéow zginanych; problem taki zostat zamieniony na réwnowazne mu zadanie
wariacyjne. Minimalizacje funkcjonatu, bedacego energia potencjalnag, prze-
prowadzono metoda wariacyjno-réznicowg. Analiza ogélnie rozpatrywanego za-
gadnienia przedstawiona jest w monografii H. Kauderera [4].

Og6lna teoria nieliniowa fizycznie podana zostata tez przez A. Cardona
[3]; pewnymi szczegélnymi problemami numerycznymi zajmowali sie J.A. Big-
noli [1], s. Borkowski £2], T. Nikolovski [JB], G.R. Venkatesvara 00.

2. Sformutowanie zadania

Rozpatrywa¢ bedziemy pret o ptaszczyznie symetrii, przechodzacej przez
0§ preta. Przyjmujemy, ze pret jest wykonany z materiatu, ktérego modelem
fizycznym jest OSrodek Ramberga-Osgooda. Stusznym wiec bedzie réwnanie
konstytutywnej

&= ES0-Kg2), (2.1)

gdzie E,K,R - state doswiadczalne.

Do rozwigzania wystepujacych w zadaniu probleméw brzegowych, nieliniowych
stosujemy podejscie wariacyjne por. [4]. Z odpowiednich twierdzenn mechani-
ki osrodkéw odksztatcalnych wynika, Zze w stanie réwnowagi catkowita ener-
gia potencjalna osrodka ma postac

V = J $(8i_jav —J Xiui dv 'J 1jUjdf. (2.2)
Y Y aY
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Adoptujac réwnanie (2.2) dla preta zginanego (podano to w komunikacie[7])
otrzymujemy, ze catkowity potencjak belki zginanej, dla ktérej modelem
jest os$rodek Ramberga-Osgooda, wyraza sie nastepujaco i

T - L A*) -]
J z d 3E J

+ym(3e) -Jg(xX) u@Od3t +

@ 3>
1 »0C

Minimalizacja tego funkojonatu moze by¢ przeprowadzona tradycyjnymi meto-
dami, ktére w ogélnym ujeciu prowadzg do skomplikowanych réwnan nielinio-
wych problemu, badz tez, po przyjeciu w rozpatrywanym przedziale (X, x+h)
ksztattu funkcji v(x) i wykonaniu catkowania-uzyskujemy macierz sztywnos$-
ci catego uktadu, co jest charakterystyczne dla metody elementéw skonczo-
nych. Mozna wreszcie minimalizowa¢ funkcjonat przez wprowadzenie funkcjo-
natéw iteracyjnyoh por. [2}. W naszych rozwazaniach zajmiemy sie wyznacze-
niem macierzy sztywnosci ukdadu oraz zbudowaniem procesu iteracyjnego.

3« Minimalizacja potencjatu

Poniewaz catkowity potencjat belki zginanej, przedstawiony w postacii

ViIv(®] - W + 7 + VPHM, 3.1
gdzie
VMo L1 -*t (E£~)R“1] d*.
X dE
Vqg,m d* -Jig(®)v(*)dX,
X X

VP, M A

osigga minimum w stanie réwnowagi statycznej osrodka, wiec warunkiem ko-
niecznym tego minimum bedzie réwnanie«

ov[us)] = 0. G.2)
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W (3-1) przyjeto nastepujace oznaczenia«

@ = ( y2dydz;

@J (-y)R+1dydzj

r

VWM - potencjat sit+ wewnetrznych zginania,
Vqg,m " Pol:enojat obcigzen zewnetrznych, ciagtych,

Vp,M ~ Potencjat sit zewnetrznych, skupionych.

Przejdziemy do okresSlenia wariacji funkcjonatdéw przedstawionych w (3.1).

a) Wariacja potenc.iatu sit wewnetrznych

Na podstawie réwnania

% - i * [ - (G.3)

OWM -\ E6jI~Ad-"=-1)" E|1zxF-K(1Z®R1)/1™)XR-Bgxdx . @

Uwzgledniajac w (3*4), ze moment zginajacy
M = DX
czyli

M -1cEIZ[1-K(Xz (R+1)/1 )IXR-1J (3.5)

otrzymujemy roéwnanie

3-6)
£

gdzie L jest diugoscig preta.
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Réwnanie (3-6) zastepujemy zwigzkiem

, n-1 3k+1=(k+1)h
5Vjj = | M6xd* = | M6Xx d x G.7D
i k=0 Ik=k.h K
i stosujemy zmiane zmiennych

*_*_k.h, *e[ik=k.h, 1 -<k+1)h], /\x=3ee[O,h]. « 3}
K K k+1 k-0,1,2...(n-1)

Uwzgledniajac (3*8), (3.7) uzyskujemy«

n n
8\{,, =L7 -1 6X Mdx - > (G.9)
k-0 <0 k k=0

Nastepnie, w k-tym (k«0,1,2....n-1) przedziale, przyjmujemy funkcje linii

ugiecia belki, w postaci

ir(x) = LoM +xo0c2+ x223 + x3X4 = [I,x,x2x3. = i<, (3.10)

gdzie
Q = [i,*,*2,X3.
Uwzgledniajac warunki na brzegach przedziatu, por. rys. 1 mamy
u(@ =X =1 .l + 0oi2 + Orfy + G4,

=v2 = 0.0t + 1.0C+ OCj + OcH4,

X =0
2 3
V() aU3 B + Q2 + h~3 + h~d»
[ 9
“3x = 4=0Ci + 1.«2 + 203 + 3h°V

Ix=h
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Rys. 1
co zapisujemy w postaci macierzowej
"y 1Tio 0;0"
o!'l 0iO )

V2 ; .
= 1jh R N
vi  O0lLl an s @

oznaczajac przez

i eeg=th , A= g(ig%

otrzymujemy wéwczas zamiast (3-11), réwnanie

V= AoC . (.12)
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Przyjmujac, ze det A./0 oraz

1 o
0 o
1-1
2 1
F F
2 1 1
7 7 7
mamy
ot=A“1V
Podstawiajac (3*14) do (3*10) uzyskamy
v(x) =¢k"u . mr,
dzie
9 A A
B - CA
R6zniczkujac rownod¢ (3.15) otrzymamy«
j2 - 2
X - A-1V- BV-
d x dsf d x

-bt -~(Ca-1)1gqt,

gdzie

_ d2 B
“TT*

Podstawiajac (3*16) do (3.5) uzyskujemy«

0 .Al

<B*)2

M« D*=D . Bu - DQ A~1ur

skad

h

rYn3f 6i “dx - 'st’\CA—l)l CTajA"1dX -
Jo

"0

(6v)akv>

M. Marelc

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

G.17)
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gdzie
h
k = (A-1)T kA-1} k =>Ff QT DQ dx (3.18)
Jo
jest macierzg sztywnosci elementu.

Ostatecznie wariacja potencjatu sit wewnetrznych(momentéw zginajacych dla
elementu wynosi

3 ¥Y= «Ym 0 » (3.19)

gdzie n - jest liczha elementéw.

Sumujac (3.19) otrzymamy dla catej belkii
6V = 7 . " L(k’ - BVMN)* (3.20)

Dokonujac prostych przeliczen w (3.18) otrzymujemy, ze macierz sztywnosci
dla elementu okreslona jest réwnaniem

* - (A"1)TK A"1 - kL - Kj,, (.21

gdzie kit - czes¢ liniowa, Kjj - czes¢ nieliniowa macierzy.

b) Wariacja potencjatu obcigzen zewnetrznych

Pamietamy, ze por. (3.1), potencjat obcigzen oiggltyoh, zewnetrznych ma
postad

Vg, m=/m(x) dX - jg(oc)V (x)dx.

X X
Wariacja za$ tego potencjatu okreslona jest przez

6vgm “ -a[jgfae)w(I)dR +j"-m(x) - -j (6)Tpdx, A3.22)
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Analogicznie jak poprzednio zamieniamy catke I ( ) na sume catek j ()

/ Jo
/ n-1 j;k+l n-1 b
@Gi)mPdx - -2 /(6f~ d-2 7/ Gi)"kdx -

r k»0 h~, k=0*0 k

n-1

ZD 8\|£ q-m, 3-23)

gdzie h
sV 9. =i (BF)T Pkdx. (3.2%9)
k r k k

nastepnie uwzgledniajac (3-10) i (3.14) ipodstawiajgacdo (3*22) otrzy-
muj emy

f =BV> (3*25)

gdzie lijest macierza funkcji ksztagtu.

Ostateczna wariacja potencjatu obcigzen zewnetrznych, ciagdtych wynosi,
dla elementu

i P
6vg,m - - LI>(N<|TP dx =- @G Fl« W, (3.26)
Jo Jo

a dla catej belki
n-1

6vq, @WYri KT pk dx . (3.27)
k=0 k o k k

0) Wariacja potencjatu sit zewnetrznych, skupionych

Potencjat sit zewnetrznych skupionych przedstawiono w (3.1) jakoi

o = %: m(X ®u*
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Obliczajac wariacje tego funkcjonatu otrzymujemy wzory analogiczne do
(B-26) i @B.27)«
6ypm - -
G.28)
gvp,m - - 2 (BV)t2 N « o

w ktérych« 6Vp M - wariacja potencjatu sit zewnetrznych, skupionych dla
elementu, a

6Vp M - wariacja potencjatu sit zewnetrznych, skupionych dla
catej belki.

W (3.28) przyjeto nastepujace oznaczenia

= kT (*=*x)- *oC = *(*»*«). =

4. Roéwnanie algebraiczne metody

Podstawiajac (3*20), (3.27), (3*28) do (3.1) otrzymujemy

n-1 h
sv. 2 GWTILKY -[ rTe -jyi pj- O, “4.1)
k=0 XD o -
skad
th f i M -2>
1
Jezeli A *0,1,2.... (n-1)w (4.2) przez R" oznaczymy reakcje od sit

zewnetrznych, to otrzymamy réwnanie réwnowagi dla elementu I«

LY “ 01 +Y 1=0,1,2,...(n-1), “4.3

gdzie V - macierz® wielkosci wewnetrznych.



92

M. Marek

Dla analizowanego ukdtadu pretowego zajmiemy sie sposobem budowy macierzy

sztywnosci* W tym celu podzielimy pret na n-1 elementéw,

oznaczajac sity

wezdowe tak jak to przedstawiono na rys. 2.

Meri v

Przyjmujac warunki réwnowagi dla poszczegélnych

fc.s
VT~
f | T f p-——777"" )
rr™ -n >
Y Ve Vs

Rys. 2

wgz+ow i uwzgledniajac

(4.3) uzyskamy macierz sztywnosci dla catego ukkadu} ma ona postad

lub w postaci rozwinietej

K .tr=V +E =F 4.5

*ER
[ Sake iSO
7> . o
ct+4  ct+d4—oetd
Y-t-5+ \Et+5' UG5
B TO6
w7

P
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Zwigzek (4*4) *acznie z warunkami brzegowymi daje nam dwa niezalezne u-

k¥#ady roéwnan algebraicznych, z jednego z nich wyznaczymy poszukiwane pa-

rametry w wezdach, a drugim mozemy sie positkowaé przy wyznaczaniu oddzia-

+ywan,co jest szczegdlnie wazne w ukdadach statycznie niewyznaczalnych.
Dla réwnania (4-5) zbudujemy proces iteracyjny pozwalajacy wyznaczy¢

parametry Vt(x) (ugiecia i1 katy ugiecia).

Proces iteracyjny budujemy w postaci

o o ton+l) =F  (n-0,1,2...... ), 4.6)

a schemat algorytmu rozwigzania przedstawiamy w postaci

*40)= °* mF—»i/1)
(D =a“1v @)
(;r(-o @D
r
«i=*»") =p
172)

W rozwazaniach niniejszych wyznaczono macierz sztywnosci analizowanego u-
k#adu pretowego oraz zbudowano proces iteracyjnyj w dalszych pracach zaj-
miemy sie budowg programéw dla rozwigzywania algorytmu podjanego w (4.6),

@.n.
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HYMEPHHECKOE PEIFIEHE KPAEBHX 3AftAH 1EOPHH H3PHBAEMHX CTEPIKHEII
HJIH $H3HHECKH HEJIHEiiHOii CPE.EH

Pe3»me

B cTaite npeflciaBlieH onocoR penremia KpaeBux 3a,nav H3ra6aeMoro depsHH,
MOFlextio KOToporo aBJiHeTca $H3HvecKH HeJiHHedHaa cpefa KayxapeBa. IlpoBxeMa Hy-
MepHvecKoro pemeHHH 3aMeHetia paBHOBecHo&a .BapnaiuiOHHoad 3aflavea. 3iot cnocod
xapaKTepeH axh MeTO.ua kohovhhx exeiaeHTOB.

NUMERICAL SOLUTION OP BOUNDARY PROBLEMS IN THE THEORY
OP BEND BEAMS FOR A NONLINEAR MEDIUM

Summary

The paper presents a numerical method of solving the boundary problems of
a bend in the case of a nonlinear medium. The numerical solution of the
boundary problem has been changed for any equivalent variation problem,
vhere after the assumption of the shape function in the considered inter-
val (X,xth) and after integration the stiffness matrix of the system is

calculated.

This formulation is characteristic for the method of finite elements.



