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NUMERYCZNE ROZWIAZYWANIE ZADAN BRZEGOWYCH
TEORI1 NAPREZEN CIEPLNYCH TARCZ ORTOTROPOWYCH

Streszczenie» W niniejszej pracy podano numeryczng metode wyzna-
czania funkcji (obszarami liniowej), minimalizujacej funkcjonat, od-
powiadajacy zadaniu brzegowemu taroz ortotropo.wych; rzad zbieznosci

rozwigzania przyblizonego (W normie przestrzeni W™ (sIIAHv1 = 0 (JhRX=

1 Wstep

W praoy [/0 podano wariacyjno-réznicowg metode rozwigzywania ptaskich
zadan brzegowych teorii sprezystosci osrodka izotropowego. Wynikiem rozwa-
zan zawartych w pracy [1] jest mozliwos¢ uzyskania przyblizonego rozwigzsr
nia o btedzie |A] = O(Jh] ), w normie siatkowej.

W niniejszej pracy przedstawiono metode rozwigzywania tego typu zadan,
w zastosowaniu do zadan brzegowych teorii naprezen cieplnych taroz orto-
tropowyoh. Rzad zbieznosci rozwigzania przyblizonego, w normie przestrze-
ni Wg, jest réwny 1(JJW1 = 0 (JrD)=Odpowiada todrugiemurzedowi zbiez-

, hosci w normie siatkowej. Przytoczono réwniez sposéb otrzymaniametody
yyzszym od 1 rzedzie zbieznosci.

Oméwiony tutaj sposob jest uogélnieniem badan 1.G. Bietuchiny [1] na
zadania ortotropowe, przy uwzglednieniu wpkywéw termicznych. Przedstawio-
na tutaj problematyka jest kontynuacja wczes$niejszych prac autora, por. [5];
aktualna problematyka numeryczna ustrojéw powierzchniowych oméwiona jest

w pracy T6j -

2. Wariacyjne sformutowanie zadania

Nalezy znalezé taka funkcje wektorowg w(Xx,y) = U(X,Y), Irx,y))j
(x,y)eD, dla ktérej wartosci funkcjonatu

LI IARCAIFO2e By S e

+ 2 . «Tj dxdy +J Tow d, Q.1)
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przy zadanych funkcjach f, ¥ i1 stalych o, @,fF ,6 - jest najmniejsza.
Funkcje F, ¥ okreslaja obcigzenie plyty, na ktore sktada sie pole sit j

pole wektorowe odpowiadajace polu temperatur, tj.

F=F +gradT .g,

@-2)
f=Ffl+Tn .6,
=1 M
gdzie F , ¥ - pola sit, T - temperatura fi= C*ijl *“ maoierz wspéiczynni-
kow okreslajacych whkasnosci termiczne plyty, n wektor normalny do brze-
gu, zwrdécony do wnetrza obszaru D. State e, |6 , ,b sa to state materia-

towe, okreslajgce whasoiwosci osrodka.

3« Metoda rozwigzywania zadania sformutowanego w p. 2

Wiadomo, ze minimalizacja funkcjonatu prowadzi do rozwiazywania réwnan
i odwrotnie} poszukiwanie rozwigzania danego ukdadu réwnan jest réwnowaz-
ne minimalizacji odpowiedniego funkcjonatu w odpowiednim zbiorze.

W zwigzku z tym metoda wyznaczania argumentu w minimalizujacego funk-
cjonat (.1), ktéra zastosowano w praoy, polega na minimalizacji funkcjo-
natu w podprzestrzeni iPcW®. Funkcjonat (2.1) w Rn po wykonaniu catkowa-
nia staje sie szczegélnym funkcj.onatem, tzn. funkcjg kwadratowg n zmien-
nych.

Minimalizacja takiej funkcji kwadratowej wielu zmiennych proWadzi do
rozwigzywania liniowego ukdadu réwnan. Poza tym, jezeli ciag J jest
ciggiem o wkasnosci Rnc Rn+l to ciag |w(n)} funkcji winJeRL1 i minimali-
zujacych funkcjonat (2.1) spei#nia warunek JWh)-<> J(w (n+l)).

Zgodnie z okresleniem metody za dziedzine funkcjonatu (2.1) przyjeto
nastepujacy zbiér funkcjii

N2 = * feC, f - wielomian stopnia v w podobszarach obszaru d].(3.1)

4« Warunki konieczne 1 dostateczne minimum funkcjonatu (2.1)

Funkcjonat (2.1) jest sumg dwu funkcjonatéw
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Funkcjonat (4.2)» jest funkcjonatem kwadratowym, ktéremu odpowiada
"funkojonat dwuliniowy postaci«

Funkcjonat (4.3) posiada nastepujaca wkasnosc
»(#,, W2N* @2t ). (G
Jezeli w (4.3) przyjmiemy w" » w2 = w, to otrzymamy
WWw,i) «WW). @ 55)

Funkojonat (4*3), jako funkojonat liniowy wzgledem kazdego argumentu,
posiada nastepujaca wkasnosc«

Weaw.j + bitg, W) = aW@w™,vr) + bww2 ,w) - @.6)
Wnioskiem z (4*5), (4*6) jest tozsamosc
W] + w2) = W) + WIF2) + 2Ww.], I2). @.7)
Z whasnosci (4*6) wynika nastepujaca rownosc»,
W(E2) -»(??..) - WiwgiSt,, ~2-7). 4.8
Tozsamosci (4*8) mozna nada¢ postac
WE2) - WA) - 2W(V FFA)  + WRFfg-*,). 4.9)

Poniewaz funkojonat (4.2)2 jest funkcjonatem liniowym, wiec. przyrost
funkcjonatu ma postac«

1(%2) - 1) = 1(*2-T1>* (4.10)

Z (4.9), (4.10) wynika, ze wariaoje funkojonakéw (4.2) okreslaja nastepu-

jace wzory«
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8W = 2W(w,F),

6.1 » 1Q),
4.11
620 = W(I), ¢ )
S21 = 0.
Oznacza to, ze
AJ (W) = 2WQw, 1) + 1D (4.12)
oraz
AJ @) = SItFN) + W(F). (4.13)

Z tozsamosci (4.13) wynika nastepujace
Twierdzenie 4*1

Warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia minimum funkcjonatu (2.1)
jest tozsamosé

1 eB @19

gdzie

i
Li - ten odcinek brzegu, na ktérym zadana jest i-ta wspotrzedna wektora
W.

Dowdd :

Z teorii funkcjonatdéw wiadomo, ze warunkiem koniecznym istnienia minimum
funkcjonatu (2.1) jest zerowanie sie jego wariacji. Jezeli 6J(W) = 0, to
na podstawie (4.13).

(4.15)

Poniewaz funkcjonat (4«2)1 jest dodatnio okreslony (zgodnie z p. 6),wiec
z (4.15) wynika

af—j:\\/\eB (J(’li) - JO*)i>0). (4.16)

Nieréwnos¢ (4 .16) jest def. minimum funkcjonatu (2.1) w punkcie w.
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Jezeli weB to za S w tozsamosci (4-14) mozemy wstawic¢ w. Po pod-
stawieniu otrzymamy réwnanie

W@) + Iw) = 0. @.17)

Z (4.17) 1 (4*1) wynika, ze
J@W = -ww. (4.18)

Oznacza to, ze prawdziwy jest nastepujacy

Lemat (4.1) Minimum funkcjonatu (2.1) jest réwne - W W), gdzie w

spetnia warunek (4.14) i weB. Z (4.14) wynika réwniez, te prawdziwe
jest nastepujace

Twierdzenie 4*2.

Zadanie 2 moze posiada¢ tylko jedno rozwigzanie.

Dowod:

Przypusémy, ze istnieja dwa rozwigzania w" / w,,. Oznacza to, ze zgodnie
z (4.14) prawdziwe sa nastepujace tozsamosci

20wl + 1) s O

4.19
Po odjeciu tozsamosci (4.19), otrzymamy
4.20)
Jezeli w (4.20) za £ wstawimy w”-w2 to powstanie réwnanie
Ww.j-w2) = 0. (¢4 .21)

Poniewaz funkcjonat (4*2)" jest dodatnio okreslony (p.6), wiec wr=Wg. WV
ten sposéb wykazano, ze warunek (4.14) jest warunkiem koniecznym i dosta-
tecznym istnienia minimum funkcjonatu @ .1) oraz, ze z Iistnienia rozwig-
zan zadania 2 wynika jednoznacznosc¢.

Tozsamos¢ (@ ,14) jest rownowazna ukdadowi rownan czastkowych. W zwigz-
ku z tym prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 4.3

Jezeli w speidnia warunek (4.14), to w spednia nastepujacy uktad row-
nan i odwrotnie:
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dT1l + 3721

(x,y)eDj “4.72)

n

o
—>
-
++
Q=
<

>

N}

T,., cosoc + Tgi sinot = f1 : (x,y)elL1,
00scC + T22 sinoC= f2 8 (x>y)et?2

lub
2 . .2 .
Tjj oos aC + 2Tgi sincicoscC + T22sin ot = f,cosoC+ fgSincC,
4.23)

cosctsincC - 1T(cosxx-sin2cC) - T22sinoCcosoe = fsin *-f2cos ot,
gdzie:

T11l =oC3S T21 ” T12 = 6(iy + §;)»
T a 3u du
22 dy 3x*
<4 - kat miedzy osig x 1 wektorem normalnym do brzegu L.

Rozwazania podane w niniejszym artykule dotycza takich zadan brzegowych,
ktérych warunki brzegowe mozna sformudowan za pomoca nastepujacych réwnan

u=20, u=0, u cosoC+ «JsincC=wn =20,
“4.29
u sinoC- u cosocws =0, (@.22)3 4, (@.23).

Oznacza to, ze na danym odcinku brzegu. L warunek brzegowy zadania jest
sformutowany za pomocg jednej z nastepujacych par réwnan

U=0, u=0} u=0, (4.22)4jv =0, (4.22)3j
4.25)
wn =0, (4.23).,} wa = 0, (4.23)2} (4.22)3, (4.22)4*

Dowdd :

Niech \X/ e Wé_ Jezeli lewg strone tozsamosci (4.14) przeksztakcimy, postu-
gujac sie odpowiednio wzorem na pochodng iloczynu, to otrzymamy
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iy - E [(5T! + "5y3)$1 + isir + "Sy~j dxdy + 4,26)

ffr 18, AR DS+

2 cosoC + T22 sinotjs2 dl +] fJdL

i ra a m2 a2

SJ = m[<” + aT mpl* $1>+< TRT + By- - F2”

< . * ] # ~cosoC+ T21sinoc- + @20
L
+ [VJ2 cobce+ 922 sinoc- fjsajdL.

i
Posta¢ (4.27) wariacji 6J jest uogblnieniem (4.26) na przestrzen np. WA

Drugie pochodne wystepujace w (4*27) rozumiane sa jako dystrybucje, zde-
finiowane tozsamosciag

$

p I m, znak + odpowiada p = 2, a<f,e>- symbol dystrybucji por. (4). .
Z okreslenia rownosci dystrybucji (4) oraz réwnosci (4.27) i (@.14) wy-
nika ukdad réwnan (@ .22).

Kazdemu warunkowi brzegowemu (4*25) odpowiada pewien funkcjonat 1(™).
W zwigzku z tym, postepujac jak wyzej, otrzymamy odpowiedni ukd#ad roéwnan
(4.22). Prawdziwo$¢ twierdzenia odwrotnego do tw. 4*3 wynika z réwnowaz-
nosci (4.27) i (4.12).

5. Rodza.ie zadania.p. 2

W zadaniu p. 2 mozemy wyrézni¢ dwa podstawowe przypadki»
a) liczba O nie jest wartoscig wlhasnag operatora zadania 2j
b) liczba 0 .je™t wartoscig wkasng operatora zadania 2.

Z przypadkiem b) mamy do czynienia wtedy gdy na brzegu L zadany jest
tensor naprezenia, lub gdy obszar D jest kotem I na brzegu zadane sa wa-
runki (4.25)4.

Takie dane zadania 2 nie zapewniaja istnienia rozwigzania, a jezeli ist-
nieje rozwigzanie, to istnieje ich wiecej, roézniacych sie o funkcje linio-
wa .-
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Zadanie 2a) posiada jedno rozwigzanie. Rozwigzanie zadania 2b istnieje,
jezeli funkcje F, ¥ jako dane zadania 2 sg ortogonalne do funkcji wkas-
nych zadania, tzn. jezeli sg spednione nastepujgce warunki«

fi Fdxdy + 1 fdl =0,
D |

G-D

JJ erdxdy+J r x £ dl

Funkcje P, f zadania 2b spekniaja réwnanie (5.1), a to dlatego, ze
(5.1) sa warunkami réwnowagi dla P*, %, zas P-P1, f-fl (jJak *atwo spraw-
dzi¢) dla kazdego T czynig zados¢ warunkom (5.1).

Poniewaz warunek (5.1) jest warunkiem rozwigzalnosoi zadania 2b), wiec
kazda zmiana ?*, f* w procesie rozwigzywania zadania powinna speinia¢ wa-
runek (5.1). Dotrzymanie warunku (5.t) rézni zadania 2b) od 2a. Poza tym
istnieje jeszcze jeden szczeg6t réznigcy obydwa zadania« Warunek (5.1)
zapewnia tylko istnienie rozwigzania zadania 2b. Dla uzyskania jednoznacz-
nosci rozwigzania nalezy przyja¢ dodatkowe warunki np. zgodnie z X

// dxdy = 0
// x w dxdy =

G-

6. Istnienie i jednoznacznos¢ rozwigzania zadania 2

Z postaci funkcjonatu (4.2)" wynika prawdziwos¢ nastepujacej nieréwnos-

wth) > uff [(§])2 + 0 2+ J (g + gS)2] dxdy. 6.1

Poniewaz funkcje fi spedniajace warunki (4.25) oraz (5.2) nie moga sie
rézni¢ o staly wektor < wiec zgodnie z £3] przyjeto nastepujaca norme

Poza tym w zbiorze

Q = Jwi we Wg, w - spednia jeden z warunkow (¢.25)} (6.3)
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prawdziwe sg (por. ()) nieréwnosci!

(GED)
i< Mjj [(8E)2 + (D2 + | (& + ig)2] dxdy.
Z nieréwnosci (6.1) oraz (6-4) wynika nastepujace
Twierdzenie 6.1
3 Vo W@ > M IWL(L)). 6.5
M> 0 weQ 2

Dowéd istnienia rozwigzania bedzie polegat na konstrukcji ciggu Jw(n)J-
zbieznego w Wg. W zwigzku z tym obieramy skonczony zbiér punktéw D.
Punkty zbioru Dh beda wierzchotkami tréjkatnych podobszaréw obszaru D.

Ualezy doda¢, ze podobszar, ktérego dwa wierzchotki znajduja sie na
brzegu L nie musi by¢ tréjkatem. Zbidr Db obieramy na razie dowodnie.
Po przyjeciu zbioru Db, tworzymy ciag zbioréw Db (n) gdzies

Dh() =D~ 6-6)
2n

h = mgx [bi], bi - i - ty bok podobszaréw.

Okreslenie (6.6) oznacza jedynie to, ze na kazdym z bokéw figury odpowia-
dajacej zbiorowi 5[j(n) zostat obrany punkt, a tym samym powstat zbidr
Db (n+1). _

Poniewaz kazdemu zbiorowi D~(n) odpowiada zbidr funkcji Kg, wiec zbioér
Ng odpowiadajacy D~(n) oznaczono symbolem 1Jgin); n =0,1,2..., IR2Q) =

-4, V 0 -v -

Funkcjonat (4.1) w zbiorze H;(n) jest funkcja kwadratowa wielu zmien-
nych. Argumentami tej funkcji sa wartosci elementu w eWg(n) w punktach
zbioru Dh(n), gdy r = 1.

Po wprowadzeniu nastepujacego oznaczenia

Jweld2 (M) = GAwA)} i=1 @n ®6.7)

gdziei m - liczba punktéw zbioru Db (),

otrzymamy nastepujacy warunek konieczny i dostateczny istnienia minimum
funkcjnnatu @*1) w zbiorze I (n)

grad GEw), ) » . 6-8)
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Ukdad rownan (6-.8) jest uktadem liniowym okreslajacym element weli”Cn) mi-
nimalizujacy funkcjonat (4.1) w 1JgCn). Warunek (6.5) zapewnia rozwigzal-
nos$¢ ijednoznaczno$é¢ ukdadu (G .8) w przypadku a), natomiastw przypadku
b) ukktad (6-.8) posiada jedno rozwigzanie, jezeli speknione sg warunki
G.D, 6G.2).

Rézniczka zupedna funkcji G(Jw-jJ.) jest roéwnoczesnie wariacja Funkcjonatu
(4.1) w zbiorze ~(n). W zwigzku z tym w okreslone za pomoca réwnania
6 -9) speinia réwnanie (4*17), tzn.

¥> 0 \a/ef(%W(w(n)) + 1 (w(n)) =0). ®-9)

Po wstawieniu (6.4), (6.10)

\f>0 (labl< (* |HI 2 +e|b]|2) 6 .10)
oraz nieroéwnosci
3 <PIL  <M]-P]W1), 6.11
2o d ) 1-PI 2) 6-11)
por. D], gdzie |*]- - norma na brzegu 1
2

do (6.9) i (4.17) otrzymamy nastepujace

Twierdzenie 6.2

3 W2 <M(]|P]|2 2 ).
M>O(I <mM(l1 ”|_2 + 1If1°2 D)

Z powyzszego twierdzenia wynika, Zze skoro istnieje rozwigzanie w =zadania
2, to rozwigzanie to nalezy do przestizeni \ig-

Poniewaz uktad (6.8) jest uktadem eznaczonym, wieo cigg "7(n)] jest
ciggiem minimalizujgcym funkojonat (4.8, Przymczym w(n)éndn) i w(n)
minimalizuje funkcjonat (4..1). W zwigzku z powyzszym prawdziwe jest naste-
pujace
Twierdzenie 6.3

Ciag |w(n)] jest ciagiem zbieznym w Wg.

Dowdd:

Zgodnie z okresleniem ciagu ( 4 (n)} prawdziwe jest zdanie

e “(Np(n) c® !2(»+1 ))- (6.13)
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Z (6-13) wynika, ze

Vv QM) > IR ))). 6-149
AeH

Oznacza to, ze ciag {gw(n))| jest ciagiem malejacym. Z twierdzenia (6.2)
wynika, 1z catka kwadratu kazdej pochodnej ~(n) jest ograniczona. Po-
niewaz (zgodnie z (4.18).

Jw) = - W), (6.15)

wiec ciag {g(n))I jest ciggiem ograniczonym, a tym samym zbieznym. Je-
zeli za wj + WA wstawimy do (4.7) w(k) - w(m) to otrzymamy:

W) -»(m)) = WEW(K)) + W @@ - 2Ww(k) ,W(m) ). (6.16)

1
Poniewaz z k<m wynika w(k)eNE£(m), wiec po podstawieniu do (“4.1%
w(m) za 1 oraz "wk) za dotrzymamy:

2WQw(my, fr@d) + 1(Srk)) » O. 6.17)

Jezeli zas w(k) wstawimy do (¢.17) za w, to powstanie réwnanie

WWE®) + Twk)) =0. (6.18)
Po wstawieniu (6.17) i (6.18) do (6.16) otrzymamy
WEE) - #(m) - WEFE) - W(TK)) . (6.19)

Poniewaz olag {J(w(n))} jest ciagiem malejgcym, wigo zgodnie z(6.15) ciag
s{W in))}- jest oilagiem rosngcym i1 zbieznym, tzn.

lim  wWw()) - W . (6-20)
n~*-0o

Jezeli wstawimy (6*5) (|&0) do (6*19)* to otrzymamy

Yo :ngos RKm>n0) == (FACT - #(m)|«<§%)lj. (6.21)

Poniewaz przestrzen Wg jest zupedna, wigo z (6.-21) wynika, ze olag
(w(n)} jest oiggiem zbieznym w w]i Ciggdos¢ funkojonatu (@.1) wynika =z
lematu 6.1.
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Lemat 6.1

Dowdd :

Z okres$lenia iloczynu skalarnego w Lg mamy

1
A g d* i i - *
\||0/I(h Bx7 ~id2l< Ntip |1, lISH,|i3-1.2 (6.23)
Uastepnie z def. norm w Lr,i wynika nieréwnosé

| Fite<i«iwi- <2-24>

Poniewaz W("~,Wg) jest sumg calek wystepujacych po lewej stronie nieréw-
nosci (6.23), wiec korzystajac z nieréwnosoi |atb]<|a] + |b] , (6.23), (6.24)
otrzymamy (6.22).

Z lematu 6.1 wynika nastepujace

Twierdzenie 6.4

lim  J(*(n)) = J@).- (2.25)
Nn-»00

Dowod :

Po wstawieniu (4.18) (6.15) do (4*9) i wykorzystaniu (6.22), otrzymamy

W) - IWI Mw@-wlHw(n) + W20, (6.26)
n-"00

a to jest (6.25).

7* Rzad zbieznosci ciagu

W p. 6 wykazano zbiezno$¢ ciagu {W(n)} do weW”. Nie wiadomo Jednak
jak szybko wyrazy ciagu {w(n)} zbiegajg do granicy. Miarag tej predkosci
jest tzw. rzad zbieznosci ciagu. Poniewaz ze zbieznosci ciagu {w(n)j wy-
nika, ze granica w eW®, wiec informacja: wewj, nie moze okresla¢ rze-
du zbieznosci ciagu -jwh)j-- Podwyzszanie rzedu zbieznosci moze miec¢ duze
znaczenie przy numerycznym wyznaczaniu mozliwie dobrego przyblizenia roz-
wigzania zadania 2.

Jak sie pozniej okage, rzad zbieznosci zalezy w istocie od rzedu aproksy-
macj i ZCng, do ktdérego nalezy rozwigzanie zadania 2 zbiorem Ngin).
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Hiech w, w(n) beda funkcjami minimalizujacymi funkcjonat @ .1) odpo-
wiedniow Wg i Rn(Przyktadem przestrzeni Ra moga by¢ zbiory Ngik)}-

Jako funkcje minimalizujace spedniaja nastepujace tozsamosci:

,V Q@Ww, D + 1) =0,
S eB

B/ QuwQwn), i) + ](]) = 0. D)

s eB(n)
Poniewaz B(n)cB, wiec odejmujac tozsamosci (7.1), dla I e B(n) otrzymamy

., (Ww-w(n), ?) = 0). ‘-2
SeB()

Przez w(n) oznaczono funkcje nalezacag do Ra ((RncRn+%) i bedaca
aproksymacjag w £ Z cWg, tzn. dane jest odwzorowanie <t: Ra—*mZ. Wtedy

Aw ow - \AA/\(n). @ -3)

Po wstawieniu (7.3) do (7.-2) otrzymamy:

V WCEM) - wn),DD + WAw,J) = 0), 7.4
SeB(n)
gdzie w(n) eRn i minimalizuje funkcjonat (4.1) w Ra. Poniewaz w(n) -

- ~(n) 3(n), wiec za fw (7.4 mozemy wstawi¢ w(n) - ~(n). Po podsta-
wieniu otrzymamy

WFFF(n) - W(n)) +WCAw, &) - w(n)) = 0. @ .5)
Z réwnania (7«5) wynika, ze prawdziwe jest nastepujace
Twierdzenie 7.1

dawl] = o((Br))=>(lw-w(n )l » 0 (()r. ¢-6)

Dowéd1

Zgodnie z aksjomatem normy mozemy napisac

Iv - will = [Gw +w - w(]I<[[aS U+ [w®) - w]]- ¢-6)1
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Po wstawieniu (6.22), (6.10), (6.5 do (7.5) otrzymamy
I# (M - wll = 0(Ci)r). .0

Jezeli nastepnie (7.7) oraz zatozenie twierdzenia 7.1 wstawimy do (7.6),
tootrzymamy tezetw. 7.1.Z twierdzenia 7*1 wynikaja nastepujace wnioski

Wniosek 7.1 Jezeli Z=Cr, Rn =MW, w eCr+'", to

W - w©Il =0(¢¢r). a-”

Dowdds
Z okreslenia wynika, te w - w(o) = O- w r+l punktach kazdego boku
dowolnego podobszaru. Poniewaz jednym z zatozen jest: w e Cr+™, wiec

lg87 (w - w())] = 0o¢hr); i-1,2. 7.9

Warunek (7.9) wystarcza na to, by:

Iw-w@®ll =0¢r), (7.10)

a tym samym prawda jest ({*8), tzn.
Iw - w( [1=0¢hr). 7-1D)

Wniosek 7.2. Zadania typu 2 sg zadaniami z teorii aproksymacji zbioru Z,
do ktérego nalezy rozwigzanie zadania, przestrzenig Rn.

Oznacza to, ze przyblizone rozwigzanie zadania 2 nalezgace do Rn jest tym
"lepsze" (W sensie rzedu zbieznosci) im dokdadniejsza jest aproksymacja
okreslona operatorem On.

8. Ciggtos¢ rozwigzania zadania 2 wzgledem danych zadania

Aby rozwiagzan uktad (6.8) nalezy najpierw wyznaczy¢ wyrazy wolne tego
uk¥adu; sg one catkami danych funkcji po elementarnych tréjkatach i brze-
gach nalezacych do tréjkatéw zewnetrznych i brzegu L.

Kolumna wyrazéw wolnych ukdfadu (6.8) jako catki danych funkcji moze by¢
wyznaczona w sposOb przyblizony obrang metoda wyznaczania calek.

W zwiazku z tym powstaje pytanie: jaki wpdyw moze mie¢ przyblizone wyzna-
czenie wyrazow wolnych ukdadu (6 .8) na réznice w - W(o). Odpowiedz na to
pytanie daje
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Twierdzenie 8.1

gdzie* AF = ?2-f\], ”i " rozwi8zanie zadania 2 odpowiada-
jace funkcjonatowi 17 (w) postaci (@ .2)2, okreslonemu za pomoca i, ?1i;
i-1,2.

Dowod™*

Rozwigzania w” odpowiadajgce funkcjonatom 1~ zgodnie z (4.14) speknia-
Ja nastepujace tozsamosci

|*"B @w~A_.1) +1jd) =0); i-1,2. 8.2
Odejmujac tozsamosci (8.2) otrzymamy

I"B ~ wnr2"1ler +AL() - 0). @3.3)
Po podstawieniu W2“*1 za ~ w (8.3) powstanie réwnanie

2Ww2-w1) +A1(w2-wl) = O. 6.9

Nieréwnos¢ (6-.12) odpowiadajaca réwnaniu @.4) jast twierdzeniem 8 .1.
Z twierdzenia 8.1 wynika nastepujacy wniosek

Avwil] - 0Chr))A(Ip2-w2 ©)] - 0cChr)) =2 (0)-wl]lF 0Chr)). G-5
Dowod*
w2 @)-Will<|m2 (0)-w21 + |M2-w, ] = 0 (hr). @-6)
Z twierdzenia8.1 wynika réwniez nastepujaca uwaga dla rozwigzujacego u-
ktad (6-8)wyrazy wolne tego ukdadu moga by¢ *zaburzone"™ bledem takiego
rzedu jakiego przyblizeniem jest rozwigzanie w(o) okreslone uktadem
®-8).
9% Ukd#ad (6.8) odpowiadajacy zbiorowi funkcji obszarami liniowych

Niech obszar D bedzie prostokatem o wymiarach (a,b), zbiér D™ - zbio-
rem wierzchotkéw prostokatéw o bokach
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h = (h~hg) = Ga AN i Atj, A-j| i=0@)"-1, j=0()Hn2-1

oznaczeniami dwéch tréjkatnych podobszaréw takich, by

V iIA+ + A" = prostokat). [CHD)
ij "Nij i+l j+l

Poza tym przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

I, 11 - boki prostopadte tréjkata At.,;

17 L” - boki prostopadte trojkata AN j
u+(ij) - pochodna funkcji ue”™i stalta w i réwna ilorazowi

réznicowemu funkcji u, liniowej w AR\

tpk (ij) - tensor naprezenia odpowiadajacy welj stalty w Al\j

+pkx a *"T(pk@;) - ~~ - 1.3)1
*pkx = E7 (tpk (i+1,;1) “ tpk(7;:)))*
Jezeli okreslimy funkcje F, t f poza dziedzing kazdej z nich jako

réwne zero, to ukdad réwnan (6.8) przyjmie postac

tTIx + tllx + "21ly + t2ly = 2P*

i = 0()g-1
o= 0Q)ON2-1.

©-2

t12x + t12x + 122y + t22y “ 2P

Poniewaz niewiadome kazdego réwnania ukdadu (9*2) sg wartosciami szu-
kanej funkcji w punktach zbioru D”, wiec kazdemu réwnaniu odpowiada pew-
na figura dziedziny B, ktérej wierzchotkami i Srodkiem sg punkty odpowia-
dajace niewiadomym danego réwnania. Kazde réwnanie ukdadu (9.2), ze wzgle-
du na jego sposéb generowania, por. (6.8), odpowiada niewiadomej Srodka.
Figura odpowiadajacg réwnaniu (9*2) jest szesciobok rys. 1.

W przypadku zadan brzegowych o zadanych wartos-
ciach funkcji u lub ¥ nalezy z ukdtadu (©.2) odrzu-
ci¢ te réwnania, ktére odpowiadaja punktom o da-
nych wartosciach u lub $ i wstawi¢ dane warto$-
ci u,)- do otrzymanego uk#adu.

Przez zmiane zbioru oraz uktadu elementar-
nych tréjkatéw mozemy zmienia¢ uktad (6-.8), a tym
samym zmienia¢ poprawnos¢ obliczeniowg ukdadu.
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D

r Jezeli przyktadowo ukdad trojkatéw przyjmiemy

jak na rys. 2, to podstawowa figurg dla potowy
réwnan ukdadu (6 .8) bedzie prostokat o zarysie
ciggtym, zas$ dla drugiej potowy - prostokat
ABCD. Réwnania odpowiadajace pierwszej figurze
jako réwnania réznicowe odpowiadaja réwnaniu
— rézniczkowemu bez pochodnych mieszanych. W kaz-
dym z takich réwnan moze wystgpi¢ co najmniej
Rys. 2 5 niewiadomych, w przeciwienstwie do drugiej
grupy réwnan, w ktérych wystepuje co najwyzej

9 niewiadomych.
W uktadzie (9.2) wystepuja wielkosci F*, ktérych definicje sa naste-

pujace:

2IL = FTT Vﬁ' i,x(1-(x-xi+y-yi))dxdy + « Pl (1+ (x-xi+y-y;j))dxdy +

12 Aij Aij
+ 11+ (x-xi_1)P1dxdy +fj+ -yriy P QL -y~ )Fidxdy-
Ai-1,j Alj-1 Alj+1
+//. )i dxdy] + £ [L f@-@y-v-id)dy +
Ai+lj 1 h¢

+1 (I+y-yjjfi] + ( d-ix-x"f-jJAX + f (L+x-x™M)frdxl,
iz 2 <°Li

gdzie 1=1,2.

Na zakonczenie nalezy dodaS, ze kazde z réwnan ukdadu (6-8) jest bilan-
sem sit+ zewnetrznych ?, f odpowiadajgcych danej figurze rys. 1 oraz nie-
wiadomych tzw. sit+ wewnetrznych odpowiadajacych brzegowi figury, a wyrazo—-
nych przez w eN” o dziedzinie bedacej tg figura.
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HYMEPHHECKOE PEHIAHHE KPAEBHX 3AKAU TEOPHH TEPMHHECKHX
HAHPHSEHHH nJIOCKHX OPTOTPOIIHHX EHTOB

P e 3» me

B HacToageit cTaTBe ~aeTca HyMepnvecKHh Meios onpeflejiHHH« tjoyHKimH (b nofl-
ogjiacTax jraHeiteois) MHHHMaj iH3Hpysoineit $yHKiiHOHaJi, OTBe”atomnii jcpaeBOii 3axa*ie
opTOTponHhix mHTOB} pa,n cxoflHOCTe8 npHbjHaceHHoro pemeHHn (b HopMe npocTpaHCT-
Ba W2/: ilMwl = 0 (Jh]))-

THE NUMERICAL SOLUTION OP BOUNDARY VALUE PROBLEMS IN THE THEORY
OF THERMAL STRESSES OP ORTHOTROPIC DISKS

Summary

This paper deals with a numerical method of determining the function
(linear in subspaces) which minimalizes the functional corresponding to
the boundary value problem in the theory of thermal stresses of orthotro-
pic disks. The agreement with the approximations! solution (in the accep-
ted space WA17) is given by jAll \ = QjhD).



