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MODELE NUMERYCZNEGO ROZWIAZANIA PROBLEMU STYGNIECIA
ODLEWOW KRZEPNACYCH W PRZEDZIALE TEMPERATUR

Streszczenie: W pracy przedstawiono matematyczny opis procesu
stygniecia "stopu krzepnacego w przedziale temperatur AU oraz zapro-
ponowano algorytm rozwigzania numerycznego na bazie jawnych schema-
tow réznicowych- Prace wykonano w ramach seminarium i metod analo-
gowych i cyfrowych prowadzonego w Instytucie Mechaniki Teoretycznej.

1. Wstep

Znane z literatury modele numeryczne proceséw zachodzacych przy krzep-
nieciu odlewéw traktuja najczesciej metal jako sktadnik czysty dla ktére-
go przemiana fazowa nastepuje w temperaturze UQ przy czym ciepto prze-
miany wynosi g, m-in. jjl, 2, 3]« W przypadku u.p. stopdéw Fe - C takie
przyblizenie jest dos$¢ grube i1 w zwiazku z tym postawiono sobie za cel
stworzenie metody numerycznej rozwigzania problemu przy uwzglednieniu
krzepniecia roztworu w przedziale temperatur. Publikowane dotychczas roz-
wigzania tego typu uzyskiwano badZz przy pomocy metody bilanséw M , badz
jak np. w pracach [5, 6] operujac w schematach réznicowych bezposrednio
entalpie fizycznag roztworu. Metoda bilanséw aczkolwiek skuteczna i prosta
nie daje mozliwosci oszacowania bdtedu metody numerycznej, zas metody omoé-
wione w [3, 6] nie pozwalaja uwzgledni¢ zmienno$ci zaréwno AUQ jak q(UQ)
w zaleznosci™ od lokalnego sk#adu stopu.

Przedstawiony nizej model matematyczny i schemat numerycznego rozwigza-
nia umozliwia oszacowanie b#edu aproksymacji i uwzglednia z#ozonos$ci pro-
cesu krzepniecia stopu Fe - C.

2. Opis matematyczny procesu

Rozpatrzmy metal, ktdérego stan staty odpowiada temperaturom mniejszym
od Tg, za$ stan ciekty temperaturom wiekszym od T~ przy czym T~ > Tg.
Niech metal zajmuje obszar V, ktéry ograniczony jest brzegiem Fj odpo-
wiadajacym zewnetrznej powierzchni formy. W chwili t w obszarze V moz-
na wyrézni¢ trzy podobszary: podobszar (t) stanu ciektego, Vg(t) stanu

przejsciowego i VA(t) stanu ciekdego. xi obszarze przejsciowym temperatu-
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ra metalu nalezy do przedziatu p 2, T\J. Podobszary rozdzielone sg brze-
gami r 2(t), r 3(t).

Temperatury w poszczeg6lnych pod-
obszarach oznaczono symbolami u~(X,t)
ug t ) u3(X,t), gdzie X=w1l,x2,x3)
1 X nalezy odpowiednio do obszaroéw
okreslonos$oi poszczegélnych funkcji.
Parametry termofizyczne charakteryzu-
jace whasciwosci metalu w poszczego6l-
nych stanach -oznaczono*

0 - wkasciwa pojemnos¢ cieplna

- gestos¢ masy
Rys. 1 . - N -
X - wspotczynnik przemiany ciepta

q - ciepto przemiany fazowej.

Wymienione parametry w stanach ciekdym i statym przyjmujemy jako state,
za$ w stanie przejsciowym sa funkojami temperatury. Zakézmy roéwniez, iz

przeptyw ciepta w podobszarach zachodzi jedynie na drodze przewodzenia.
Do dalszych rozwazan wprowadzamy dodatkowo funkcje p(u), gdzie p(u) jest
udziatem objetosciowym metalu zakrzeptego w podobszarach ), ligit),
V3 (t). Pola temperatur u”CZ.t)! i » 1,2,3 opisane sa rownaniami*
du dp (un
i fi “ = dlv (Xt grad in) + q i (D
dt dt

gdzie pQu) definiujemy jako*

0 u(t)>T,

pw) (2)
1 u(t)<e2

Dla zakresu temperatur krystalizacji przyjmujemy hipoteze*

peuy - '3 * @

Przy przyjetych zatozeniach réwnania przewodnictwa w poszczeg6lnych po-
dobszarach przyjmag postac*

. (O]
v oo~ i 1*3
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dUp
duP W om

c2 "2 = div~™2 grad u2™ " '$2 q N3~N2 . (5)

Ha brzegach poszczeg6lnych podobszaréw dane sa nastepujace warunki:

9ul ul - T
1> dli-———— K—-" ®

gdzie R jest oporem cieplnym przenikania ciepta przez forme do otocze-
nia. Bardziej doktadny opis przeptywu ciepta przez forme i do otoczenia
nie zmienia w spos6b istotny przedstawionej w niniejszym artykule metody,

jest temperatura otoczenia.

(@)
riti “ui -ui+tv 1=1*2
Warunki brzegowe uzupednia warunek poczgtkowy w postaci:
01U.o0) =03(l,0) » UO
v3 (o) 3V, ®
gdzie UQ jest temperaturg zalewania formy.
Okreslony jestroéwniezzbior
= Jx: 906 =0j. (©))

Ha zakonczenie tejczescirozwazah zauwazmy, zeréwnanie (4) mozna zapi-
sa¢ w postaci:

flup

?g\— (C,Z\ + (XR grad UZ)' (10)

ot

3« Schemat roéznicowy rozwigzania problemu krzepniecia w przedziale tempe-
ratur

W zbiorze V prz jitajscy dyskretny zbidér punktéw bedacych wierzchotka-"
mi prostopaddoscianéw, 0 j&rzmy zbidér tych punktéw przez V~A. Oczywiscie
kazdy punkt zbioru nalezy do V. Punktem wewnetrznym nazwiemy punkt,
ktérego szes¢ sasiednich punktéw nalezy do Vh. Punkty nie bedace wewne-
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trznymi nazywamy brzegowymi. Funkcje okreslong na zbiorze x TN ozna-
cza¢ bedziemy symbolem A (X,t), gdzie przez bedziemy rozu-
mie¢ produkt kartezjanski zbioru 1™ oraz zbioru punktéw TA nalezacych

do przedziatu czasu [o, 00).

Zgodnie z metoda ré¢znio skoriczonych réwnania okres$lajace funkcje
Ui ’h&A beda nastepujacej
Ui_-h_A(Z»t+A> - UL_h_A(X’~ 1
A ai[Ui,h,AMX,t"J

* divh ~ipi.h.A~»~] * gradh Ui,h,ACCT))

przy czym 1icy”~tt) oraz ~"iy”, grad”® sg ilorazami réznicowymi odpowia-
dajacymi operatorom div i grad. W punktach brzegowych poszczegélnych ob-
szaroéw ~ (b) warunki brzegowe maja postact

u. , -(X,6-T,
rih *"*1 gradh ULl,h,A(Xt:>* Sh,A(X't> © 1

rih * gradh Ui,h,A(X>t) * Sh,A(Z°t> ° gradhUi+i>h>A(2,t) . Anhf (X, t)

Ti+l " Ui,h,AQGt:i A Ui+l,h,AX,T) i-1*2

Wchwili t a 0 warto$ci U, , .(X,0) «U,, .(Z,0) a U .
i.h,A 3 H,AYT* hso

Obszary N A(t) okreslamy nastepujaco«

jezeli dane sa funkcje A (X,t), to obszar

V2h(t) = jx: WjiljA(X.)e p2, Tijj.

Znajac obszar ~g~Ct) znamy tym samym Odejmujac od zbioru punktéw
X ograniczonych zbiorem brzegowym F2h zbiér otrzymujemy zbidér
V3,h” a dale3 v-h Fiest r°wny réznicy - (V2h + V3h)*

Otrzymany ukdad rownan jest ukdadem jJawnym tzn. U(X, t+A)wyraza sie
przez U(X,t). Tak wiec, przedstawiony powyzej algorytm rozwigzania post
wionego zadania polega na obliczaniu funkcji w chwili t +At, jezeli zna-
my rozwiazanie w chwili t. Zaktada sie tu oczywiscie taki dobér kroku
siatki At, aby schemat jawny by+ stabilny.

Na bazie przedstawionej wyzej metody przygotowuje sie obecnie program
obliczen krzepniecia wlewka stali uspokojonej o przekroju kwadratowym.
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MOfIEJIB HyilEPHHECKOrO PEHD3HHH HPOEJIEMH OXIJIA4ffIAHHfI CIUIABOB
3ACTUBAMHHX B HHTEPBAJIE TEMHEPATYPH

P e3 w0oMe

B patoTe npeflOTaEJiitetca uaieiiaiHgeoKoe onncauHe upogecca oxnascflamH cnjia-
Ba aaoiHBaiogero b EHiepBame leMneparypu A U, a Tauxe npejyiaraeTca ajiro-

pHTM HyMepHgeoKoro pemeHM MeTofloM KOHe~Hux"pa3HOcieft.

A MODEL OP THE NUMERICAL SOLUTION 0? THE COOLING PROBLEM
OP SOLIDIFYING CASTS IN THE TEMPERATURE INTERVAL

Summary

A mathematical deskription of the cooling process of an alloy solidy-
fying in the temperature interval is presented in this paper which also
contains the suggestion of an algorithm of a numerical solution baset on
open difference schemes.



