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ODPOWIEDŹ UKŁADU DYNAMICZNEGO NA CIĄG ZDERZEŃ

Streszczenie! V/ pracy rozważono odpowiedź układu dynamicznego o 
jednym stopniu swobody, opisanego liniowym równaniem różniczkowym, 
na ciąg zderzeń. Za zderzenie przyjęto fakt skokowej zmiany stanu w 
czasie równym zero, przy czym stan układu po zderzeniu zależy od 
stanu przed zderzeniem jak i od pewnej wielkości zewnętrznej (nie­
zależnej) w sposób liniowy. Następnie przeanalizowano istnienie sta­
nu ustalonego oraz ruchu okresowego, szczegółowo rozpatrując oscy­
lator harmoniczny.

Rozpatrujemy układ dynamiczny, opisany liniowym równaniem różniczkowym 
n-tego stopnia, którego stan opisuje n-elementowy wektor y(t).

Związek pomiędzy stanami w różnych chwilach jest następujący!

y (t) = b(t,T)y(T); (1) "

gdzie:
y(T) i y(t) - stan obiektu w chwili T i t;
h(t,T) - macierz o wymiarach n x n będąca całką, ogólną, speł­

niającą warunek początkowy y(T) = Ej
E - n-elementowy wektor składający się z samych jedynek.

Ze względu na ciągłość rozwiązań i twierdzenia o wronskianie, spełnione 
są warunki!
h(t,t) = lim h(t,T) = 1 i det h(t,T) = 0 dla wszystkich t i 1T. t—T
Aby rozważania miały jasny sens fizykalny, dla dalszych rozważań przyjmu­
jemy

h(t,T) = 0  dla t <  T.

Równanie zderzenia, które nastąpiło w chwili t wygląda następująco!

y+(t) = A y_(t) + x , (2 )
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gdzie!
y+ (i) i y_(t) - odpowiednio stan układu po zderzeniu i przed zderze­

niem;
A - nieosobliwa macierz o wymiarach n x n;
x - elementowy wektor opisujący impuls zewnętrzny.

Interesuje nas odpowiedź układu dynamicznego, którego stan w chwili 
t = 0 opisuje wektor y(0), na ciąg zderzeń zachodzących w następujących 
po sobie chwilach t̂ , tg, t-j ... itd. (t^>0), gdy impulsy zewnętrzne 
przyjmują wartości x1, xg, z-j, ... itd.
Rozpatrzmy przedział czasu 0 < t < t 1. Otrzymujemy ze wzoru (1):

y(t) = b(t,t0)y (tD), (3)

gdzieś t = 0 

oraz*ze wzoru (2)s

y+ (t1) = A h(tv  tQ.)y (tQ) + z1. (4)

Y/prowadzając oznaoźenias

H <tą> - h(ta, ta) = 1

H(tn,tn-1 ) = ^ ^ n ’“n- 1  ̂ - (5)

^ ^ n ’ * * * * ̂ n-i ̂ ^ n ’̂ n- 1  ̂ ^  ^n-1 ’̂ n-2 *̂ * * ^ ^ i +1 ’ ^î

dla n = 1 ,2,... oraz i = 0,1 ,...,n /
można stan układu dynamicznego po n-tym zderzeniu przedstawić następują­
co :

y+^n^ ^ ^ n f* * * *^i^xi + •••*ło^y ̂
i=1

Dowodu wymaga jedynie krok indukcyjny bo dla n = 1 wzór (6) pokrywa 
3ię ze wzorem (4)»

Rozpatrując przedział czasu ^n^^^^n+1 otrzymujemy ze wzoru (1)s 
n

y(t) - h(t,ta) 2  n ^ n  ti K  + J>a,ta> H(ta to)y(0) (7)
i- 1
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i po uwzględnieniu zderzenia w chwili tn+  ̂s

y+(tn+1 )=Ah(tn+1 ,tn) >  H(tn,...,ti)Xl+Ah(tn+1 ,tn)H(in>...,t0-)y(o) +

n
+ xn+1 = Ah^Vft,tn)H (tn,",',̂ xi+H^n+l)xn+1+H('tn+1 »tn,...łt°)y'(0)=

i=1

n+1
H(tn+  ̂, • • * + H (tn+  ̂, •.., tQ) y(0)

co kończy dowód zależności (6). Rozwiązanie postawionego zadania podają 
wzory (5), (6) i (7)*

Rozpatrzmy dalej przypadek szczególny zderzeń okresowych o jednakowych 
impulsach w'układzie stacjonarnymi

tn ■= nTj T > 0$ = x; h(t,T) = h(t-T)*

Ponieważ manierze A i h(t,"T) aą nieosobliwe wzory (5) i (6) można u- 
prościós

H(tn .t*) = (Ah (T) )n_1

y+(tn) + 2 _] (Ah(T))n_i x + lAhCT))^). (8)
i=1

Interesując się istnieniem ruchu okresowego zbadajmy różnicę: 
m- 1

y+(V m ) - y+ (tn) = (Ah (T) )n+i x + ((Ah (T))m+n - (Ah (T))n)y (0) =
i=0

m- 1
= (Ah(T))n (^T (Ahd))1 x + ((Ah(T))m - 1) y (0)) . (9)

i«0'

Możliwe są następujące przypadki:
a) w stanie ustalonym (tj. dla n-*-oo) ruch periodyczny o okresie 1 jeśli 

(Ah (T))1̂ —  0.
Jak wiadomo, istnieje taka macierz nieosobliwa B i macierz kanonicz­
na Jordana D żei

Ah(T) = BDB“1 więc (Ah(T))n = BDnB"1. ( 10)
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Macierz D J— ►O' gdy wartości własne A^ macierzy Ah(T) spełniają 
nierówność:

inax |Xi| < 1  (1 1 )

b) brak stanu ustalonego - gay max jX^j^l lub gdy |X̂ | = 1 dla pier­
wiastka wielokrotnego - wtedy różnica (9) rośnie nieograniczenie. 

o) w stanie ustalonym ruch periodyczny o okresie 2kT jeśli max| Â | = j Aj | =1

i Aj - pojedynczy pierwiastek, którego argument jest wymierną częścią 
kąta 3T (tzn. istnieją liczby naturalne lik), że spełniona jest rów­
ność:

arg Aj = £ % (1 2)

przy tym l i k  nie posiadają wspólnego podzielnika większego od jed­
ności i K k / a  1 - jest nieparzyste.
Bowiem z Aj = (-1)1 (13)

wynika, że:
lim ((Ah(T))k+n + (Ah (T))n) = 0. (14)

n —►oo

Stąd

y+('tn+2k̂  “ y+^n^ = ŷ+^n+2k̂  “ y+^n+k^+ ŷ+^n+k^ “ y+^łn^ =
k=1 (15)

= ((Ah(T))k+n + (Ah (T‘) )n) ( ^  ( ¿ M D )1 x + ((Ah (T) )k - 1)y(0)— 0.
i=1

Sprzężony pierwiastek do Aj ma argument 23C - ^ i słuszne są dla nie­
go zależności (13), (14) i (15).
Sdy więcej wartości własnych spełnia powyższe warunki okres ruchu 'wy­
niesie 2NT - gdzie N jest najmniejszą wspólną wielokrotnością liczb
k określonych dla kolejnych pierwiastków.

d) brak stanu ustalonego - gdy spełnione są warunki poprzedniego punktu 
lecz 1 - parzyste- co powoduje, że (14) nie jest zerem, i że różnica
(15) ma stałą wartość. Pod ten przypadek podpada też pojedyńczy pier­
wiastek A. = 1 .

J

e) ruch prawie okresowy w stanie ustalonym jeśli spełnione są warunki jak 
w punkcie c lecz argument Aj nie jest wymierną częścią kąta półpeł- 
nego. Można bowiem dobrać liczby l i k  tak aby granica (14) była dowol­
nie mała.
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f) stały ruch periodyczny o okresie ruT gdy spełnione są warunki?

m- 1
^  (Ab (T))1 = 0 oraz (Ab(T))m = 1. (16)
i=0

Dla m=1 bierzemy pod uwag® tylko drugą zależność.
Rozpatrywane przypadki wyczerpują wszystkie możliwości. Ze względu na 
to, że macierz Ah(T) jest nieosobliwa (brak zerowych wartości włas­
nych) rozważania w punktach c, d i e dotyczyć mogą jedynie stanu usta­
lonego, gdyż ze wzoru (13) nie wynika że?

(Ah(T))n+k + (Ah(T))n = 0

dla każdego n.
Ponieważ przypadki opisane w punktach a i b określone są nierów­

nościami a pozostałe równościami, te ostatnie występują niesłychanie 
rzadko i ze względu na fluktuacje parametrów w realnych układach fi­
zycznych trudno je stwierdzić doświadczalnie.

Zajmijmy się teraz opisem ruchu ustalonego w przypadkach, w których 
on istnieje.

a) Jeśli spełniona jest równość (11) to macierz:

1 - Ah(T) = B(1-- D)B-  ̂ jest nieosobliwa,

więc

y+(tn) = x + (Ah(T))n y(0) = (1-Ah(T))“1 (1-(Ah(T)n)x +

+ (Ah)T) )Hy (0) (17)

lim y+ (tn) = (1 - Ah(T))”1 x.
n —► oo

Stan układu pomiędzy zderzeniami wyznaczymy z równania (1).
b) Ponieważ brak wartości własnej równej jeden, macierz 1 - Ah(T) jest 

nieosobliwa i prawdziwy jest wzór (17). Wyznaczmy poszczególne punkty 
skupienia ciągu (Ah(T))n - jest ich 2 R.
Dla p — 1,2j...,2N

lim (Ah(T))2Nn+p = B( lim D2Nn+p)B“1 = BDPB"1 « (Ah(T))p
n -* - o o  n - ^ o o  0
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Cdzic: J>. - powstaje z 1) prze:; wyzerowania wszystkich wyrazów na mo­
dni mniejszy od jedności.

V! ramach jednego okresu wartości wektora stanu po kolejnych zdarze­
niach wyznaczamy w zależności:

y+(tp>=<1-Ah(T)V1 x +(1-Ah(T))“1 (1-(Ah(T))P)x + (Ah(i'))?y(0). (1i )

Zauważamy, że dodaje się tu do stanu ustalonego występującego w przy­
padki a) ruch c okresie 2MT, w którym występuje warunek początkowy.

o) W tym przypadku też obowiązują wzory (17) i (1G), lecz ponieważ 
(Aa lT))f ma tu nieskończenie wielo punktów skupienia, p ze wzoru(1b) 
przyjmuje wszystkie wartości naturalne.

d) Obliczamy ze wzoru (8) kolejno 'wartości wektora sianu dla chwil 
t1 ,t2,...,t  ̂ i stosując wzór (1 ) otrzymamy cały przebieg w ramach
1-go okresu.
Jako przykład rozpatrzmy układ mechaniczny oscylatora harmonicznego z 

tłumieniem (rys. 1), który w chwilach T,2T,3T,... itd. uderza masa M z

gdzie 4mc >  n

mORys. 1
prędkością u , a zderzenie scharakteryzowane jest współczynnikiem odbicia 
K. Star: oscylatora wyznaczają położenie i prędkość masy m, a równanie
(1 ) przyjmuje następującą postać:

y ( t ) "

= e " (ł t̂ “T )H ( t - T )

cosco(t-T)+ ^  sinco(t-T)} 1 sinco(t-T)co y(T)

y ć t ) - (<° + sin<o(t-T)ł cosco(t-T)- &  sinco(t-T) y(T)

gdzie: H(t) - funkcja jednostkowa Heaviside’a.
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03 =

'Występujące w równaniu zderzenia macierz A i wektor x mają tu postać:

'1 ; o' "o'
A =

oj a
ł X =

b

gdzie:

1 - K
1 + oC

c? -t- K , m
D = f T d ! <* = E*

Ponieważ 0<K<1, liczba a spełnia podobna nierówność: 
Wartości własne macierzy Ah(T) spełniają równanie:

- ((1 + a)coscdT + (1 - a)sinoiL')e”̂ >,i>v + ae"2^1 =

a jego wyróżnik jest równy:

0 (19)

A= e 2^  (((1+a)oos(dr + ̂ (1-a)sincoi')̂ “4a) = e“2̂  (d2sin2 (oori+<p) - 4a), 

gdzie:
= A L E)2 + £ (1_a;2

co

<p = aresin 1+a

Przypadek a) wystąpi o ile spełnione są zależności:

A >  0 i max (| X11 , | X21 ) <  1

lub
A <  0 i | X, | = | X2| <  1.

Co po przekształceniach daje:

^ C2 sin2 (atr+'p)>a>t;i!>rl ||Csin(ŁdT+f,)| - e^T

lub
1 > a > ^  C2 sin2 fcoT+f)«

(2 0 )
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Górna nierówność może mieć miejsce o ile

■ -  £ h  e^T <  clsin(off + <p).
1 + \ 2  1

Powyższe. relacje spełnione 3ą np. dla następujących danych: a = Ĵi?>= 3(o j 

criT = ^  3T i dowolnego £>- wystąpią tu pierwiastki zespolone.
Interesujące jest, że w przypadku zderzenia sprężystego(k=1 czyli a=0) 

wyżej wypisane warunki nie mogą być spełnione dla dowolnej kombinacji po­
zostałych parametrów. Wystąpi wtedy przypadek b), który ma miejsce jeśli
mają miejsce przeciwne zależności niż (20).

Równość |A| = 1 po przekształceniach daje:

&Ta = e .

Można ją spełnić gdy a=1 i (2>=0, czyli gdy oscylator nie posiada tłu­
mienia a zderzenia są niesprężyste.
Ponieważ w przeprowadzonych rozważaniach masa oscylatora jest stała wpro­
wadzone równania tego przypadku nie obejmują.

Gdy pierwiastki są różne, równania (16) można zapisać w następującej
postaci:

m- 1

2i=0

m
i

lub

m- 1
' y ~ ' : Aj = 0 i A® = 1 dla j = 1 ,2,...,n.

Ponieważ pierwsze równanie nie jest spełnione przez jedynkę i /  A =
i= 0

= (1-A)-"* (1-Am) cały warunek redukuje się do drugiej równości.
Widać, że dla naszego przykładu najmniejsze m jest równe 3 a ponie­

waż pierwiastki są sprzężone otrzymamy jedno równanie:

A3 =■ 1

czyli A 1 2 = exp(i^ 3T) co daje nierealny warunek

a = J * .
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•1Ciekawy jest przypadek zderzeń rezonansowych T = 2k ~ - wtedy macierz 
Ah(T) jest diagonalna a jej wartości własne są równe:

A-j = A 2 = ® ^

a więc jeśli oscylator posiada tłumienie, zawsze istnieje stan ustalony. 
Brak tutaj zjawiska rezonansu występującego gdy oscylator pobudzany jest 
okresowo zmienną siłą. Stwierdziliśmy bowiem, że przy zderzeniach niere- 
zonausowych amplituda drgań w stanie ustalonym może być nawet nieskończo­
na.
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OTBETHAH PSAKKHH AHHAMHRECKOil CKCTEMH HA IlOCJlEAOM IEJIbHHE COyAAPEHHH 

P e 3 •» m e

B cTaiŁe paccMaTpHBaeiok noBe^eHHe iiHHaMH^ecKok oHOTewa o o^nok cie- 
neHBK)' oBOÓOfla, onaoaHHOii MHeiłsuM flH(5(i)epeHii,HaaBHbiM ypaBHemieM, nofl b^ hhhh-  
eM nooJie^OBaiejiBHOcTH ooyflapeHHk. AatfBme paccMaipaBaeica cymecTBOBaHHe y- 
cTaHOBHBaierocH oocToaHHit h nepKOflKnecKoe flBHxeHne.

RESPOUSE OP DYNAMIC SYSTEM TO A SEQUENCE OF COLLISION 

S u m m a r y

In the paper was considred tbe response of the dynamic system with 
one-degree, described by a linear differential equation to a sequence of 
collision. Both steady state and periodic motion were discussed.


