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ODPOWIEDZ UKEADU DYNAMICZNEGO NA CIAG ZDERZEN

_ Streszczenie! V pracy rozwazono odpowiedZ ukdfadu dynamicznego o
Jednym stopniu_ swobody, ~opisanego linio réwnaniem rozniczkowym,
na clag zderzen. Za zderzenie przyjeto fakt skokowej zmiany stanu w
czasie roéwnym zero, przy czym stan ukdadu E)o zderzeniu zalezy o
stanu przed zderzeniem_ jak 1 od pewnej wielkosci zewnetrznej _ (nhie-
zaleznej) w sposéb liniowy. Nastepnie przeanalizowano istnienie sta-
nu ustalonego oraz ruchu okresowego, szczegétowo rozpatrujac oscy-
lator harmoniczny.

Rozpatrujemy ukdad dynamiczny, opisany liniowym réwnaniem rézniczkowym
n-tego stopnia, ktérego stan opisuje n-elementowy wektor y(t).
Zwigzek pomiedzy stanami w roznych chwilach jest nastepujacy!

y(® = b(t,Dy(M; €))
gdzie:
y(Mi y(t) - stan obiektu w chwili T i1 t;
h(t,T) -macierz o wymiarach n x n bedaca caltka,ogolng, spet-
niajaca warunek poczatkowy y(T) =Ej
E - n-elementowy wektor skkadajacy sie z samychjedynek.
Ze wzgledu na ciagghos¢ rozwigzan i1 twierdzenia o wronskianie, speknione

sg warunki!

h(,t) = {1r1|1_ h(,T) =1 i1 det h(t,T) = 0 dla wszystkich t i1l

Aby rozwazania mialy jasny sens fizykalny, dla dalszych rozwazan przyjmu-
Jemy

h(, ) =0 dla t< T.
Réwnanie zderzenia, ktére nastgpito w chwili t wyglada nastepujaco!

y+@® = Ay (D +x, (2)
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gdzie!
y+(@) 1y (t) - odpowiednio stan ukkadu po zderzeniu i przed zderze-
niem;
A - nieosobliwa macierz o wymiarach n x n;
X - elementowy wektor opisujacy impuls zewnetrzny.

Interesuje nas odpowiedz ukdadu dynamicznego, ktérego stan w chwili
t = 0 opisuje wektor y(0), na cigg zderzen zachodzacych w nastepujacych
po sobie chwilach ™, tg, & ... itd. (t~>0), gdy impulsy zewnetrzne
przyjmujg wartosci x1, xg, zj, -.. itd.
Rozpatrzmy przedziat czasu O<t<tl. Otrzymujemy ze wzoru (Q):

b(t,t0)y (D), &

y(©

gdzies t =0

oraz*ze wzoru @)s

Ah(tv W)y (Q) + z1. @

y+ ()
Y/prowvadzajac oznaozenias

H<tag> - h(ta, ta) = 1

H(tn,tn-1) =~ 2~ n **n-1 » - 0®)
AN PHREFFNAN_G N ApMp-1l AN An-=-1 ’/\n_ZNc**/\/\i.H_ AT
dlan=1,2,... oraz 1=0,1,...,n /

mozna stan ukdadu dynamicznego po n-tym zderzeniu przedstawi¢ nastepuja-
co:

y+AnA i AN FEEERNGAT + ---*lo"y"

Dowodu wymaga jedynie krok indukcyjny bo dla n =1 wzér @) pokrywa
3ie ze wzorem (@»
Rozpatrujac przedziat czasu ~n"~"n+1 otrzymujemy ze wzoru (@)s
n
y(t) - h(t,ta)2 n~n ti K + J»a,ta> H(ta to)y(0) @)
i-1
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i po uwzglednieniu zderzenia w chwili tn+"s

y+ @+1)=Ah(tn+l ,tn) > H(N, ..., ti XI+Ah(tn+l ,tn)HC(in>. .., t0-)y(©) +
n
+ xntl = AhAVEE, )H (M ,", ", Xi+H A+ Dxn+l+HCO+1 »tn, . . . )y Q)=
i=1
n+l
H(tn+n =e* + H(n+ =, 1Q) y(0)

co konczy dowdd zaleznosci (6). Rozwigzanie postawionego zadania  podaja

wzory (8, @) i (O*
Rozpatrzmy dalej przypadek szczegdlny zderzen okresowych o jednakowych

impulsach w"uktadzie stacjonarnymi

tnh =nTj T>0% = X; h(t,T) = h(t-T)*

Poniewaz manierze A i h(t,"T) ag nieosobliwe wzory (6) i (®) mozna u-
proscios

H(tnt®) = @hM)n_L
y+(@n) + 2 1 (Bh(M)n_i x + TARCT))N). ®)
i=l

Interesujac sie istnieniem ruchu okresowego zbadajmy roéznice:

m-1
y+¢m) - y+ () = A @O+ x + (A MMn - E MOy O =
i=0
m-1
= (Ah(M)n  (*T (Ahd))L x + ((Ah(M)Im - 1) y ) - (©)]
i<0"

Mozliwe sa nastepujgce przypadki:
a) w stanie ustalonym (tj. dla n-*-00) ruch periodyczny o okresie 1 jeslhi

Gh (M)H1-0.
Jak wiadomo, istnieje taka macierz nieosobliwa B i macierz kanonicz-
na Jordana D zei

Ah(T) = BDB“l wiec (Ah(T))n = BDnB"1. (10)
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Macierz D 3 »0" gdy wartosci wkasne AN macierzy Ah(T) spetniaja
nieréwnos¢:

inex [Xi]< 1 a

b) brak stanu ustalonego - gay max jX~j~l  lub gdy [ =1 dla pier-
wiastka wielokrotnego - wtedy roéznica (9) rosnie nieograniczenie.
0) w stanie ustalonym ruch periodyczny o okresie 2kT jesli max] AM =jAj |1

i AJ - pojedynczy pierwiastek, ktérego argument jest wymierng czescia
kata 3 (tzn. istniejg liczby naturalne lik), ze spekniona jest row-

nosc:

arg Aj = £% a2)

przy tym 1 i knie posiadajg wspolnego podzielnika wiekszego od jed-
nosci i Kk/al - jestnieparzyste.

Bowiem z Aj = (D! 13
wynika, ze:
1im ((Ah(M)k+n + Eh (M)Hn) = 0. as»
n —» 00
Stad

y+ +2k™ “ y+AnN = Y+t 2k O y+An+ kA HYy+AnHkN Oy =

k=1 as
= ((Ah(M)k+n +  E @) (eMD)L x +(Bh M)k - 1y(0)- 0.
i-l

Sprzezony pierwiastek do AJj ma argument 23X - ™ i1 shuszne sa dla nie-
go zaleznosci (13), (4 i (5).

Sdy wiecej wartosci  whkasnych speknia powyzsze warunkiokresruchu “wy-

niesie 2NT -gdzie N jest najmniejsza wspolng wielokrotnoscig liczb
k okreslonych dla kolejnych pierwiastkéw.

d) brak stanu ustalonego - gdy speknione sa warunki  poprzedniego punktu
lecz 1 - parzyste- co powoduje, ze (14) nie jest zerem, i ze roéznica
(15) ma stakg wartos¢. Pod ten przypadek podpada tez pojedynczy pier-
wiastek A3 =1.

e) ruch prawie okresowy w stanie ustalonym jesSli speknione sg warunki jak
w punkcie c¢ lecz argument Aj nie jest wymierng czescig kata polpet-
nego. Mozna bowiem dobra¢ liczby I i k tak aby granica (14) byka dowol-
nie mata.
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L))

a)

b)

staly ruch periodyczny o okresie wnl gdy speknione sg warunki?

m-1

n M) =0 oraz (Ab(M)m = 1. (¢05))
i=0

Dla m=1 bierzemy pod uwag® tylko druga zaleznosc.

Rozpatrywane przypadki wyczerpuja wszystkie mozliwosci. Ze wzgledu na
to, ze macierz Ah(T) jest nieosobliwa (brak zerowych wartosci whkas-
nych) rozwazania w punktach c, d i e dotyczy¢ mogg jedynie stanu usta-
lonego, gdyz ze wzoru (3) nie wynika ze?

AhM)n+k + (A(M)Nn = 0

dla kazdego n.

Poniewaz przypadki opisane w punktach a i b okreslone sg nieréw-
nosciami a pozostate réwnosciami, te ostatnie wystepuja niestychanie
rzadko i1 ze wzgledu na fluktuacje parametréw w realnych ukdtadach Fi-
zycznych trudno je stwierdzi¢ doswiadczalnie.

Zajmijmy sie teraz opisem ruchu ustalonego w przypadkach, w ktdrych
on istnigje.

Jesli spelniona jest réwnos¢ (11) to macierz:

1 - Ah(T) = B(1-- D)B-~  jest nieosobliwa,

wiec
y+(tn) = X+ (Ah(M)n y(0) = (1-Ah(M)*“1 (A-(Ah(MN)x +
+ (A )HHY O an

lim y+() = @ - Ah(T))”’1 x.

n —» 00

Stan ukdadu pomiedzy zderzeniami wyznaczymy z rownania ().

Poniewaz brak wartosci wkasnej rownej jeden, macierz 1 - Ah(T) jest
nieosobliwa 1 prawdziwy jest wzor (17). Wyznaczmy poszczegdlne punkty
skupienia ciggu (Ah(T))n - jest ich 2 R.

Dla p - 1,2j...,2N

lim  (Ah(M)2Nn+p = B lim D2Nn+p)B“l = BDPB"! « (Ah(T))g
n-*-00 n-"00
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Cdzic: X. - powstaje z 1) prze:; wyzerowania wszystkich wyrazéw na mo-
dni mniejszy od jednosci.

v ramach jednego okresu wartosci wektora stanu po kolejnych zdarze-
niach wyznaczamy w zaleznosci:

y+ (tp>=<1-Ah(T)VL x +(1-Ah(T))“1l (A-Ah(M)P)x + (Ah(I"))?y(0)- ai)

Zauwazamy, ze dodaje sie tu do stanu ustalonego wystepujgcego w przy-
padki a) ruch c okresie 2MT, w ktérym wystepuje warunek poczatkowy.

0) W tym przypadku tez obowigzuja wzory (17) i (16), lecz  poniewaz
(Aa IT))F ma tu nieskonczenie wielo punktéw skupienia, p ze wzoru(lb)
przyjmuje wszystkie wartosci naturalne.

d) Obliczamy ze wzoru @) kolejno “wartosci wektora sianu dla chwil
tl,2,...,t ~ i stosujac wzér () otrzymamy caly przebieg w ramach
1-go okresu.

Jako przykdad rozpatrzmy ukdad mechaniczny oscylatora harmonicznego z
thumieniem (rys. 1), ktéry w chwilach T,2T,3T,... itd. wuderza masa M z

gdzie 4mc > n

Rys. 1

predkoscig u , a zderzenie scharakteryzowane jest wspotczynnikiem odbicia
K. Star: oscylatora wyznaczaja potozenie i predkos¢ masy m, a  rdéwnanie
@) przyjmuje nastepujaca postac:

y(t)" cosco(t-T)+ ~ sinco(t-T} L sinco(t-T) y(D

= e" (Mt “T)H(t-T)

y Et) - &+  sinco(t=-NF cosco(t-T)- & sincot-1) Y

gdzie: H(t) - funkcja jednostkowa Heaviside’a.
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"Wystepujace w réwnaniu zderzenia macierz A i wektor X majg tu postac:

1: o "or
A= ¥ X =
oj a b
gdzie:
1 -K ® €K, m
1+ D=fT d! <= E*

Poniewaz 0<K<1l, Lliczba a spetnia podobna nieréwnosc:
Wartosci wkasne macierzy Ah(T) spekniajg rownanie:

- (1 + aycosadT + (1 - a)sinoiL™)e”spv+ ae"2M = o

a jego wyroznik jest rowny:

€C))

A= e 20 (((@+a)oos(dr + ~N(1-a)sincoi®)™4a) = e“2™ (d2sin2 @i+p) - 4a),

gdzie:
SALEX+£ Qa2
®

9 = aresin @

Przypadek a) wystgpi o ile speknione sg zaleznosci:
A>0 i max(Xl1,]X21)< 1

lub
A<O0 1 IX]=IX2k 1

Co po przeksztakceniach daje:

N C2 sin2 (@tr+py>a>t;i |ICsinkdT+F)] - enT

lub
1>a>" C2 sin2 fool+f«

(20)
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Gorna nieréwnos¢ moze mie¢ miejsce o ile

m- £ h enT < clsin(off + <p).
1+ \2 1

Powyzsze. relacje spednione 33 np. dla nastepujacych danych: a = ~Ji?>= 3(0j
ail =~ 3 i dowolnego £>- wystgpig tu pierwiastki zespolone.

Interesujace jest, ze w przypadku zderzenia sprezystego(k=1 czyli a=0)
wyzej wypisane warunki nie moga by¢ spednione dla dowolnejkombinacj
zostatych parametréow. Wystapi wtedy przypadek b), ktoéry mamiejsce
maja miejsce przeciwne zaleznosci niz Q0).

Réwnos¢ |Al = 1  po przeksztatceniach daje:

a = e&T.

Mozna ja spetni¢ gdy a=1 i =0, czyli gdy oscylator nie posiada thu-
mienia a zderzenia sg niesprezyste.
Poniewaz w przeprowadzonych rozwazaniach masa oscylatora jest staka wpro-
wadzone rownania tego przypadku nie obejmuja.

Gdy pierwiastki sg rézne, rownania (16) mozna zapisa¢ w nastepujacej
postaci:

=N 3

lub

m-1
v~ Aj =0 i A® =1 dla j=1,2,...,n.

Poniewaz pierwsze rownanie nie jest speknione przez jedynke i / A =
i=0
= (-A)-*(1-An) caty warunek redukuje sie do drugiej roéwnosci.

Wida¢, ze dla naszego przyktadu najmniejsze m jest réwne 3 a ponie-
waz pierwiastki sg sprzezone otrzymamy jedno réwnanie:

A3 =1
czyli Al 2 = exp(i® 3 co daje nierealny warunek

a=1J*.
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¢
Ciekawy jest przypadek zderzen rezonansowych T = 2k ~ - wtedy macierz
Ah(T) jest diagonalna a jej wartosci wkasne sg réwne:

Aj =A2 =0~

a wiec jesli oscylator posiada thumienie, zawsze istnieje stan ustalony.
Brak tutaj zjawiska rezonansu wystepujgacego gdy oscylator pobudzany jest
okresowo zmienng sidg. Stwierdzilismy bowiem, ze przy zderzeniach niere-
zonausowych amplituda drgan w stanie ustalonym moze by¢ nawet nieskoriczo-
na.
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OTBETHAH PSAKKHH AHHAMHRECKOil CKCTEMH HA [IOCJIEAOMIEJIbHHE COyAAPEHHH

Pe3deme

B cTaite paccMaTpHBaeiok noBe”eHHe iiHHaMH"ecKok oHOTewa o o”nok cie-
neHBK) oBOOOfla, onacaHHOIi MHeitsuM fIH(5(i)epeHii,HaaBHbiM ypaBHemieM, nofl b*hhhh-
eM nooJie”OBaiejiBHOCTH ooyflapeHHk. AatfBme paccMaipaBaeica cymecTBOBaHHe y-
cTaHOBHBaierocH oocToaHHit h nepKOFIKnecKoe flBHxeHne.

RESPOUSE OP DYNAMIC SYSTEM TO A SEQUENCE OF COLLISION

Summary

In the paper was considred tbe response of the dynamic system with
one-degree, described by a linear differential equation to a sequence of
collision. Both steady state and periodic motion were discussed.



