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0 PEWBYM SPOSOBIE MODELOWANIA PROCESU PRZEPŁYWU CIEPŁA
W KRZEPIĄCYM WLEWKU

Streszczenie: W pracy przedstawiono opis matematyczny procesu 
krzepnięcia metalu w formie oraz pokazano na przykładzie nieskończo­
nej płyty pewien sposób realizacji numerycznej modelu matematyczne­
go ww. zjawiska

1. Yifstep

Punktem wyjściowym rozważali teoretycznych dotyczących przebiegu zjawis­
ka krzepnięcia i stygnięcia odlewów są modele opisane takim układem rów­
nań i warunków, aby można było je rozwiązać za pomocą istniejących metod 
analizy matematycznej. Rozwiązania analityczne (efektywne) obejmują jed­
nak wąską grupę problemów d : i okazują się mało przydatne w praktyce in­
żynierskiej .

Szybki rozwój elektronicznej techniki obliczeniowej stworzył w ostat­
nich 15 latach nowe możliwości badań w dziedzinie termodynamiki procesów 
odlewniczych. Wiąże się to z coraz szerszym wprowadzaniem do analizy pro­
cesów cieplnych w odlewnictwie modeli numerycznych. Stosuje się tu przede 
wszystkim metody typu różnicowego np. [2 3], metodę bilansów [4], zaś 0- 
statnio również metody wariacyjne [5]- Zaproponowana w niniejszej pracy 
metoda polegająca na przybliżeniu pól temperatury w krzepnącym wlewku ro­
dzinami wielomianów jednej zmiennej,stanowi adaptacje metody warstwie 
przedstawionej w [ć] do rozwiązywania problemów związanych z krzepnięciem 
odlewu w formie.

2. Opis matematyczny procesu krzepnięcia

Rozpatrywany niżej obszar przestrzenny £2 składa się z trzech podobsza- 
rów. V/ chwili t metal zajmuje objętość £2̂  u Q 2» PrzY czym wskaźnik 2 
odnosi się do cieczy, zaś wskaźnik 1 do podobszaru ciała stałego. Metal 
stygnie w formie £2Q. Ha rysunku 1 przez Fgfa) oznaczono brzeg rozgrani­
czający dwa stany metalu, zaś i P o są odpowiednio wewnętrznym i ze­
wnętrznym brzegiem formy.
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Wprowadzimy niżej następujące oznacze­
nia
UQ (X,t) temperatura formy, X e 2 0

(X,t) temperatura zakrzepłego meta­
lu, X e S 1 (t)

U2 (X,t) temperatura metalu ciekłego, 
Xe£22 (t).

Równanie powierzchni r2 (t):

Rys. 1. Geometria układu cdlew- 
forma

U1 (X,t) = T0

(1)
U2 (X,t) = T0 ,

gdzieś T0 jest temperaturą przemiany fazowej. Dla uproszczenia przyjęto 
tu, że metal jest substancją jednorodną i krzepnie w stałej temperaturze. 
Uogólnienie rozważań na przypadek krzepnięcia stopu w przedziale tempera­
tur nie zmienia istotnie przedstawionej w pracy metody obliczeniowej. 
Szukane funkcje Ui (X,t) spełniają w podobszarach £2̂ » i=0,1,2 równanie 
przewodnictwa:

gdzieś
c^ - właściwa pojemność cieplna 
^  - gęstość masy

- współczynnik przewodzenia ciepła.

Zakładamy tu, że w procesie krzepnięcia nie występuje ruch masy ciekłego 
metalu, a przepływ ciepła zachodzi jedynie drogą przewodzenia w podobsza­
rach £2̂ .
Ifa brzegu Ę  przyjmuje się następujący warunek brzegowy:

dui(X,t)
°i fi -------  “ div(X1 grad UŁ)3t

(2)

(3)

gdy metal zakrzepły przylega ściśle do formy.
V? przypadku gdy między wlewkiem a formą występuje szczelina gazowa, lub 
stosuje się pokrycie wlewnicy, to warunek (3) przyjmuje postać:
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0 dn ’
(4)

gdzie R - opór cieplny na styku odlewu i formy. 
Na brzegu FQ:

o™ ot 1 (5)

gdzie:
cC - jest współczynnikiem wnikania ciepła miedzy powierzchnią formy a 

otoczeniem 
UQ+ - jest temperaturą otoczenia.

Na styku faz (podobszarów i£22):

gdzie q - jest ciepłem przemiany fazowej.

Zbiór warunków brzegowych uzupełnia warunek początkowy zadania w postaci:

oraz warunki geometryczne.

3. Opis modelu numerycznego

Przedstawiona w niniejszej pracy metoda wyjaśniona zostanie na przykła­
dzie obliczeń krzepnięcia nieskończonej płyty o grubości 2L, przy założe­
niu stałych wartości parametrów termofizycznych podobszarów. Ponieważ 
sposób postępowania przy modelowaniu pól temperatury w obrębie formy nie 
różni się od metody przedstawionej w [6], więc dla uproszczenia rozważań 
wpływ formy symulujemy warunkiem:

(6)

U^I.t) = U2(X,t) = T0,

M z . o )  = Uoi(X)j i = 0,1,2

(7)
(o) = 0
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d U . ( L . t )  U . ( L , t )  - U 
\     -i---ję----Sł, i = 1 U 2, (8)

dx

gdzie jest oporem przenikania oiepła przez szczelinę gazowa i formę
do otoczenia.

W osi symetrii płyty:

eu± (0,t)
  = 0; i = 1 U 2. (9)

9x

Numeryczne rozwiązanie sformułowanego wyżej zadania może być zrealizowane 
następująco:
Na odcinku [0,1] (rys. 2) przyjmujemy zbiór punktów (węzłów) x_,, j=0,1 .. .r 
dzielący obszary £2̂  i £2g na podprzedziały o szerokości h(xj'j.

Rys. 2

Załóżmy, że w chwili t znany jest bądź z warunku początkowego, bądź z 
obliczeń wykonanych uprzednio rozkład funkcji U2 (X,t) i U.|(X,t) w podob- 
szaracb Sł2 (t) i ^(t). Niech r 2 (t + At) = xj.

Pole temperatury w podobszarach & 2 (t) i (t) przybliżamy wielomianami

n
U2 (x,t+At) = ^  Ak (t+At)xk

k=0
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m
U1 (x, t + At) = ^  | B1 (t + At).x1. (10)

1=0

Stopień wielomianów U2 (x, t + At) oraz (x,t+ At) zależy od liczby węz­
łów xk (k<j) oraz x.j (1 <  r-j) przyjętych do interpolacji przebiegu funk­
cji U2 i w podobszarach <S2 i &•] w rozpatrywanym interwale czasu.

Przyjmując, że w przedziale At temperatura w wewnętrznych węzłach in­
terpolacji zmienia się liniowo i wykorzystując równanie (2) mamy:

ą  U2 (xk,t+At)-U2 (xk,t) d2
/\ At " a2 dx2 LU2^x’t+At Ĵ _

Ą  U. (xl,t+At)-U1 (x1 ,t) d2 r -i
/\ -2 - 1--- Ł- - 1 '— . ° «1 T T  [V*»t+At)] , (12)

xl€ {*j} dx X=X1

xigdzie ad = ĵr 5 U 2.

Układ równań (11) (12) liniowych względem Aj^B.,^ (X,t+Afc) uzupełniają
równanie wynikające z warunków brzegowych:

dU. (0,t+At)
x=xo=0 : —   = 0=>A1 = 0 U B1=0 (13)

,, U. (L,t+At) - U .
x=xr=I : -X. U.(L,t+At) =  g— --21 (U;

oraz

x= xj(t+ At) : - x 2 ^  U2 (x j,t+ A t) = - X 1 U1 (x j, t+ A t )+  q $•, (15)

równocześnie

U2 (xj,t+ At) = U1 (xj,t+At) = Tq. (16)

Równania (10), (11), (12), (13), (14), (15), (16) tworzą układ równań nie­
liniowych ze względu na Ak, Blt A x, At, Ui (x^,t+At) i-1,2. Wykaże­
my niżej dla każdego interwału czasu At otrzymany układ równań jest 
zgodny tzn. liczba niewiadomych jest równa liczbie równań (10 ) t (16 ) .
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I tak:
N.J = r+2, gdzie jest liczbą współczynników wielomianów , Ug
N2 = j - 1 + r ~ j - 1  gdzie lig j®3* liczbą niewiadomych tK (x,t+At)

i = 1 ,2

= 1 niewiadomy krok siatki Ax lub At. 

liczba niewiadomych wynosi więc:

N = 2r + 1*). (17)

Liczba równań typu (10) i (11), które muszą być spełnione w węzłach we­
wnętrznych podobszarów wynosi:

R-] = 2 (r-2) (18)

zeń z warunków brzegowych otrzymuje się:

R2 = 5 (19)

czyli
R = 2r + 1 = H. (20)

Po rozwiązaniu otrzymanego układu otrzymuje się rozkład temperatury w 
podobszarach £lj(t) i fiłgi'*') w chwili t + At oraz położenie frontu kry­
stalizacji X j .

Sposób rozwiązania układu będzie polegał na przyjęciu wielkości prze­
mieszczenia frontu krystalizacji Ax. = h (x^) - czyli między dwoma sąsied- 
nimi węzłami, zas interwał czasu dobiera się metodą prob rozwiązując dla 
przyjętego At układ równań liniowych (10) (16) bez (15), a następnie ob­
liczając defekt równania (15) aż do uzyskania żądanej dokładności^

Dla proponowanej metody przygotowano program obliczeń na maszynie cyf­
rowej WADG 2200. Otrzymane wyniki potwierdzały przydatność metody wielo­
mianów do obliczeń numerycznych procesu krzepnięcia metalu w formie. W 
chwili obecnej autorzy pracują nad przystosowaniem metody do rozwiązywa­
nia problemów wielowymiarowych.

'W rzeczywistości przy praktycznej realizacji modelu numerycznego przez 
wstawienie (10) do (1 1 ) otrzymuje się układ r+3 równań
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0 HEKOTOPOM CnOCOEE MO.ĘEJIHPOBAHHH IIPOL[ECCA HEPEXOflA 
TEHJIA B 3ACTHBAÎ0HÎEM CJIHTKE

P e 3 10 m e

B paóoTe npeflcTaBJiiieTca MaTeMaTiinecKoe onncaHne nponecca 3acTHBaHHa Me- 
TaJiJia, a  Taioce flaëTCH Ha npHMepe ÓecKOHeHHOfi iu ihtbi HeKOiopHa cnocofi HyMepH- 
necKoiî peaan3aunH MaTeMaTHHecKOii Mc^ejiH.

A METHOD OP MODELLING THE HEAT TRANSFER PROCESS IN A SOLIDIFIELD BLOOM

S u m m a r y

A mathematical description of the solidifying process of metal in a mo­
uld has been presented. The method of realizing such a mathematical model 
numerically has been illustrated on the example on a infinite plate.


