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0 PEWBYM SPOSOBIE MODELOWANIA PROCESU PRZEPLYWU CIEPLA
W KRZEPIACYM WLEWKU

Streszczenie: W pracy przedstawiono opis matematyczny procesu
krzepniecia metalu w formie oraz pokazano na przykd#adzie nieskonczo-
nej ptyty pewien sposéb realizacji numerycznej modelu matematyczne-
go ww. zjawiska

1. Yifstep

Punktem wyjSciowym rozwazali teoretycznych dotyczacych przebiegu zjawis-
ka krzepniecia i stygniecia odlewéw sg modele opisane takim ukkadem réw-
nan i warunkéw, aby mozna byko je rozwigza¢ za pomocag istniejacych metod
analizy matematycznej. Rozwigzania analityczne (efektywne) obejmuja jed-
nak waska grupe probleméw d : i okazuja sie mato przydatne w praktyce in-
zynierskiej .

Szybki rozwdj elektronicznej techniki obliczeniowej stworzyt w ostat-
nich 15 latach nowe mozliwosci badan w dziedzinie termodynamiki proceséw
odlewniczych. Wigze sie to z coraz szerszym wprowadzaniem do analizy pro-
cesow cieplnych w odlewnictwie modeli numerycznych. Stosuje sie tu przede
wszystkim metody typu réznicowego np. [2 3], metode bilanséw [4], zas O-
statnio réwniez metody wariacyjne [5]- Zaproponowana w niniejszej pracy
metoda polegajaca na przyblizeniu pdl temperatury w krzepngcym wlewku ro-
dzinami wielomianéw jednej zmiennej,stanowi adaptacje metody warstwie
przedstawionej w [€] do rozwigzywania probleméw zwigzanych z krzepnieciem
odlewu w formie.

2. Opis matematyczny procesu krzepniecia

Rozpatrywany nizej obszar przestrzenny £2 skdada sie z trzech podobsza-
row. WV chwili t metal zajmuje objetos¢ £ u Q2» PrzY czym wskaznik 2
odnosi sie do cieczy, zas wskaznik 1 do podobszaru ciata statego. Metal
stygnie w formie £2Q. Ha rysunku 1 przez Fgfa) oznaczono brzeg rozgrani-
czajacy dwa stany metalu, zas i Po sg odpowiednio wewnetrznym i ze-
wnetrznym brzegiem formy.
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Wprowadzimy nizej nastepujgce oznacze-
nia
UQ (X,t) temperatura formy, Xe20

(X,©) temperatura zakrzeptego meta-
Iu, XeSl ®

U2 (X,t) temperatura metalu ciek¥ego,
Xe£22 (©).

Réwnanie powierzchni r2 (t):

Ul x,®) = T0

Rys. 1. Geometria uk#adu cdlew-
forma
)
T0,

U2 (X,

gdzies TO jest temperaturg przemiany fazowej. Dla uproszczenia przyjeto
tu, ze metal jJest substancja jednorodnag i krzepnie w stalej temperaturze.
Uogdllnienie rozwazan na przypadek krzepniecia stopu w przedziale tempera-
tur nie zmienia istotnie przedstawionej w pracy metody obliczeniowej.
Szukane funkcje Ui (X,t) spedniaja w podobszarach £2» i=0,1,2 réwnanie
przewodnictwa:

dui(x,t)
°i fi ———— “ div(Xl grad Ut) @)

gdzies
cN - whasciwa pojemnosé cieplna
N - gestosé masy
- wspédczynnik przewodzenia ciepta.

Zaktadamy tu, ze w procesie krzepniecia nie wystepuje ruch masy ciekdego

metalu, a przeptyw ciepta zachodzi jedynie droga przewodzenia w podobsza-
rach £2.

Ha brzegu E przyjmuje sie nastepujgacy warunek brzegowy:

©)

gdy metal zakrzepty przylega Scisle do formy.
\? przypadku gdy miedzy wlewkiem a forma wystepuje szczelina gazowa, lub
stosuje sie pokrycie wlewnicy, to warunek @) przyjmuje postac:
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0 dn ~” @
gdzie R - opor cieplny na styku odlewu i formy.
Na brzegu FQ:
o™ ot 1 ®
gdzie:
€ - jest wspékczynnikiem wnikania ciepda miedzy powierzchnig formy a

otoczeniem
UQ+ - jest temperaturg otoczenia.

Na styku faz (podobszaréw i£22):

©

urt.t) = U2, ) = TO0,
gdzie q - jest cieptem przemiany fazowej.
Zbiér warunkéw brzegowych uzupednia warunek poczatkowy zadania w postaci:

Mz.o0) =Uoi(®X)j 1 =0,1,2

(o) =0

oraz warunki geometryczne.

3. Opis modelu numerycznego

Przedstawiona w niniejszej pracy metoda wyjasniona zostanie na przykda-
dzie obliczen krzepniecia nieskonczonej ptyty o grubosci 2L, przy zatoze-
niu stabych wartosci parametréw termofizycznych podobszaréw. Poniewaz
spos6b postepowania przy modelowaniu pol temperatury w obrebie formy nie
rozni sie od metody przedstawionej w [6], wiec dla uproszczenia rozwazan
wptyw formy symulujemy warunkiem:
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dU.(L.t) U.(L,t) - U
\ dx -i-——-je-—S¥, i =1U 2, (D)

gdzie jest oporem przenikania oilepta przez szczeline gazowa i forme
do otoczenia.
W osi symetrii phyty:

eux 0,0
9x

=0; i=1U2. ©®

Numeryczne rozwigzanie sformutowanego wyzej zadania moze by¢ zrealizowane
nastepujaco:

Na odcinku [0,11 (rys. 2) przyjmujemy zbior punktow (wezdow) x,,j=0,1...r
dzielacy obszary £ i £2g na podprzedzialy o szerokosci h(xj"j.

Rys. 2

Zakdézmy, ze w chwili t znany jest badZz z warunku poczatkowego, badz =z
obliczen wykonanych uprzednio rozkdad funkcji U2 (X, t) i U.](X,©) w podob-

szaracb SR2() i ~(t). Niech r2¢ + At) = xj.

Pole temperatury w podobszarach &2 () i () przyblizamy wielomianami

n
U2 (X, t+AL) = ~ Ak (t+At)xk
k=0
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m
UL, t + At) =~ |Bl(t + At).x1. (10)
1=0

Stopien wielomianéw U2 (x, t + At) oraz (x,t+ At) zalezy od liczby wez-
+ow xk (k<j) oraz xj (< r-j) przyjetych do interpolacji przebiegu funk-
cji U2 i w podobszarach <S2 i &] w rozpatrywanym interwale czasu.
Przyjmujac, ze w przedziale At temperatura w wewnetrznych weztach in-
terpolacji zmienia sie liniowo i wykorzystujac réwnanie (@) mamy:

a U2 (xk , t+AE) -U2 (Xk , 1) d2
/\ At a2 dx2 W2 Ct+HATY
A U. 1, t+At)-Ul (<L ,©) d2 r i
/\ 2-1—*F--1= _ ° A4 TT [V*»t+At)] . (€%)
x1€ {*j} dx X=X1
gdzie ad = X’ijr5 U 2.

Uk#ad réwnan (11) (12) liniowych wzgledem AjNB. , N (X, t+Afc) uzupelniaja
réwnanie wynikajace z warunkéw brzegowych:

du. (0,t+At)
x=x0=0 : — =0=>Al =0 U B1=0 3)

U. (L,t+AD) - U

x=xr=1 : -X. U.(L,t+At) = g —21 u;
oraz
X=Xj(t+At) : -x2~ U2(xj,t+At) =-X1 Ul(xj,t+At)+ q $ (15)
réwnoczesnie
U2 (xj,t+ At) = Ul (xj,t+At) = Tq. @6)

Réwnania (10), (11), (12), (13), (14, (@5), (@6) tworza ukfad réwnan nie-
liniowych ze wzgledu na Ak, BIt Ax, At, Ui (X, t+AY)  1-1,2. Wykaze-
my nizej dla kazdego interwatu czasu At otrzymany ukdad réwnan jest
zgodny tzn. liczba niewiadomych jest réwna liczbie réwnan (10): (16).
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1 tak:
NJ = r+2, gdzie jest liczba wspétczynnikéw wielomianéw , Ug

N2 =jJ-1+r~j-1 gdzie lig jJ®3* liczbg niewiadomych tK (X,t+At)
i =12

= 1 niewiadomy krok siatki Ax lub At.

liczba niewiadomych wynosi wiec:

N = 2r + 1%). an
Liczba réwnan typu (10) i (11), ktére muszg by¢ speknione w wezdach we-
wnetrznych podobszaréw wynosi:

R] = 2(r-2) s
zen z warunkéw brzegowych otrzymuje sie:

R2=5 a9

czyli
R=2r + 1 = H. (20$)

Po rozwigzaniu otrzymanego ukdadu otrzymuje sie rozktad temperatury w
podobszarach E£1j(t) 1 fHgi™) w chwili t + At oraz potozenie frontu kry-
stalizacji «xj.

Sposéb rozwigzania ukdadu bedzie polegat na przyjeciu wielkosci prze-
mieszczenia frontu krystalizacji Ax. = h(&?) - czyli miedzy dwoma sasied-
nimi wezkami, zas interwat czasu dobiera sie metoda prob rozwiazujac dla
przyjetego At ukdad réwnan liniowych (10) (16) bez (15), a nastepnie ob-
liczajac defekt réwnania (15) az do uzyskania zadanej dokdadnosci”™

Dla proponowanej metody przygotowano program obliczeh na maszynie cyf-
rowej WADG 2200. Otrzymane wyniki potwierdzatly przydatnos¢ metody wielo-
mianéw do obliczen numerycznych procesu krzepniecia metalu w formie. W
chwili obecnej autorzy pracuja nad przystosowaniem metody do rozwigzywa-
nia probleméw wielowymiarowych.

"W rzeczywistosci przy praktycznej realizacji modelu numerycznego przez
wstawienie (0) do (1) otrzymuje sie ukt#ad r+3 réwnan
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0 HEKOTOPOM CnQOCOEE MO.EEJIHPOBAHHH I1IPOL[ECCA HEPEXOFIA
TEHJIA B 3ACTHBAIOHIEM CJIHTKE

Pe3s3wme
B padoTe npeflcTaBliiieTca MaTeMaTiineckoe onncaHne nponecca 3acTHBaHHa Me-

Talilia, a Taioce flaéTCH Ha npHMepe OecKOHeHHOfi iuihtbi HeKOiopHa cnocofi HyMepH-
necKoil peaan3aunH MaTeMaTHHecKOii Mc”ejiH.

A METHOD OP MODELLING THE HEAT TRANSFER PROCESS IN A SOLIDIFIELD BLOOM

Summary

A mathematical description of the solidifying process of metal in a mo-
uld has been presented. The method of realizing such a mathematical model
numerically has been illustrated on the example on a infinite plate.



