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Bogdan Skalmierski

WIELOWYMIAROWE ZAGADNIENIA PRZEWYZSZANIA

Streszczenie: Problem przewyzszen danego poziomu przez  proces
stochastyczny jest istotnym z punktu widzenia teorii niezawodnosci.
Znane rozwigzania tego_zagadnienia dotyczg zadania jednowymiarowego
[1,5,6,7]. W niniejszej pracy przedstawiono pro (_)Zﬁcje uog6lnienia
problemu  jednowymiarowego. Teorie zilustrowano kilkoma przyk¥adami .

1. Liczba przekroczen granicy obszaru

Dany jest obszar D przestrzeni konfiguracyjnej [3] ukdadu dynamiczne-
go. Niech granicami tego obszaru beda hiperpowierzchnie o réwnaniach:

$r@l,-**gK,©) = 0(=1....L). (@)

Zatozymy, ze funkcje 4r ({d™,..-0H,t) sa klasy w zaleznosci od zmien-
nych przestrzennych gl jak i czasu t z wyjgtkiem zbioréw miary zero.
Sam obszar scharakteryzujemy nieréwnosciami

brl ... oN,t)<al) @

Dany jest réwniez roézniczkowalny proces wielowymiarowy 81 (t,c0). Mozemy
utozsami¢ proces ~(t.to) z ruchem przypadkowym punktu w przestrzeni kon-
figuracyjnej tzn. wspotrzedne dT(t) bedg tak jak 8t (t,0) przypadkowe.

Wspodrzedne qi (©) moga okresla¢ np. przypadkowy ruch drgajacy ukdadu o
N stopniach swobody. Zatozymy, ze ruch ten wywokany jest przyczynami przy-
padkowymi; procesami O znanych charakterystykach stochastycznych
[1,2,3,4,5,6] . Zastanowimy sie nad zbudowaniem takiego procesu ij (1Q,T),

*NObszar mozna okresli¢ réwniez metodg R-funkcji Rwaozewa. O tym w pra”
cach nastepnych.
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ktory bytby przypadkowa liczbg wyjs¢ procesu £t (t,a5 z obszaru D. Azeby
zbudowa¢ taki proces postuzmy sie wkasnosciami niektdorych dystrybucji«Za-

uwazmy najpierw, ze:
’% ! 6() dx = 1, (©)
a>

gdzie O(X) jest™ dystrybucjg O-Diraca.

Wyobrazmy sobie, ze x jest funkcja pewnego parametru t iIw wyrazeniu
@) zmieniamy zmienne w ten sposéb, ze zmienng wzgledem ktérej przebiega
catkowanie jest wkasnie Ow parametr} wowczas mamy:

t,,+T
o(x()) x(bdt = n. (@)
4
Zakézmy, ze funkcja x = x(t) jest klasy C~.
z réwnania
x( =0 ©)

znajdujac punkty t._jtg»««« przeciecia funkcji x = x(t) z osig t. W punk-
tach przejscia przez zero funkcja zdozona S(x(t)) narasta nieogranicze-
nie, a wyrazenie

M1 fi gdy x(ti)>-0
[ sx®) x®dt ®
—-£+ti <l gdy x(tkL)<0

przy dostatecznie matych £ .

Stad n oznacza réznice pomiedzy liczbag przejs¢ funkcji x(t) przez zero
z dotu do gory, a liczba przejs¢ jej z gory w dok. Azeby moc zliczaé tyl-
ko przekroczenia zera osobno z dotu do gory i z gory w dob nalezy nieco
zmodyfikowa¢ wyrazenie (6) przez uwzglednienie w nim dystrybucji Heavisi-
de’a. | tak dla przekroczen zera z dotu do goéry nalezy napisac:

eji 1 gdy x(ti)>0
6 (x(D)) HX(D) x(t) dt Q)
-£+tN 0 gdy x(ti )<O0
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Podobnie przy przekroczeniach zera z gory w dok:

0 gdy x(ti)>0
O(x(D)) H(-x(D)) x(B) dt = = ®
1 gdy x(ti)<0

Po tych wstepnych wyjasnieniach przystgpimy do zasadniczego naszego pro-
blemu tj. do okreslenia przypadkowej liczby przekroczen pgF(0,T) granicy
obszaru D przez wielowymiarowy proces X (t,0).

Utwérzmy funkcje procesu w ten sposéb, ze zamiast wspotrzednych gl spel-
niajacym rownanie (1) wstawimy wartosci proces il (t,c0)

$r =$r B1(t,00),-.., |W(t,c0),1). ()

Jest rzeczg widoczng, ze tylko wowczas, gdy skkadowe wektora S (t,a0) spek-
niaja rownanie (1) prawa strona (9) zeruje sie. W ten sposéb mamy funkcjes
ktéra w momencie gdy proces przechodzi przez granice obszaru jest réwna
zeru, ponadto przyjmuje ona wartosci ujemne w obszarze D.

Funkcja ta, dla kazdej realizacji procesu wielowymiarowego jest zalez-
na od czasu, tak jak funkcja x(t) wystepujaca we wzorach wczesniejszych.
V celu okreslenia procesu T (0,T) (przypadkowej liczby  przekroczen
przez proces 8!l (t,0) granic obszaru D) napiszemy:

H (") 6 ér)dt. Qo

Analogicznie mozna zbudowa¢ wyrazenie dla przypadkowej liczby przecieé
T2 (0 ,T) granic obszaru D przez proces wchodzacy don z zewngtrz  (wzor
analogiczny do @®)).-

@)

Zauwazmy, ze:

)
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Tak wiec procesy pg’(t0,T) oraz € (t0,T) zalezg od funkc_ji 4r okreslo-
nej wzorem (9) oraz pochodnej procesu Dlatego przy okreslaniu
wartos¢ sSredniej ilosci przekroczen potrzebna jest znajomosS¢ dacznej ges-
tosci rozkdadu!

q " n #..OXTFX ,.-«,X~]P).
£ »**eef ’> K 2

Znajac te gestos¢ mozna okreslic¢ wartosci Srednie i1 tak:

<13 (@0 ,T)>=
I 1+ 1g1 N 4 see>xXN»x“, oo jT) .
z i . §
i~ &
«2 ;T Hi<rr) 8@r)dxl ,...,dxli,dxl ,...dx3dt €
r=1

i analogicznie dla procesu T7}~(t0,T)

<*9" (10 , T)>=
tQ+T+00 +@@

I**a] ~1 N.1 NAX %% x )

ity by 3o .

H(- 3*) 8(®r) = dxl,...,dxNdxl,...dxN. (€1
r=1

Oméwimy obecnie w przykkadach kilka szczeg6lnych przypadkéw:

Przyktad 1

Poda¢ wzér na <if (Q,T)> w przypadku jednowymiarowym (rys. 1.1). Ob-
szarami beda pétproste przez podziat osi liczbowoj punktem q = (). w
ten sposéb obszar D okresla nieréwnosc:

AL = @) =9 F@®< 0. @

Tworzymy nastepnie wyrazenia @)

$1 = I(t,c0) - (D). ©
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Uastepnie budujemy pochod-
nga

"=8® - f®. ©

Obecnie podajemy wzor na
Srednig ilos¢ przekroczen
z dotu do gory funkcji
f(t) przez proces §(t) w

przedziale
Rys. 1.1 [V t0O+T] (@Wor (13)
A+T00 .00
<A0,T)>= J J J XD O F (D))HHX-TF (1) )8 (x-F () )dtdxdx.
-00 -00

(8)
Wykorzystujac whkasnosci funkcji 8- Diraca bedzie:
_JQ+T. (00]
<yf (@Q.,T)> J 1(F (O, xiD (- (DHH-F (D)dt dx =
tQ -00

t+T oo
=i g™ (F(O XD X-F(D)dt dx. <)

o f@®

Otrzymany wynik jest znany w literaturze [7] , a w szczeg6lnosci przypadek
f(t) = a = const [5,6].-

Ciekawy jest problem [7] wyjsécia procesu S(t) z obszaru ograniczonego
dwiema krzywymi f£t) oraz 2 () takimi, ze

A FL(t)>F2 (0. @15)
>0

Obszar D okreslaja nieréwnosci

N

q-fl@®< 0

+,

-q+f2®< 0.
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Wykorzystujac wzér (9) napiszemy:

to+T
<T?+(0,T)>= <Ff [E® - FLIDHO®-FLD))BGM®) - FAE)Y +
0
+ (-i(®) + F2(®) HEJD) + F2(D))6(-s(t + f2(D)JI dt>. @

Wida¢, ze Srednia ilos¢ wyjs¢ z obszaru<yj®0,T)> bedzie réwna  sumie
Sredniej liczby przewyzszen z dotu do gory krzywej vy = (® przez pro-
ces I(t,f0) oraz sSredniej liczby przecie¢ z gory w dot funkcji y = f2(©)
przez ten sam proces S$(t,co0).

Przyktad 2

Okreslimy obecnie Srednig ilosS¢ wyjsS¢ procesu dwuwymiarowego z kota o
promieniu zmieniajacym sie w czasie r(t) (rys. 1.2). W naszym przypadku
obszar D okresla nieréwnosc¢

¢L= (@)2+ @)2 - [r(]2<0. @

Rys. 1.2
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Korzystajac ze wzoru (13) napiszemy:
tjt o

<N+ L,T)>=1 liii g p 12 (1,x2,x1,X2|0D).
Jt0 o0 [ § >8 »i

200 XN+ x2 X2 - r(O)r()HGN xM+x2x2-r (Or()6( )2 +

+ 022 - (r(t))2) =dxl dx2 dxl dx* dt. (®)

Poniewaz funkcja pod 5-Diraca zeruje sie w dwu przypadkach:
&) gdy x2 =-\j(r(t) )2 - (x1)2

oraz
b) gdy x2 = -~(r(t))2 - (x1)2*°

przeto otrzymamy:

\/ ]

. 00
<kj+ (@O»B®)>= 2 UI q 12,8, |2 G4 <)Cr(D)2-(x1)2"x1,X2 |©)
T -oo

;O x1+xen(r(t))2- A)2-r(o)r (HH Ax1+x2
Nr()2-(x1)2”
to+T @
Arr()2-CxAR2-r(t)r(t)) = dx1 dx1 dx2 dt + 2 Jidi B g> g2f|1"2
to -°°

0L, NMD2Z-CARTMR ) .y w1 o MAXLXV(R(D)2-(X1)2"-r(Or(D).
2X(r())2-(x1)2

[CAX1-x2N(r(£))2-(X1)2" - r()r(t)) dxl dxl dx2 dt. ©

Wida¢, ze x1 =zawarte jest w przedziale [[-r(t), r(t)J zas catkowanie
wzgledem pozostatych zmiennych przebiega po obszarach, dla ktdorych war-
tos¢ funkcji Heaviside’a w obydwu calkach wzoru () jest réwna 1.

Wzor (c) uprosci sie, gdy zatozymy r(t) = r = const oraz, ze proces jeslf
stacjonarny, wéwczas:
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1 (xIx 1+ x 2\ r 2- (x 1)2)HOAX1+X2 N r2-(x1)2" )dx1 dx1 dx2 +
2j(r2-(x1)2"

[ S (x1 o1--;:~ 2"- (x1)2)H (x1 cl-x N r2-(x1)29ax1 dx1 - 2.
()

Analo icznie aoz.ua zbudowa¢ ,Ly:aze ;.a na Srednio liczbe wejs¢ procom: do
*wnetrzo ko ca.

zv. ad 3
Okresli¢ s$rednio ilosS¢ wyjsS¢ procesu dwuwymiarowego 1 (t) z prosto- iu
(rys. 1.3) o wysokosci b i szero :0éci b.

W tym przypadku:
=-9gl <O
2 =g1 - b< O
3 p2< 0 @

n =g2 - b< O.
Korzystajac ze wzoru ~13) napiszemy

<T?+ (0,?)> =

t+T 00

:l ﬁlB t, 52, |1, oA IH(=X1)S(X1)H(X2)-riCx2-b))+

+ XIH(*1 )& XA-b) (H(x2)-U(x2-b)) - *2H £*2)E(-x2) H(x1)-H (x1-b) ) +

+ X2:;02)ftG2-h) (H(x1j- H (x™-b>)Jdx™ dx2 dx1 dx2 dt =
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t0+1 h o o

/ / / / s |17527 817 |2(0»2*i1>A2 1) (“+1)dx2 dx1 d*2 dt +
N 0-00 -0

0+T h @ @

* 3 //77- sios2. jl. |2(* x> i1’ i2w)il dx a1 & At

tQ+T b oo

t;f {!Me si» £2»£1% i2(x1r o 2L 127 esoyaxt dﬂ.CEd: +

t +T b ooco

\\](/ O_(L/ g 81, |2, 81, g2(x1,h” x1* x2 ~ *2 dx1 dx1 dx2 dt" A~

funkcje Heavside’a jakie pojawidy sie w pierwszej czesci wzoru (b) zabez-
pieczaty przed zliczeniem przeciecia prostych opisanych réwnaniami (@) po-
za krawedziami prostokata (graty role funkcji charakterystycznej brzegu
obszaru). Podobnych probleméw mozna by#koby mnozy¢. Istotne sg wzory ogol-
ne (13), (14) bedace podstawg do rozwigzywania podobnych zagadnien. X teo-
rii ukdadéw dynamicznych moze nas interesowa¢ Zozkktad gestosci procesow
9+ (to,T) czy T (t0,T). Znajac bowiem rozkkad prawdopodobienstwa tych pro-
cesow mozna okresli¢ prawdopodobienstwo wyjsoia czy wejscia z obszaru D
procesu w okreslonym interwale czasowym. Dok¥adne rozwigzanie tego zagad-
nienia jest mozliwe f6] ale zarazem dosS¢ ztozone. Problem znacznie sie
upraszcza wowczas, gdy mamy do czynienia ze szczegolnym przypadkiem, Kkie-
dy Srednia liczba wejs¢ czy wyjs¢ z obszaru D w danym przedziale czasu
jest na tyle mata, ze kolejne wyjsScia ozy wejscia mozna uwazaC za zdarze-
nia niezalezne. Te zatozenia upowazniaja do przyjecia, ze liczba wyjs¢
czy wejs¢ ma rozkdad Poissona to znaczy»

p{f2+(0, ) =mj = <& (0,T>n . exp[-<TF(L0,T)>]. )

p.2. Sreani czas przebywania procesu §1(t.m) poza obszarem D wzglednie
w obszarze D w interwale czasowym ~t?,te+Tj oraz w czasie jednego wyjs-
cia czy wejscia do obszaru D.

W poprzednim punkcie zatozylismy znajomo$¢ rozkfadow
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lia tej podstawie mozemy okreslic¢ gestos¢ g - (X, ...SMND) gdyz
rozktady te sg zgodne

oo 00
~00 -00
x daxt .. dxN. 3

Rozktady (1) pozwalaja okresli¢ prawdopodobienstwo przebywania procesu w
danej chwili t w dowolnym obszarze przestrzeni. Tak wiec prawdopodobienst-
wo, ze proces znajduje sie poza obszarem D jest réwne

p{E] (W) i d}= J J g e AN, - xlifE)AXL. .o dxil. (@
X ,---,x )eb

Np. dla przypadku jednowymiarowego prawdopodobienstwo, ze wartos¢ proce-
su $(t,(0) w danej chwili bedzie wieksza od poziomu y=F(t) okresli wzor!

00

p{s(t,00) > f (O] = / Itydx. (2a)
f®

Wracamy teraz do przypadku ogélnego.
Zauwazmy, ze w interwale czasowym (t,t + dt] proces moze znajdowal sie
albo w obszarze D albo na zewngtrz“tego obszaru. Wartos¢ Srednia czasu

przebywania poza obszarem D (to samo mozna méwi¢ o przebywaniu w obszarze
D) bedzie réwna:

<> onjil A=y
gdzie

dt  gdy (o) RV

(€:))
0 gdy 8i(t,o0)cD
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Wyrazenie
lim - @
n*-oo
Zatem
<A>= di P {V(t,co) 4 d] =dt ... g”N ...."NxL WO -
& ,.=..x )
. dx1,... ,dxi ®)
Mozemy zatem bez trudu okresli¢ Sredni czas <T+> przebywania procesu

SMt.co) poza obszarem D w interwale czasowym [to,to+TJ jako sume czasow
Srednich

to+T . .
<T+> = j' J s J g MNEL, ..., xIgt)dxl, ... ,dxH dt. ®
0 (XL,... ,XW)4D

Dla procesu stacjonarnego wzor (6) upraszcza sie do postaci

=T fee ] g n AN e ddx e, dX )
4 X1

Wida¢, ze Sredni czas przebywania poza obszarem D jest proporcjonalny w
tym przypadku do czasu obserwacji T.

Znajac Sredni czas <T+> przebywania procesu poza obszarem D oraz Sred-
nia ilos¢ przekroczen <i2 (t0,T)> granicy obszaru D na zewnatrz przez
proces 81 (t,w) mozna okresli¢ (JO Sredni czas przebywania AT proce-
su poza obszarem D w czasie jednego przekroczenia granic obszaru D
przez proces S$1(t,c0)
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Dla procesu stacjonarnego bedzie oraz ograniczen (1) niezaleznych od cza-
su

<AT>- S—— Ix (291 .. _di @2
gdzie
. L
RE! I L)y J ST pdey ARy 6 Grg @
r=1

3* Uwagi ogo6lne

Wyprowadzone wzory, jak widzielismy, umozliwiaja znalezienie Sredniej
liczby przekroczen, S$redniego czasu przebywania w okreslonym obszarze w
zadanym przedziale czasu oraz Sredniego czasu przebywania w danym obsza-
rze przy jednokrotnym akcie przekroczenia granic. Wzor (6) mozna bytoby
otrzyma¢ na nieco innej drodze. Zauwazmy, ze przypadkowy czas przebywania

poza obszarem D w interwale czasowym [E>""D+T] wyniesie:

+T 2

1 - -l HCEa)]d,
r=1

gdzie H(t) - dystrybucja Heaviside’a.

USredniajac T+ oraz korzystajac z %twierdzenia Fubiniego o produkowaniu
miar otrzymujemy wzor (6). We wszystkich tych przypadkach postuluje sie
znajomos¢ funkcji

S *1j+~+ ol v = x1,...,xHP).

Jest to pewna niedogodnos¢, ktorg w pewnych przypadkach  mozna pokonac.
Jesli np. korzystamy z.metod korelacyjnych [3] prowadzacych do wyznacza-
nia korelacji procesu bedgcego reakcjg dynamiczng ukfadu ma zakdOcenia
stochastyczne, to przy zatozeniu normalnosci procesu problem jest dos¢
pro3ty (por 00). WyjsSciem z tej trudnej sytuacji mogg by¢ réwniez réwna-
nia Fokkera-Plancka-Kokmogorowa, z ktérych mozna bezposrednio  wyznaczyc¢
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zgdang gestos¢ prawdopodobienstwa [1]. Hastepne prace beda poswiecone
problemom wyznaczania gestosci

g 8§81 1N, i1l gu(xl,...x Nit)

w ukdadach liniowych i nieliniowych« Prace z tego zakresu sg juz rozpo-
czete.
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MHOTOMEPHHE UPOEJIEMH BHEPOCOB CliyRAITIHHX 4>yHKUIJIB

Pe3k)me

llpeBOcxoKfleHHe ropii30H T TajiLHo8 vepe3 cjiyvaflHHft npogecc sto HacToanian npo-
6xeMa Teopnz HaflexHociH. U3BecTHHe pemeHHH 3TOO0 npoOlieMH oiHOcaTea k oflHOMe-
pHHM 3aflaMaM. B aiofi padoie npeflciaBliaeTca npe”noroxeHze o0So6igeH;iH ofl[HOMep-

hoK 3aflavH. 9Ta Teopng mnocTpHpyeTca HecKOjiBKHMK npuMepaMH.
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THE §IULTIDXMEHSION”S PROBLEM OP EXCEEDING

Summary

The problem- of exceeding levels in stochastic process is an essential
problem in reliability theory. One-dimensional problem has w a well.-":comn
solution. Generalization of one dimensional problem was presented in the
paper. Some examples were added.



