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Lestaw Socha

ANALINA STABILNOSCI Z£0ZONYCH,STOCHASTYCZNYCH UKLADOW DYNAMIGSNYGH

_ Streszczenie: M pra<_:¥ przedstawiono nowe Kryteria _ ptotyczne,
i eksponencjalnej stabilnosci z prawdopodobienstv7em jeden dla pew-
nych klas cmgiych ztozonych stochastycznych ukdaddéw —dynamicznych.
Niektore z podanych kryteriow zilustrowano przykdadem.

1. Wstep

Zagadnienie badania stabilnosci zdozonych deterministycznych  ukdadow
dynamicznych bydto dotychczas rozwazane przez wielu autoréw w pracach C3]-
[10]. Rozszerzeniem wynikéw na ztozone stochastycznie ukdady dynamiczne
jest praca A.N. Hichela [11] . w ktorej podano nowe kryteria  stabilnosci
stochastycznej ztozonych stochastycznych ukdadéw dynamicznych. Niniejszy
artykut jest prébag uogélnienia tych kryteriéw na ztozone stochastyczne u-
k#ady dynamiczne, w ktéorych wystepujg stochastyczne sprzezenia pomiedzy
podukdsdami. Na koricu pracy podano przykdad ilustrujacy przedstawione kry-
teria.

2. Podstawowe po.iecia. oznaczenia i definic.ie

Rn - n wymiarowa przestrzen Euklidesa

=] - norma w

XT = (X,p---,Xn) - transpozycja wektora xeRn
A(A) - wartos¢ whasna macierzy kwadratowej A

norma macierzy prostokgtnej

I - macierz identycznosciowa.

Bedziemy rozwaza¢ uktady opisane formudg rézniczkowg Ito

dx = fF(X) dt + 6'(x) dz, Q@)
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gdzie
X eR11, teT, AR »Rn*m,
Jzt, teTJ- jest m- wymiarowym procesem Wienera.

Zaktada sie, ze £(.) i spedniajg wszystkie warunki potrzebne do za-
pewnienia dla dowolnego xQ=x istnienia I jednoznacznosci rozwazania
Jjxt> tel)} z prawdopodobienistwem jeden (z p 1). Zagadnienie to zostato

dok#adnie przedstawione np. w ksigzkach Chasminskiego [Jj] 1 Kushnsra [2].
Zakkada sie, ze =0, tet] jest jedynym punktem réwnowagi (1).

Definicja 1
Rozwigzanie XE= 0 -jest stabilne (z p 1) wtedy i tylko wtedy gdy
V ¥ 3 X |<r(g, S)=»P sup|xt] > £j< 8.
6>0 g>0 r@,6)< 0 xoSo>t?o0"
Definicja 2
Rozwigzanie xt = 0 jest asymptotycznie stabilne (z p 1) wtedy i tyl-
ko wtedy jesli jest stabilny (zp 1) i X>~»0 (z p 1) dla wszystkich xQ=x
z pewnego otoozenia R. Jesli R jest calg przestrzenig méwimy, ze ukdad
jest asymptotycznie zupelnie stabilny (z p 1).
Definicja 3
Rozwigzanie XxX* = 0 jest eksponencjalnie stabilne (z p 1) wtedy i tyl-
ko wtedy gdy jest stabilne (zp 1) (@ef. 1) i

gdzie KQ<oo0i cC>0.

Do badania stabilnosci stochastycznej wykorzystuje sie funkcje  Lapunowa
V s RIk- »R*. 0d tego miejsca bedziemy zakkadad, te wszystkie fFunkcje La-
punowa V sag ograniczone na zbiorze.

Om = |xeRL J V(x)<m, m staka dodatniaj-. (@)

Ponadto zakkada sie, ze V posiada ciggle i ograniczone pierwsze i dru-
gie pochodne czastkowe ze wzgledu na x na zbiorze &m. Przy badaniu sta-
bilnosci stochastycznej zada sie, aby V(X) nalezata do dziedziny infi-
nitezymalnego operatora A,, , ktory dla réwnania (1) ma postac:
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52

(©)
13- - av
gdzie s-y(x) 3esl” macierza s4§&) * 6 () -C(X)T-
Bedziemy rozwaza¢ nastepujace ztozone stochastyczne ukdady dynamiczne,
vt g (whdt + 61 wlh)dzi+gi WL,.. .,wh)de + ~ bij(W..... 1d @ @
31
gdzie ) } }
eR Ni_sond  mi
n. n5 n. n. nl n. n.r.
giiR1 eR ¢*...*R a-"R bNiR “e...eR —»R 1 J

f(w) = 0 >gwk) wtedy i tylko wtedy gdy w* =0,

20 , teT). jest m™ wymiarowym procesem Wienera (znormalizowanym)

, teT} jest r™ wymiarowym procesem Wienera (znormalizowanym).

Oznaczajac

Z nj=n, ~ mj-m, rj=r

T = (FPW),...,Fl@w)), 2T = A\ ...z0)

gTe) - [gi W,...,wh),....gl(Wl,...,.wI)J$N(X), - --,9" ()]

e @) 0 0
6= 0 ® f2)
0 6~ (wx)

prl (L...Wh) eee b~ @, ==wl)
B(X)

N\
b1 GWL.. WI) eee b~ @, --Wj
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Ukkad (@) mozemy zapisa¢ w postaoi:
dx = f(x)dt + 6"(x)dz+g(x) dt + B(X) d8§=F(x)dt + tF(x)dz*, o

gdzie:

f:Rn—»Rn, 6"R— *-Pn,ra, q:Rn— »Rn, BiRn— »Rm,r

6-() = o»ee 3
BCO_

Uktad (5) posiadajacy te samg forme oo (1) nazywamy zdozonym stochastycz-
nym ukdadem dynamicznym. Moze on by¢ traktowany jako X izolowanych
podukdaddéw powigzanych sprzezeniami, na ktore dziatajg zakdtdcenia nieza-
lezne od zakdocen dziatajgcych na poduktady. Ukkady S~ majag postac:

St : dwi = Fi;wi)dt + WwiDazi . ®
“Jedyne rozwigzania (z p 1) ukdadu (6) oznaczmy przez

qw. , teT|] z warunkiem poczatkowym w. = w..
| J 1o &

W pracy bedziemy rozwaza¢ rézne przypadki zd#ozonych ukdadéw dynamicznych.

g + GICViXzE + 2 Cij wi dt + Bi @)
J:

ii@i)dt + Gi@wi)dzi + ~ C.HEOW dt + Bi ®
2

dwi = Fi (ue)dt + 6 (widdzi + > Ai.i. .w. dt + 3 ©
I |
X

dwi = fi (wi)dt + fi (wi)dzi + ~ @, ,w dt + B, , @o)

SI
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gdzie Bi moze przyjmowaé nastepujace postacie!

T bi
=1
1)

i/j

cij Ati  Dng bh..
n. + n. n. . ~n

bij(Wj) 'R 3-R , %j<wj) !'R 8 Cij T R— »

sg macierzami stabymi

Jesli wszystkie B,.* 0 wtedy ¥ i1 () - (10) redukujg sie do ztozonych
stochastycznych uk#adoéw dynamicznych przedstawionych w pracy Micheta (11).
Jesli wszystkie 1wi =0 i 37=0 wtedy ® 1 () - (10) redukuja sie
do zdozonych deterministycznych ukdadoéw dynamicznych przedstawionych w
pracach (JO- QoJ .

110S¢ ukdaddw, ktdére mozna uzyska€ dzieki réznym kombinacjom ukdadow (7)-
(10) 1 3® - B? wynosi 16. Dlatego bedziemy rozwaza¢ jedynie ukkady(?a),
@), (c), @0d). Ten zapis oznacza na przykkad w przypadku ukdadu 7a
nastepujace wyrazenie

2
/

Podamy jeszcze dwie definicje, ktorymi bedziemy sie postugiwaé przy formu-
fowaniu twierdzen.

Definicja 4

dla "wszystkich Tue Q i dostatecznie duzych m.>0.
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1l. Podstawowe twierdzenia

Twierdzenie 1

Rozwigzanie X\. = 0 ztozonego stochastycznego ukdadu dynamicznego (%)
jest asymptotycznie zupeidnie stabilnie (z p 1) jeSli spelnione sa naste-
pujace warunki«

1. Kazdy izolowany podukdad (6) spednia wkasnos¢ A.
2. Dla kazdego iloczynu skalarnego W"(W’\)m gi( i=1,...,i istnieja
funkcje ciggle o wartosciach rzeczywistych ai™(x) takie, ze

11 1
VVIQWDT gi (X)<[Vi3(wip] 2 2 adAi® [ rip.1 *

zachodzi dla wszystkich w. e Rn', w. e Rnf, xeR .

3. Istniejafunkcje ciggle o wartosciach rzeczywistych aij(xX) takie, ze

1 1
+
_ bijix)< 2. aid(® = * ZV33(w;iD*
J=i =i

J=i

it

4« Istnieje wektor 1 - wymiarowy o = lt....cY), >0 1=1,..., 11
6>0 takie, ze dla kazdego xeRn macierz (S +£1) jest ujemnie okre-
Slona, gdzie S = PU] jest zdefiniowana nastepujgco«

-0, + (@ aij(x)) i-d
id

-aijjed + < Bjiw] -\ jeshli i
Zatozenie 2 i1 3 moze by¢ speknione np. gdyVi oraz 3 (Wil ) ibr

mami kwadratowymi wtedy a”™ (X = j°B8|p aij &) = |pijf2.

Wniosek«

FRozwigzanie xt = 0 zhozonego stochastycznego ukdadu dynamicznego (€C9)
jest eksponenojalnie stabilne” (z p 1) jesli speknione sg nastepujace wa-
runki«

,1. Kazdy izolowany podukdad (6) speknia wkasnos¢ B
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2. Istniejg wektor l-wymiarowy dT = (©°,...,cY, 0*>0, i=1,...,11
£>0 takie, ze dla kazdegooieRll macierz (S +£1) jest ujemnie okreslo-
na gdzie S @a£Sifj 3est zdefiniowana nastepujaco:

1 1
- 0O +~ Cu JG3®p+ ~ € o015 ~ \NhiMF
i=1 31
jeshi  igj
Ji3 ] «J
¥ [t ci4 ICijOON+ aj Cj4 ICji Jeshi il
gdzie
Cii® [cEj(x) C3(x)I, [|bij(x)] = max=">vmax [b” (x)bij(xjj'.
Twierdzenie 2
Rozwigzanie = 0 ztozonego stochastycznego ukdadu dynamicznego (Oc)

jest asymptotycznie zupeinie stabilnie (z p 1), jesli speknione s3g naste-
pujace warunki :

1. Kazdy izolowany podukdad (6) spetnia wkasnos¢ A.

2. Dla kazdego izolowanego podukdadu (6) istniejg dodatnie state
Ki2» Ki3 takie, ze warunki«

Wi <V < - Kii 1FiK))2
Vi(»i)< K121 @i)j

ViW;,D | < k13

sq spednione dla wszystkich 1 wszystkich mi>0.
3. Istnieje wektor l-wymiarowy <l »_ (@§,... ,<Y, «i>0, i=1,...,1 ta-
kie, ze macierz S * jest ujemnie okreslona.
-*i Kn + 1 Ki3 2 pi]j Jesti j=i
i=1 J=1
13

F [=*% KiZ Pij! +  Kj2 ®jil] Jesli jjii
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gazie:

HAIl=  sup BPxa v owjMml
1 0 1f- W3

Twierdzenie 3

Rozwigzanie XxE= 0 ztozonego stochastycznego ukdadu dynamicznego
(10d) jest eksponencjalnie 3tabilne (z p 1) jesli spelnione sg nastepuja-
ce warunki:

1. Kazdy izolowany poduk#ad (6) speknia whkasnos¢ B
2. Dla kazdego 1i,j=1,...,1 istniejg stale dodatnie Ki;., takie, ze

bijwidl < Kij  wil
bijiwvjl < i Wil "j6 *t

3. Istnieje wektor l-wymiarowy r{ = @ o), > 0 taki, ze
cierz S = jest ujemnie okreslona.

ij Ci4 Kij +  Cj4 Kji]

Uwaga

Warunki dla eksponencjalnej stabilnosci (z p 1) ztozonych stochastycz-
nych ukdadéw dynamicznych (7a) wynikajg z zakozen tw. 3 jesli K. . zastag-
pi¢ przez CI" oraz G:.I]f przez b”. i jesli zatozenie 2 jest speknione.
Dowody twierdzen 1,2,3 1 wniosku oparte sg na tej samej idei 1 przebiega-
Ja bardzo podobnie. Dlatego podamy tutaj tylko dowdd twierdzenia 3>

Dowéd twierdzenia 3
Wezmy funkcje Lapunowa V(X)) = dCiviwi)* «Ci>0, (G=1,...,1) oraz

zdefiniujemy
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1
{eRn V) =2 Vi (wi)<ra

dla dostatecznie duzego m>0.
Jesli x eOfl wtedy =mi oraz
c {xs V¥Wi™ < mi» Al,—-«,1]*
Poniewaz kazdy podukdad (6) speknia wkasnosci B stad wynika, ze
min Jo® Cil] |x]2 <V(x)<max Ci2[jIX|2, xeQ , ©
dla m dostatecznie duzego.

Oszacujemy teraz wielkos¢ V(x) i1 pokazemy, ze jest ona mniejsza
od pewnej ujemnej formy kwadratowej

c(10) VOO = ¢(Q0) A «i vi@i) “2 * * Vi Wi) +

i1 i-1
1 1
+ 2 ifvwiw)T 2 EigQWj) + 2 ~ (wmi} 2 biKWK} *©
L, AWVE@IIT 2. B Wi} 2 _ biK@EK}
* Aj KA}* (13)
1 e 1
(10 VW < 2 a - °i3|wi|2 + Ci4jwi] 2 Kiglwd] +
=1 n J=1
1

+? PRPi(wpl2 ik WEL
i) o X1 5
21 GipaE [l
1=1 dJi

+4 Ci5 2, XiK U1

gdzie UT = (Jwi( W4]):
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stad
“)<ulQu+JF ] o Cg o, ik Ul o» s
i-1 k=
gdzie Q = jest macierzg okreslong wzorem
« R O'i§ dla i=j
qij =
rti Ci4 Kij dla i¢j
Nastepnie:
1
*(10) Tu) < uT [ta*<¥#T)/2] « + 4 2 *i cib x ik} lu,;
i=1 K=1
a stad wynika, juz bezposSrednio teza twierdzenia 3.
111. Przykkad
dv. = -ekLwtdt +6*") dzA +dt i-1,2,3,4 (15)
4
do = - rodt - f(©)dt +61 .0Cdz
© © gt Tw At 70 hi wd dgjc
i=l j=1
gdzie ¢€i>0, 6\> 0, r>0, >0, B, b0~ sg stabymi, =jz>.teiP?,
{-0=R<T}> teT} s6 jednowymiarowymi procesami Wienera, wt e R1

©e R1 f(0) jest funkcja rzeczywista jednej zmiennej posiadajaca nastepu-
Jace whasciwosci»

1. ¥ - jest ciagta V-o00 < 0 < 00
2. f(0 =0 0=0

3. 0<fF (@) -0 <MO02 Ve/Zo.

Z¥ozony stochastyczny ukdad dynamiczny moze byC¢ traktowany jako sprzeze-
nie dwéch podukdaddébw dynamicznych S1 i 3g

31 !dwi =Ci wi dt +ex dzi i=1,2,3,4 @6)

S2 sdo = - rodt - f(O)dt +q00 dX). an



Analiza stabilnosci ztozonych stochastycznych... 173
Macierze sprzezen majg postac
N2 = n n N1 = NL*xRe ™)

b12 = (0, 0, 0, 0) b2l

M1, b@2, H03» b04).

Uktad (15) jest szczegdlnym przypadkiem ukdadu (73).
Zatozmy, ze (- 2/~ + fR2)<0, i=»1,2,3,4 i (-2r + f2) < O. 18)

Sg to warunki stabilnosci dla podsystemow.
Dla poduktadu (16) wezmy funkcje Lapunowa postaci:

WW =wlw = W2,

m
gdzie w = (WL w2 w™ wM).

Wéwczas V. nalezy do dziedziny operatora A, dla dostatecznie duzego

m1
m.>0 1 otrzymujemy:

ag _ Vi = £(-16) | (w)<ma1x (-2 ¢+ + 62) w2
dla kazdego we QE » (w, [w!2<m 2}.
Réwniez: W V. jw|<2jw] =C14 M
|~AWIN 4 = N5*
Podobnie dla podukdadu (17) wezmy funkcje Lapunowa postaci:
V2 (@) =02.

Wéwczas V2 nalezy do dziedziny operatora AQ dla dostatecznie .duzego
m2

m2>0 i otrzymujemy:

\ V2 = L(@7) V2(0)<(-2r +&0 )02

dla kazdego 0 < Qm = j™0: 02<m 2j.
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Réwniez:
= C24e
= c25.
4 1 2
& 2 k=0
i=1 K=1
2 bx - 2 N
K=1 =1
podstawiacjg o =" i o i korzystajac z tw. 3 o-
trzymujemy macierz
4

max (-2 +612/4 + | .~ 2N Woi>
1

1, [(2r+fF) +IJ .2 J 4172.[2 ?2>47
i=1l i-1

stad wynika, ze rozwigzanie trywialne uktadu (15) jest eksponecjalnie sta-
bilne (z p 1) jesSli macierz S jest ujemnie okreslona.

8 .
H Fi<i % &

=1 [max (=2 ei+6?) + b0J [(-2r +50 ) + 2 °Gi]
1 i=1 =

Uwagi konhcowe

Przedstawione w pracy wyniki sa pewnym uogélnieniem wynikéw zawartych
w pracy A.N. Michela [11].

W pracy przedstawiono jedynie analize uktadéw (7a), (@Bb), () i (10d),
bowiem dla pozostatych przypadkéw np. (7b), (9) itp. analiza jest bardzo
podobna. Celowym wydaje sie jednak przebadanie ztozonych stochastycznych
ukdadéw dynamicznych, na ktére dziataja procesy Poissona.
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AHAJIH3 yCTOENHBOCTH CJIKMHHX CTOXACTHHECKHX KHHAMHNECKHX CKCTEM

Pe3jme

B palloie npe”CTaBJunoroH HOBHe pe3yjibTalH aoHMnToiHvecKOU h 3KoHHI;Haibr—
Hof yCTOIJJJHBOCTU C BepOHTHOCTbIO OAHH RIMl HeKCTOpHX KJiaCOOB HenpepHBHux CTO-
XaCTOTeCKHX CvIOXHHX CHCTeM. npHBOFIFITCa npHVepa.

STABILITY ANALYSIS OP STOCHASTIC COMPOSITE DYNAMIC SYSTEMS

Summary

New results for the asymptotic stability and exponential stability
with probability one of several classes of continuous parameter  stocha-
stic composite systems have been established. The results have been
applied to specific examples.



