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ANALIńA STABILNOŚCI ZŁOŻONYCH,STOCHASTYCZNYCH UKŁADÓW DYNAMIGSNYGH

Streszczenie: Vi pracy przedstawiono nowe kryteria asymptotyczne, 
i eksponencjalnej stabilności z prawdopodobieństv7em jeden dla pew­
nych klas ciągłych złożonych stochastycznych układów dynamicznych. 
Niektóre z podanych kryteriów zilustrowano przykładem.

Zagadnienie badania stabilności złożonych deterministycznych układów 
dynamicznych było dotychczas rozważane przez wielu autorów w pracach C3]- 
[10]. Rozszerzeniem wyników na złożone stochastycznie układy dynamiczne 
jest praca A.N. Hichela [11] . w której podano nowe kryteria stabilności 
stochastycznej złożonych stochastycznych układów dynamicznych. Niniejszy 
artykuł jest próbą uogólnienia tych kryteriów na złożone stochastyczne u- 
kłady dynamiczne, w których występują stochastyczne sprzężenia pomiędzy 
podukłsdami. Na końcu pracy podano przykład ilustrujący przedstawione kry­
teria.

2. Podstawowe po.iecia. oznaczenia i definic.ie

Rn - n wymiarowa przestrzeń Euklidesa 
| • | - norma w 
xT = (x,p...,xn) - transpozycja wektora xeRn 
A(A) - wartość własna macierzy kwadratowej A

1. Wstęp

I - macierz identycznościowa.
Będziemy rozważać układy opisane formułą różniczkową Ito

norma macierzy prostokątnej

dx = f(x) dt + 6"(x) dz, (1 )
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gdzie

x eR11, teT, fftR11— ►Rn*m,

|zt, t e Tj- jest m- wymiarowym procesem Wienera.

Zakłada się, że f(.) i spełniają wszystkie warunki potrzebne do za­
pewnienia dla dowolnego xQ=x istnienia i jednoznaczności rozważania 
jxt> tel)} z prawdopodobieństwem jeden (z p 1). Zagadnienie to zostało 
dokładnie przedstawione np. w książkach Chaśmińskiego [j] i Kushnsra [2]. 
Zakłada się, że = 0, t e t| jest jedynym punktem równowagi (1).

Definicja 1
Rozwiązanie x.fc = 0 -jest stabilne (z p 1) wtedy i tylko wtedy gdy

V  ¥ 3 [X |<r(g, S)=»P { sup|xt| >  £j <  8 .
6 > 0  g>0 r(8,6) <  0 xoSo>t?o' '

Definicja 2
Rozwiązanie xt = 0 jest asymptotycznie stabilne (z p 1) wtedy i tyl­

ko wtedy jeśli jest stabilny (z p 1) i x^— ►O (z p 1) dla wszystkich xQ=x 
z pewnego otoozenia R. Jeśli R jest całą przestrzenią mówimy, że układ 
jest asymptotycznie zupełnie stabilny (z p 1).

Definicja 3
Rozwiązanie x̂_ = O jest eksponencjalnie stabilne (z p 1) wtedy i tyl­

ko wtedy gdy jest stabilne (z p 1) (Def. 1) i

gdzie KQ<ooi cC>0.
Do badania stabilności stochastycznej wykorzystuje się funkcję Lapunowa 
V s R11— »-R̂ . Od tego miejsca będziemy zakładaó, te wszystkie funkcje La­
punowa V są ograniczone na zbiorze.

Om = |x e R11 J V(x)<m, m stała dodatniaj-. (2)

Ponadto zakłada się, że V posiada ciągłe i ograniczone pierwsze i dru­
gie pochodne cząstkowe ze względu na x na zbiorze &m. Przy badaniu sta­
bilności stochastycznej żąda się, aby V(x) należała do dziedziny infi- 
nitezymałnego operatora A„ , który dla równania (1) ma postać:
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13- - aV

T

(3)

gdzie s-y(x) 3es1' macierzą s-j_-j (x) * 6(x) • C(x) •
Będziemy rozważać następujące złożone stochastyczne układy dynamiczne, 

^ ¿ ( w ^ d t  + 6'i(wl)dzi+qi(w1,.. .,wl)dt + ^  bij (W1 .....dw

gdzie
3-1

I)d ®3-’ (4)

e R , —***R

n

ni _ nni mi

n. n5 n. n. n1 n. n.r.
giiR 1 • R ¿*...*R a-^R b^iR ‘•...•R — »R 1 J

f(w^) = 0 => g(wŁ) wtedy i tylko wtedy gdy ŵ  ̂= 0,

fẑ  , t e Tj. jest m^ wymiarowym procesem Wienera (znormalizowanym) 

, t e T j- jest r^ wymiarowym procesem Wienera (znormalizowanym).

Oznaczając
Ż  nj = n, ^  mj-m,
j=1 j-1

rj =r

fT(x) = (f^(w1),...,f1(w1)), zT = (z\.... z®)

gT(x) - [gi (w1,...,wl),...,g|(w1,...,wl)jś^(x),...,g^(x)]

6-(x)

B(x)

®| (w.] ) 0 0

ss 0 ff2 fw2)

0 6^(wx)

b11 (w1...wl) • •• b ^  (w, ••w-L)

_bl1 (w1...wl) ••• b ^  (w.,...W-ĵ
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Układ (4) możemy zapisać w postaoi:
dx = f(x)dt + 6"(x)dz+g(x) dt + B(x) d§=F(x)dt + tf(x)dz*, (5)

gdzie:
f:Rn— »Rn, 6":Rn— *-Pn,ra, q:Rn— ►Rn, BiRn— ►Rm,r

6-(x) =
z

• » • • « . *>••••s
_B(x)_

Układ (5) posiadający tę samą formę oo (1) nazywamy złożonym stochastycz­
nym układem dynamicznym. Może on być traktowany jako X izolowanych 
podukładów powiązanych sprzężeniami, na które działają zakłócenia nieza­
leżne od zakłóceń działających na podukłady. Układy S.̂ mają postać:

St : dwi = fi;wi)dt + (wjL)dzi. (6)

“Jedyne rozwiązania (z p 1) układu (6) oznaczmy przez

iw. , t eT| z warunkiem początkowym w. = w..
J 1o Ł

W pracy będziemy rozważać różne przypadki złożonych układów dynamicznych.

dwi “ + 6’i('vi)dzi + 2  Cij wi dt + Bi
j=1

ii(vvi)dt + 6'i(wi)dzi + ^  C. H(x)ŵ  dt + Bi
■W3^1

(7)

(8)

dww i = fi(w±)dt + 6,i(wi)dzi + >  Ai_. i. . w. dt + 3.j_ (9)

¿ i

X
dwi = fi(wi)dt + ffi(wi)dzi + ^  q, , ŵ  dt + B, ,

SI
(1 0)
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gdzie Bi może przyjmować następujące postacie!

f b:i ii=1
î j

1 1

i/j

C. A. D. b, . są macierzami stałymi ij łj -̂1 rj
n. ł  n. n.

bi;j (Wj) ! R 3— -R , %j<wj) ! R 51 Cij (x) i R — »-
n

Jeśli wszystkie B.,. * 0 wtedy (4) i (7) - (10) redukują się do złożonych 
stochastycznych układów dynamicznych przedstawionych w pracy Micheła (11). 
Jeśli wszystkie i wi = 0 i 3.̂ = 0 wtedy (4) i (7) - (10) redukują się 
do złożonych deterministycznych układów dynamicznych przedstawionych w 
pracach (jO- QoJ .
Ilość układów, które można uzyskać dzięki różnym kombinacjom układów (7)-
(10) i 3® - 33*? wynosi 16. Dlatego będziemy rozważać jedynie układy(?a), 
(8b), (9c), (i Od). Ten zapis oznacza na przykład w przypadku układu 7a 
następujące wyrażenie

Podamy jeszcze dwie definicje, którymi będziemy się posługiwać przy formu­
łowaniu twierdzeń.

Definicja 4

/
(7a)

dla 'wszystkich '.'.u e Q i dostatecznie dużych m_.>0.
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II. Podstawowe twierdzenia 

Twierdzenie 1
Rozwiązanie x̂. = 0 złożonego stochastycznego układu dynamicznego (4) 

jest asymptotycznie zupełnie stabilnie (z p 1) jeśli spełnione są nastę­
pujące warunki«
1. Każdy izolowany podukład (6) spełnia własność A.

m2. Dla każdego iloczynu skalarnego W^(w^) gi(x) i=1,...,i istnieją 
funkcje ciągłe o wartościach rzeczywistych ai^(x) takie, że

1 1 1 
VVi(Wi)T gi(x)<[Vi3(|Wi|)] 2 2 ali(x) [ ^ r j p . ]  *

ni ni nzachodzi dla wszystkich w. e R , w. e R J, xeR .

3. Istnieją funkcje ciągłe o wartościach rzeczywistych aij(x) takie, że

± 1 1 
bijix)< 2 aid(̂  • ' Z V33(iw;il)*j=i j=i j=i

4« Istnieje wektor 1 - wymiarowy oc? = (oC1t... .ĉ ), >  0 1=1,..., li
6>0 takie, że dla każdego xeRn macierz (S +£l) jest ujemnie okre­
ślona, gdzie S = Pu] jest zdefiniowana następująco«

- 04, + <*., (a^ (x) aij(x)) i-d
id

- ai;j(x) + <*j BjiW] • \ jeśli ijźj

Założenie 2 i 3 może być spełnione np. gdy V'i oraz ^^3 (|wi| ) i'o:r“

mami kwadratowymi wtedy a^ (x) = jj°i3 ||» aij (x) = ||bijf2.

Wniosek«
,f Rozwiązanie xt = O złożonego stochastycznego układu dynamicznego (8b)
jest eksponenojalnie stabilne’ (z p 1) jeśli spełnione są następujące wa­
runki«
,1. Każdy izolowany podukład (6) spełnia własność B
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2. Istnieją wektor 1-wymiarowy olT = (ô  ,...,c<̂ ), o*^>0, i = 1,...,1 i
£>0 takie, że dla każdegooieR11 macierz (S +£l) jest ujemnie określo­
na gdzie S «■ £śi£j 3est zdefiniowana następująco:

1 1
- 0 + ^  Cu  ||Ci3(x)|j + ^  eCj 015 ^  \ h i M f

3-1

Ji3

i=1

ł [rti ci4 llCij(x)ll + aj Cj4 ICji

jeśli i«j 

jeśli i|ij

gdzie

Cij(x) [c £ j(x )  C.3 (x)J , | bi j ( x )|| = max=“̂ >vmax [b ^  (x)bi j ( x j j ' .

Twierdzenie 2
Rozwiązanie = 0 złożonego stochastycznego układu dynamicznego (9c) 

jest asymptotycznie zupełnie stabilnie (z p 1), jeśli spełnione są nastę­
pujące warunki:
1. Każdy izolowany podukład (6) spełnia własność A.
2. Dla każdego izolowanego podukładu (6) istnieją dodatnie stałe , 

Ki2» Ki3 takie, że warunki«

W i < V < - Kii IfiK))2 

▼i(»i)< K12|f1(wi)j

I viW;L) | <  k13

są spełnione dla wszystkich 1 wszystkich mi>0.

3. Istnieje wektor 1-wymiarowy cC1 » _(otj,... ,<<̂ ), c«i>0, i=1,...,l ta­
kie, że macierz S * jest ujemnie określona.

13

-*i Kn + i  Ki3 2  pij
i=1 j=1

ł [•% KiZ Pij! + Kj2 flAji|]

jeśli j=i

jeśli jjii
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gazie:

IIA..II = sup liAx.i V wjMI
1 0 || f • (w3)||

1D. . || = sup llDi.i W l  
II x 0|| f  o T i rJ' 3J F O y I

Twierdzenie 3
Rozwiązanie x.fc = 0 złożonego stochastycznego układu dynamicznego

(10d) jest eksponencjalnie 3tabilne (z p 1) jeśli spełnione są następują­
ce warunki:
1. Każdy izolowany podukład (6) spełnia własność B
2. Dla każdego i,j=1,...,l istnieją stałe dodatnie Ki;., takie, że

lgij(wj}l <  Kij |wj|
V  «i

|bijiwj1 < <Xij |wj| " j 6 * '

T3. Istnieje wektor 1-wymiarowy rt = (oC1 o!̂ ), >  0 taki, że
cierz S = jest ujemnie określona.

ij

- «i C-i3 + Z 2  *1 °i5 Ż  * i=1 K=1

Ci4 Kij + Cj4 Kji]

£
iK jeśli i=»j

jeśli ijij.

Uwaga
Warunki dla eksponencjalnej stabilności (z p 1) złożonych stochastycz­

nych układów dynamicznych (7a) wynikają z założeń tw. 3 jeśli K.. zastą- 
pić przez C. . oraz OC. * przez b... i jeśli założenie 2 jest spełnione.lj lj IJ
Dowody twierdzeń 1,2,3 i wniosku oparte są na tej samej idei i przebiega­
ją bardzo podobnie. Dlatego podamy tutaj tylko dowód twierdzenia 3>

Dowód twierdzenia 3
1

Weźmy funkcję Lapunowa V (x) = oCiVi (wi) * oCi>0, (i=1,...,l) oraz 

zdefiniujemy
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{ 1
x e Rn : V(x) = 2  Vi(wi)<ra

dla dostatecznie dużego m>0.
Jeśli x e 0ffl wtedy =  mi oraz

c {xs Vî wî  <  mi» Al,--«,l|*

Ponieważ każdy podukład (6) spełnia własności B stąd wynika, że

L|X|2, xe Q , (12)min |o^ Ci1| |x|2 <V(x)<max Ci2|| 

dla m dostatecznie dużego.
Oszacujemy teraz wielkość V(x) i pokażemy, że jest ona mniejsza
od pewnej ujemnej formy kwadratowej

¿(10) V(x) = ¿(10) ^  «i vi(wi) “ 2 * *  cCvć)Vi(Wi) + 
i=1 i—1

1 1 
+ 2  i[VVi(wj)] T 2  Eij(Wj) + 2 ^ (Wi} 2  biK(wK} '

i=1  ̂ j=1 K=1

* ^ j K ^ } *  (13)

1 ę 1
¿(10) V W  < 2  rti - °i3|wi|2 + Ci4jwi| 2  KiO 

i=1 ^ j=1
Lj|Wd| +

1
+ ? I?i(wj)l 2  x ik w£rK=1 J

i r 1¿(10) ̂>2*1 \~ c±3|wi| 2 + Ci4lwil 2 Kij|Wjl
1=1 dJi

+ ł Ci5 2  X iK ,U|2| ’K = 1 j

gdzie UT = (|w1 ( Iw-l| ):
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stąd

“) <  u1 Q u + Jf c<̂  C±
i=1

5 ¿_ , * ik
k=

I Ul » (14)

gdzie Q = jest macierzą określoną wzorem

qi.j =

oc ■ 0. -“  i i3

rti Ci4 Kij

dla i=j

dla ićj

Następnie:

*(10) T u )  <  uT [ta*<łT )/2] « + 4  2  *i ci5 2 ] x i k } lu,;
i=1

1zK=1
a stąd wynika, już bezpośrednio teza twierdzenia 3.

III. Przykład

dw. = - ęŁ wt dt + 6 * ^ )  dzA + dt i-1,2,3,4 (15)

d© = - r©dt - f (©)dt +61 . ©dz„
© © + fc w.. dt + 

i=1

4
Z! b0i Wd d£j«
j=1

gdzie ęi>0, 6\> O, r>0, ^>0, |J>i, b0  ̂ są stałymi, •jẑ .teiP̂ ,
{-©•®<T}> teT} s6 jednowymiarowymi procesami Wienera, w± e R1
© e R1 f(0) jest funkcją rzeczywistą jednej zmiennej posiadającą następu­
jące właściwości»

1. f - jest ciągła V - o o  <  0 <  00

2. f (0) = O 0 = 0
3. 0 < f  (0) . 0  < M 0 2 V e / o .

Złożony stochastyczny układ dynamiczny może być traktowany jako sprzęże­
nie dwóch podukładów dynamicznych S1 i 3g

31 ! dwi = Ci wi dt + ex dZi i=1,2,3,4 

S2 s d© = - r © dt - f(0)dt +q00 d2ę).

(1 6)

(17)
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Macierze sprzężeń mają postać

^12 =  ̂ ^  ^21 = ^ 1 * >̂2 ’ (̂4)

b12 =-- (0, 0, 0, 0) b2l = (bQ1, b@2, b03» b04).

Układ (15) jest szczególnym przypadkiem układu (7a).
Załóżmy, że (- 2 ^  + ff2) <0, i=»1,2,3,4 i (-2r + ff2) <  0. (18)

Są to warunki stabilności dla podsystemów.
Dla podukładu (16) weźmy funkcję Lapunowa postaci:

V\j (w) = wTw = | w | 2,
* mgdzie w = (w1 w2 w^ w^).

Wówczas V.j należy do dziedziny operatora A„ dla dostatecznie dużego
m1m.>0 i otrzymujemy:

•

aq V 1 = £(-]6) V-| (w ) < m a x  (-2 ę ± + 6"2 ) |w| 2 m-j 1

dla każdego w e Qffl » (w, |w!2 < m 2}.

Również: |VV V.j(w)|<2|w| = C14 |w|

| /̂  (w )| ̂  4 = 1̂ 5*

Podobnie dla podukładu (17) weźmy funkcję Lapunowa postaci:

V-2(0) = 02.

Wówczas V2 należy do dziedziny operatora AQ dla dostatecznie .dużego
m2

m2> 0  i otrzymujemy:

\  V2 = L(17) V2(0)<(-2r +&0 ) 0 2 

dla każdego 0 <  Qm = j^0: 0 2< m 2j.
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Również:

= C24e

= c25.

4 1 2
2  & ' 2i=1 K=1

1K = 0

2  b2K - 2  ^K=1 i=1

podstawiacją cĈ = ^ i oCg

trzymujemy macierz

4
(-2 + 6j_2)/4 + | . ^ . 2 ^

i korzystając z tw. 3 o-

S =

max
i b©i>

1, [(-2r + ffj) + J . 2  J  4 ] / 2. [ 2  ?>t]7
i=1 i—1

stąd wynika, że rozwiązanie trywialne układu (15) jest eksponecjalnie sta­
bilne (z p 1) jeśli macierz S jest ujemnie określona.

H  }i< 1 %i=1

8 li.
T

[max (-2 ęi+6?) + b0J  [(-2r +5© ) + 2  °©i]
1 i=1 “

Uwagi końcowe

Przedstawione w pracy wyniki są pewnym uogólnieniem wyników zawartych 
w pracy A.N. Michela [11].

W pracy przedstawiono jedynie analizę układów (7a), (8b), (9c) i (10d), 
bowiem dla pozostałych przypadków np. (7b), (9a) itp. analiza jest bardzo 
podobna. Celowym wydaje się jednak przebadanie złożonych stochastycznych 
układów dynamicznych, na które działają procesy Poissona.
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AHAJIH3 yCTOËNHBOCTH CJKMHHX CTOXACTHHECKHX KHHAMHNECKHX CKCTEM

P e 3 jo m e

B paßoie npe^CTaBJunoroH HOBHe pe3yjibTaTH aoHMnToiHvecKOü h 3KcnOHeHi;HaJibr- 
Hofó yCTOÍJJJHBOCTU C BepOHTHOCTbiO OÄHH RJlfl HeKCTOpHX KJiaCCOB HenpepHBHux CTO— 
XaCTOTeCKHX CvlOXHHX CHCTeM. npHBOflflTCa npHMepa.

STABILITY ANALYSIS OP STOCHASTIC COMPOSITE DYNAMIC SYSTEMS

S u m m a r y

New results for the asymptotic stability and exponential stability 
with probability one of several classes of continuous parameter stocha­
stic composite systems have been established. The results have been 
applied to specific examples.


