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CHARAKTERYSTYKI STOCHASTYCZNE UKLADOW OPISANYCH STOCHASTYCZNYMI ROWNANIA-
M1 CALKOWYMI YOLTERRY 11 RODZAJU I I1CH ZASTOSOWANIE DO STOCHASTYCZNYCH
ROWNAN ROZNICZKOWYCH

Streszczenie: W pracy uogélniono wyniki otrzymane w W - Wypro-
wadzono wzory na funkcje korelacyjna rzedu r dla stochastycznego
réwnania catkowego Volterry Il rodzaju. Otrzymane wyniki zastosowa-
no do badania stochastycznych réwnan rézniczkowych n-tego rzedu ze
zmiennymi wspoédczynnikami i stochastycznym wymuszeniem. Oszacowano
t48dy jakie mogg powstaé¢ wskutek rozwazania skonczonej ilosci wyra-
z6w w rezolwencie.

Rozwaza¢ bedziemy stochastyczne réwnanie Yolterry Il rodzaju, postaci

(W),

t
@
o
gdzie
(O) te [0,T]1, T<o00j
(i) <oef2|<ffi, - przestrzen probabilistyczna;
(iii) x: [o0,Tj »S¥-"R -nieznany proces stochastyczny;
(iv) h: [0,T] <Q-»-R - znany mierzalny proces stochastyczny;
() K: [0.T] = [0,T] - R - jadro - funkcja mierzalna wg
Lebesgue’a oraz O<u <t <TiV|K(t,u)j < B(t) A
m B:R-»R

[B(t)Im dt<oo dla m=1,2,...
1
(vi) K - stata liczba rzeczywista.

Wprowadzamy przestrzen Banacha Cm (m>1) wszystkich funkcji mierzalnych
X I [0,T] <= Q-»R takich, ze
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F - {/I- 17 «}re

liorme w przestrzeni Ci# definiujemy nastepujaco«

b , c" “ ««“to, |] O*“ e l'}
Réwnanie (1) zapisane za pomocag rezolwenty ma postac«
t
x(t,cc) = h(t,<0) +X i| R(t,u«W h(u,00)du. @
Dla i=1,...,r tworzymy wyrazenia (wykorzystujac tw. Fubiniego):

h

x(tl,io) - Bx(ti ,® = h(tifw) -Eh @ o) +XI1 RCtN.u~K) .

0
e [hCr.co) - Eh(uitoo)] du™.
Wprowadzajac pomocnicze oznaczenia:
A(tito) — " Ehit”co); (2a)
fi
3N, = xlI R(tit uitX) = jj~u~co) - Eh(ui,oo0) duit
0

funkcja korelacji rzedu r dla réwnania Volterry przyjmie ksztatt«

Kx (t1 ,tr) = Ej[x(tl,®5) - Ex(tl,a)] -.. [x(tr ,®) - Ex(tr o> =

= E jJA(t.j,co) ...A(tr ,)j- + EMAIt-p0¢) ... A(tr_1tom) < B(tr ,wWj- +...+

Els(t™ ,00) « A(t2»Gi) <= A(t"N,#cO)N + E "A(t-j ,co)e=e-A(t”,~fo) = Bit™pco) =

e B(tr ,tw)|] + Ej/V(tpio) ... B(tr_2,0) . A(tr_1f«w) < B(tr ,®)j. +

+ ... + 3 |B(tl,@®) ... BCEAjio)~. @b)



Charakterystyki stochastyczne uktadow. .. 179

(Dla r=2 otrzymujemy wzér na funkcje korelacji procesu x(t,to) taki sam
Jak w [7D-

Wzér (2b) wykorzystamy do badania funkcji korelacji stochastycznego réwna-
nia rézniczkowego postaci«

an~t) + an-1(t> +"*+ al<*>- dy"#|Iyj +

dt n-i

+ aQ () y(t,co) = P(t,co), (©)]

gdzie y(t,co) i P(t,<0) sa rzeczywistymi, mierzalnymi procesami stochastycz-

nymi, ai () dla i=0,1,...,n sa nielosowymi rzeozywistymi funkcjami
i te[0,T]. W powyzszym réwnaniu pochodnestochastyczne i znak réwnosci sa
rozumiane wg Sredniej rzedu m ([1], [4], [$]1)= Dla réwnania @)

zatozymy znajomos¢ warunkéw poczatkowych*

dla t =0 y(,co) = yQ, my<l>___, dn~-1. . yfa-0.
dt

Przy zatozeniu A aR() 4 0 (poza zbiorem o miarze lebesgue’a réwnej

zero) mozna (3) przeksztalci¢ do stochastycznego réwnania catkowego Vol-
terry li-go rodzaju =

Nieoh (2]

/\(t) d Uy X (t.OO), (4)
dt
wtedyi
.y(@-1) =/ f~rdt, @
dt n* n n
dz:kn;\((A/\_W) b YK 5 ygn-keD) oyl ot
mjfjf « k e 1M # En (o
el
ytooy -y 9§D L E. Lyt
0 0 - (n-1)!

E - -»He
lfD \b an # 3 J/O n » <é»
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Ha podstawie powyzszych wzoréw rozpatrywane roéwnanie (3) w postaci rowna-
nia catkowego ma ksztatt:

x(t,co) + an-1 () .[]j 6u + yin"DI+. ..+ an_k (D)

=Ll + A n_k) + N n-k+l) - yqn“1) -
t k 1
N 1% oV a07)*

+ >n-1

[/ofe fr - at *47 ex -
-1 1

a po uporzadkowaniu:

X(t,w) = P(t,<0) - <jan_1(t) . yAn_17 + ..+ an k(0 . VPO
+yr-k+1) -t 4oL+ y(n-1) . J+...+ a0(®) . [y0 + y*1}t +. .+
y°n"1l) < ferrr] }-jf [an-i(t> +*-*+ W * ) =

CIWPT 4 a0(t) - ATRETT ]+ ifluf dur ©)

Po wprowadzeniu oznaczen:

h(t,co) = P(tyco) - {===}« A = * 1;

K(t,u) = [an-1(Y) +...+ an_ k() . [Irr} T" + a0 (). J] -

()

mamy réwnanie (1)-
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Obecriie bedziemy bada¢ probabilistyczne charakterystyki procesu y(t,w).
Wg (4c) wartosé¢ Srednia ma postac*

E y(t,u) - EyO+ Ey*~ . t +...+ Ey™n“l) . yj +

dla losowych warunkéw poczatkowych oraz*

By(t,io) = yQ + y<1> . t +.. .+ y~"1) . +1
JO

viftif * 0»)

dla zdeterminowanych warunkéw poczatkowych. Dalej bedziemy rozwazac¢ tylko

zdeterminowane warunki poczatkowe. Wg (40) i (10)*

y(t,<0) - Ey(t,co) -jf wffifpl . du 1)

czyli funkcja korelacji

Ky(ti,tg) « E ,0) - Ey(tltoo)] = (y(t2.,0i) - Ey(t2,<0)j| »

/L /2 "+1~ul)n~1 (t2-u2)n-1 x(u.,,w) - Ex(ulfa)
(-1 1 = ®n lul;

b
x(u2,0) - Ex(u2,m) B H (t.-u. 31"11 - (t2—u25ﬁ11
- r-t ——— dup du. =1 1 JR — I—
an Au2 2 1 '0o Jo [(n-D 1]2. an(ul).aa(u2)
. Kx (ul, u2) du2 du.j, a2

(gdzie Kx (uM,u2) - funkcja korelacji procesu x(t40))* a wariancja*
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natomiast funkcja korelacji rzedu r ma postac«
Ky (tl,...,tr) = E jjyit-j.co) - Eyit~co)]... [y(tr .® - Ey(tr .cojl

8: (tl-ul)n_1 (tr-ur)p~1 x(ul,H) - Ex(ult(©)
S || *ee - .
. . (n-T)-T - — (n-1)! *

(0] o

x(ur ,tv) - Ex(ur ,©

. lan tur) dur **e dul =

i f (t.-u. ) -(t -u )

fere | orfr T < *1fr <" "U* *eee,U,) = du ee_dU4»
LO EO Bm—i»n]r . ani)-..a_ (u,,) X 1 r r -

as

gdzie Kx (@],=-<,ur) - funkcja korelacji rzedu r procesu x(tfod).Zdefiniu-
jemy funkcje korelacji rzedu 1™ +...+ Ir w postaci«

r 1i
i ...~ ttiie»e>tr) = E-[Jy(t~,0D) - Ey(t~,to)d e
Ly(tr 00 - Ey(tr,co)] |, as)
1 ™ tr  tr
Ky»11...1r (tl V - A i io
(t1-U11)n 1 Al ey1amn x(ull G - Ex @11,00

“THTlm—— OPTTT™ = A

X(ulx ,od) - Ex (u1;1 jod) (tr-uri )n_1 (tp-u.pl )
an(urii) Tn=TH mx (n-1) T
x (url,m) - Ex(url,oD) x<rl “ Ex@rl

o anturl ~
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+Hi tr tp
durl " "™ durl ...... dull [oTE 2
*0 0.
11 Xr
@ -uryn ~ én A e(re“UrM)n Neeee(tr-Ur  jn-1
n dr
C(n-ij 1 T = ) e*= an U-]V) ee= SjjUri) eee uU™urx ~

- Y11 7*** ULIN **** url P **url Mdurl ***durl *“**Ayl Ferxayll (16)

i Kx@u-,i> «***url ~ “ jUllidBa korelacyjna rzedu 1~+.._+Ir procesu x(t,to).

W zagadnieniach praktycznych czesto zdarza sie, ze nie rozwazamy rezo-
Iwenty jako sumy nieskoriczonej ze wzgledu na pominiecie wyrazéw w tej su-
mie poczgwszy od jakiego$ wskaznika m+l. Tak wiec zaktadajac, ze rezol-
wenta sktada sie z m wyrazéw i oznaczajac te sume przez RAt.u,”™) moz-
na dla dowolnego 8-> 0 tak dbbraé m azeby

A JR(t,u,A) - IL(t,u,X E. 17
(L r R - L) < an

\? dalszych rozwazaniach zajmiemy sie oszacowaniem réznicy pomiedzy warian-
cja (13) liczong dla rezolwenty bedacej szeregiem nieskonczonym lub skon-
czonym przy warunku (17)»

Wg (2b)(oraz [7] )

ikx (t2tg) - k JEY."2)IAMF JeETisuisw  “ @mNi*uiW]| -
7 n

I*"h @2 ,ul  dul IRCE2>u2* ) 1*
q)
h >2
I"h@1*u2?] ~u2  ~ i 1 JRCtT , X) - Ritgjng, X -
Jo Jo

- (L0, X " RICER,u2,~| * [Khiul*u251 du2 dul as)
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(Ku(upU2) - funkcja korelacji procesu h(t,co))« Ze wzgledu na (17) za-
chodzit

fil
IKX N l*/\2/\ ce /\X,m/\l *1\2/\1\ N I/\ 2’ ul/\j /\Ul +
i 2 iX|Bt il [2 1
+ 1 |Kh (t1tu2)] du2 + 2]X]|Be 1 I |[Kh U1 ,u2)] du2 dui, a9
<0 0 J0 J
gdzie

B=B(t) jest niemalejgcym oszacowaniem jadra réwnania (6) tzn.

a 1(t)+...+a t) ~u 1 R (t-wn_11
B(t)>|K(tM b L f'K' a iﬁﬁ_
w

(19a)
Uwzgledniajac, ze A = - 1 oraz wprowadzajac oznaczenia
T«
m r i i
Gagxngn 1 1" h~t2»u 1] dul*
n
(tpt2) == | IKb CupU2)] du2 dup (19b)
poszukiwane oszacowanie bedzie postaci:
., 221 6 ivi*  (t-u-,)““1l . (t-u2)n-1 r
Iy "5y'ml< [(n-1)!]J2 || JQ Jan(ui) . anlu2)] * [Q@u2*ul) +
U  C g I+ ., ™M=1 r+ ),'l‘—l
du2 dun + 2 Be J " Tan (uv)Vvan (u2)]| *
e H(u™,u2)du2 du™ ) 20)

Mozna jeszcze zastanowi¢ sie nad nastepujacym zagadnieniem -

ile trzeba
wzigé wyrazéw rezolwenty azeby dla zadanego 6°>0 bydo:
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Wg (20) prawa strona nieréwnosci musi by6 mniejsza od S”a stads

£ < No» 2

gdzie {e......... <} jest wyrazeniem wystepujacym w nawiasie po prawej
stronie nieréwnosci (20). Uwzgledniajgc oszacowanie rezolwenty przy pomo-
cy B mamy«

* H n - " « i - 123>
czyli

BGOYm+l - ddnaty 13z . b

w -r® b>A . @

Ha podstawie tej nieréwnosci mozna obliczy¢ m - potrzebna ilos¢ wyrazéw
w rezolwencie aby zachodzit warunek (21).
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CTOXACTHHECKHE XAPAKTEPHCIHKH CHCTBI OIlNIHCAHHHX HHTErPAJIBHHMH. yPABHEHHHMH
BOJILTEPPH H HX BIPHMEHEHHE B CTOXACTHOECKHX FIH»EPEHIGAJINIHEIX YPABHEHHHX

P e3 Kme

B padoie BUBe”eHU $opMyau ajir KoppejiHipiOHHOi# $yHKujni H-oro nopa”Ka HHie-
rpaiBHoro ypaBHSHHH BojiBieppu. ilojiyaeHHue pe3yjn,Taihi 6hjih npnueHeHti b "H$$e-
peHUHEUILHUx ypaBHeHHax a-oro nops”Ka.
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THE STOCHASTIC CHARACTERS OP DISPOSITIONS DESCRIBED BT THE RANDOM
VOLTERRA INTEGRAL EQUATION AND ITS APPLICATION TO RANDOM ORDINARI
DIPPERENTIAL EQUATION

Summary »

In the paper the pattern of the co-variance function of the order m of
the random Volterra integral equation was presented. This pattern was app-
lied to the ordinary differential equation of the order n.



