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CHARAKTERYSTYKI STOCHASTYCZNE UKŁADÓW OPISANYCH STOCHASTYCZNYMI RÓWNANIA­
MI CAŁKOWYMI YOLTERRY II RODZAJU I ICH ZASTOSOWANIE DO STOCHASTYCZNYCH 
RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH

Streszczenie: W pracy uogólniono wyniki otrzymane w W -  Wypro­
wadzono wzory na funkcję korelacyjną rzędu r dla stochastycznego 
równania całkowego Volterry II rodzaju. Otrzymane wyniki zastosowa­
no do badania stochastycznych równań różniczkowych n-tego rzędu ze 
zmiennymi współczynnikami i stochastycznym wymuszeniem. Oszacowano 
tł§dy jakie mogą powstać wskutek rozważania skończonej ilości wyra­
zów w rezolwencie.

Rozważać będziemy stochastyczne równanie Yolterry II rodzaju, postaci

(v) K: [O.T] •. [0,T] — R - jądro - funkcja mierzalna wg
Lebesgue’a oraz 0 < u  <t <TiV|K(t,u)j <  B(t) A 

m B:R-»R

(W) ;

o

t
(1)

gdzie:

(i) te [0,T], T<ooj

(ii) <oe£2|<ffi, - przestrzeń probabilistyczna;
(iii) x: [o,Tj »Sł-^R -nieznany proces stochastyczny;
(iv) h: [0,T] • Q-»-R - znany mierzalny proces stochastyczny;

[B(t)]m dt<oo dla m=1,2,...
1

K  - stała liczba rzeczywista.(vi)

Wprowadzamy przestrzeń Banacha Cm (m>l) wszystkich funkcji mierzalnych 
x : [o,T] • Q-»R takich, że
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gdzie s

ii— l - {/i— r ^  «}*•
liormę w przestrzeni Cil! definiujemy następująco«

b , c" “  ««“to,I] O*“ '“ ’ 1- }

Równanie (1) zapisane za pomocą rezolwenty ma postać«

it
x(t,cc) = h(t,<o) + X  | R(t,u«W h(u,oo)du. (2)

Dla i=1,...,r tworzymy wyrażenia (wykorzystując tw. Fubiniego):
h

x(t1,io) - Bx(ti ,co) = h(tifco) - E h  (tĵ .oo) +Xl RCt^.u^K) .
0

• [hC^.co) - Eh(uitoo)] du^.

Wprowadzając pomocnicze oznaczenia:

A(tit<o) —  " Ehit^co); (2a)

fi
3 ^ , co) =  x l  R(tit uitX) • jj^u^co) - Eh(ui,co)J duit

•o

funkcja korelacji rzędu r dla równania Volterry przyjmie kształt«

Kx (t1 ,tr) =  Ej[x(t1,a5) - Ex(t1,cn)] ... [x(tr ,co) - Ex(tr ,co)]j> =

= E jA(t.j,co) ...A(tr,to)j- + E^Ait-pOć) ... A(tr_1tco) • B(tr ,w)j- +...+ 

E|s(t^ ,co) « A(t 2 »Gi) ••• A(t^,#co)^ + E ^A(t-j ,co)• • • A(t^,^f co) • Bit^^pco) •

• B(tr,to)| + Ej/V(tpio) ... B(tr_2,oo) . A(tr_1f«o) • B(tr,co)j. +

+ ... + 3 |B(t1 ,co) ... BCt^jio)^. (2b)
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(Dla r=2 otrzymujemy wzór na funkcję korelacji procesu x(t,to) taki sam 
jak w [7]).
Wzór (2b) wykorzystamy do badania funkcji korelacji stochastycznego równa­
nia różniczkowego postaci«

an^t) + an-1(t> +" * + a1<*>- dy" ł|J'yj +crc dt n-i

+ aQ (t) y(t,co) = P(t,co), (3)

gdzie y(t,co) i P(t,<o) są rzeczywistymi, mierzalnymi procesami stochastycz­
nymi, ai (t) dla i=0,1,...,n są nielosowymi rzeozywistymi funkcjami
i te[0,T]. W powyższym równaniu pochodne stochastyczne i znak równości są
rozumiane wg średniej rzędu m ([1], [4], [$])• Dla równania (3)
założymy znajomość warunków początkowych*

dla t = 0 y(0,co) = yQ, ■ y<1 >..., d.n~.1. . y fa-0.
dt

Przy założeniu A aR (t) 4 0 (poza zbiorem o miarze lebesgue’a równej

zero) można (3) przekształcić do stochastycznego równania całkowego Vol- 
terry Ii-go rodzaju •

Nieoh (t2]) ^(t) d U , X (t.oo), (4)
dt

wtedyi

. y (a-1) = / f ^ d t ,  (4a)
Jn ndt n‘

dn".k .YA^.W) _ v (n-k ) - v (n-k+1) v (n-1) . t*-1
dt n-k ” yo " yo . t - ... - yQ .

■ j f j f  « k • 1̂ #  ■>» ( «>

1ć

y(t,co) - y „(1) t _ (n-1) t n_1y n .  t  -  . . .  -  y ---------------- -----------
0 0 • (n-1)!

f  (  a # 3* " - /  -»• <♦»■JO JO, n Jo n
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Ha podstawie powyższych wzorów rozpatrywane równanie (3) w postaci równa­
nia całkowego ma kształt:

x(t,co) + an-1 (t) . [ j  óu + yin"1)J+...+ an_k (t) .

• [ |  + ^ n_k) + ^ n-k+1) • y0(n"1) •

t k_1 1
• Tk-T)'!J ao^)*

ł >n-1
[/ofe fr  • a" ł * 4” • * •

t11-1 1

a po uporządkowaniu:

r(n-k)x(t,w) = P(t,<o) - <jan_1 (t) . y^n_1  ̂ +...+ an_k (t) . ĵ ŷ r 

+ y^ - k + 1) . t +...+ y (n-1) . ]+...+ a0 (t) . [y0 + y^1 }t +...+

y°n"1) • f e r r r ]  }-jf [an-i(t> +*-*+ ‘W * )  •

* [ w '}  T +“ ,+ a0 (t) • ’^Tn-lT T ]  • i ^ l u f  du* (6)

Po wprowadzeniu oznaczeń:

h(t,co) =  P(tyco) - {•••}« A = “ 1;

K(t,u) = [an-1(t) +...+ an_k (t) . [|rr}'T" + a0 (t). J ] •

mamy równanie (1).
(7)
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Obecriie będziemy badać probabilistyczne charakterystyki procesu y(t,w). 
Wg (4c) wartość średnia ma postać*

E y ( t , u )  -  Ey0 + Ey^1  ̂ . t  + . . . +  Ey^n“ 1 ) .  yj +

i
dla losowych warunków początkowych oraz*

By(t,io) = yQ + y<1> . t +...+ y ^ " 1) . + i
J O

• i f t i f  *“ 0»)

dla zdeterminowanych warunków początkowych. Dalej będziemy rozważać tylko 
zdeterminowane warunki początkowe. Wg (4o) i (10)*

y(t,<o) - Ey(t,co) -jf ■¡ffifp1 . du (11)

czyli funkcja korelacji

Ky(ti,tg) « E ,oo) - Ey(t1too)] • (y(t2,oi) - Ey(t2,<o)j| »

r1 f2 ' + 1~u1 )n~1 (t2-u2)n-1 x(u.,,w) - Ex(u1faj)/ /
•b (n-1) I * ®n lu1;

x(u2,co) - Ex(u2,co) P P  (t.-u. )n"1 . (t2-u2)n-1•- 7r-t  --- dup du. = I I ..I...1.   ¿— i--
^  2 1 'o Jo [(n -1) I ] 2. an (u1).a a (u2)

r1 U  ^-1 in-1

an vu2

. Kx (u1, u2) du2 du.j, (12)

(gdzie Kx (u^,u2) - funkcja korelacji procesu x(t,40))* a wariancja*
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natomiast funkcja korelacji rzędu r ma postać«

Ky (t1,...,tr) = E jjyit-j.co) - Eyit^co)]... [y(tr ,05) - Ey(tr ,co)j|

f  tI  * • • 01 fr (t1-u1 )n_1 (tr-ur )p ~ 1 x(u1 ,łj) - Ex(u1t(o)
s

'o 'o
(n-T)-T" •“  —  (n-1)! ' *

x(ur ,to) - Ex(ur ,(o)
... . 1 an tur ) dur **• du1 =

i f (t.-u.) ...(t -u )
f «*• I r-‘ r T Tr*' ‘ * 1 11 r ‘ ' ' ' ® 'U* * • • • , U„) • du • • .dU4 »

L  L  R n - 1 ) n r . a„(u. )...a_ (u„) x 1 r r .0 "0 [(n-1)l]r . an (u1

(14)

gdzie Kx (u-|, •. • ,ur ) - funkcja korelacji rzędu r procesu x(tfod). Zdefiniu­
jemy funkcję korelacji rzędu 1^ +...+ lr w postaci«

r  1 i
i  „ .  . l ^ t t i  i • » • > tr )  =  E - | J y ( t ^ , o D )  -  E y ( t ^ , t o ) J  «« •

[y(tr,oo) - Ey(tr,co)] |, (15)
t1 t̂  tr tr

Ky»l1...lr (t1 V - E ^    j " j 0

(t1-U11 )n_1 ^ 1 “U11^^ x(u11,Gj) - Ex (u 11,0lJ
' Tń-łT ■!---------OPTTT* *--  r-Cu'-̂ -----------

x(u1x ,od) - E x (u 1;l jod) (tr -uri )n_1 (tp-u.pl )

an (ur i i )  Tn=TH ” * (n-1) T

x (ur 1 ,OD) - Ex(ur 1 ,0D) x <url “ Ex(url

**’ an turl ^



łi tr t-p

Charakterystyki stochastyczne układów«». _______________________________183

durl " "  dur1 ......  du1l  du,ł
*0 0.

11 Xr

(t^-U^^)n  ̂ )n ^ • (tr“Ur  ̂)n ^••••(tr-Ur jn-1
 ̂ dr

C(n-1)ij 1 T • ) ••• an (u-]̂ )̂ ••• Sjj(uri) • • • ®u^urX ^

• Û11 ’ * * * ,U11̂  * * * * ,ur1 ’ * * *url d̂url * * *dur1 * ‘ * *^U1 ** * *^U1 1 (16)

i Kx (u-,i> •***url  ̂ “ i'UIlic03a korelacyjna rzędu 1^+...+lr procesu x(t,to).

W zagadnieniach praktycznych często zdarza się, że nie rozważamy rezo- 
lwenty jako sumy nieskończonej ze względu na pominięcie wyrazów w tej su­
mie począwszy od jakiegoś wskaźnika m+1. Tak więc zakładając, że rezol- 
wenta składa się z m wyrazów i oznaczając tę sumę przez R^t.u,^) moż­
na dla dowolnego 8 ~> 0 tak dbbraó m ażeby

A r JR(t,u,A) - IL(t,u,X)| <  E. (17)
t.ue [0,T]‘ ^  1

V? dalszych rozważaniach zajmiemy się oszacowaniem różnicy pomiędzy warian­
cją (13) liczoną dla rezolwenty będącej szeregiem nieskończonym lub skoń­
czonym przy warunku (17)»
Wg (2b)(oraz [7] )

i Kx (t^tg) - k jjjC"t-j ,^2)I ^ M f  j®(i"i >ui >W  “ ®m^i*uiW| • 
’ 'n

| ̂ h (1“2,u1 du1 |R('t2>u2* ̂ ) | *
•t)

h  > 2

| ̂ h (̂ 1 *u2̂ | ^u2 ^  i  l  jR("t*]» , X) • Ritgjng,
Jo Jo

X) -

- 1̂ (1;.,,o, ,X) ' Rm('fc2,u2,̂ |  * |Kh iu1 *u251 du2 du1 (18)
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(Ku(upU2) - funkcja korelacji procesu h(t,co))« Ze względu na (17) za­
chodził

f i1
|Kx ^ 1*^2^ “ ^x,m^1 *^2^ ̂  ^ | ^  2 ’ u1^j ^U1 +

i 2 iX|Bt i1 [ 2 1
+  1 |Kh (t1tu2)| du2 + 2|X|Be I I |Kh (Ul,u2 )| du2 dui, (19)

•'0 •'o J0 J

gdzie B=B(t) jest niemałejącym oszacowaniem jądra równania (6) tzn.

B(t)>|K(t
la 1 (t)+...+a , (t) (t-u)k_1 . (t-u)n_1 IfU). „ L  f:.k. re=ffi-fU,( a (ii)

W
(19a)

Uwzględniając, że A  = - 1 oraz wprowadzając oznaczenia 

t«
G m  r  i i
^2*^1^ I |^h^t2»u1^| du1*

Jn

h
(tpt2 ) ==J^ j  |Kb (upU2 )| du2 du p  (19b)

poszukiwane oszacowanie będzie postaci:

, 2 2 1  6 iYi* (t-u-,)““1 . (t-u2)n-1 r
I y "  5 y ’ ml <  [(n-1)!]2 | |  J Q | a n ( u i )  .  an lu2 ) |  * [Q (u2*u1 ) +

Ź  / + ,, ^-l r+ ,ir‘-1•nu C C )
du2 dun + 2 Be . j j ' '|'an (uV)Van (u2)| *

• H(u^,u2)du2 du^ )  (20)

Można jeszcze zastanowić się nad następującym zagadnieniem - ile trzeba 
wziąć wyrazów rezolwenty ażeby dla zadanego 6’> 0  było:
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Wg (20) prawa strona nierówności musi byó mniejsza od S’ a stąds

£ <  ^ » (22)

gdzie {•......... •} jest wyrażeniem występującym w nawiasie po prawej
stronie nierówności (20). Uwzględniając oszacowanie rezolwenty przy pomo­
cy B mamy«

* H n  • "  «  i  • l 2 3 >

czyli

(Bt^m+1 - Łn - 1 1  l]2 . b'(Bt) - lln-1) IJ * .
w - r ^  b > Ą : . : : . * (24)

Ha podstawie tej nierówności można obliczyć m - potrzebną ilość wyrazów 
w rezolwencie aby zachodził warunek (21).
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CTOXACTHHECKHE XAPAKTEPHCIHKH CHCTBI OIIHCAHHHX HHTErPAJIBHHMH. yPABHEHHHMH
BOJIbTEPPH H HX IIPHMEHEHHE B CT0XACTH9ECKHX flH»EPEHI®AJIIiHŁlX YPABHEHHHX

P e 3 K m e

B padoie BUBe^eHU $opMyau ą j i r KoppejiHipiOHHOii $yHKujni H-oro nopa^Ka HHie-
rpaiBH oro ypaBHSHHH BojiB ieppu. ilojiyaeHHue pe3yjn,Taihi 6hjih npnueHeHti b ^H$$e-
peHUHEuiLHUx ypaBHeHHax a -o ro  nops^Ka.
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THE STOCHASTIC CHARACTERS OP DISPOSITIONS DESCRIBED BÏ THE RANDOM 
VOLTERRA INTEGRAL EQUATION AND ITS APPLICATION TO RANDOM ORDINARÏ 
DIPPERENTIAL EQUATION

S u m m a r y  »

In the paper the pattern of the co-variance function of the order m of 
the random Volterra integral equation was presented. This pattern was app­
lied to the ordinary differential equation of the order n.


