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0 WYZNACZAM!) WARIANCJII STOCHASTYCZNYCH UKELADOW DYNAMICZNYCH
ZA POMOCA STOCHASTYCZNYCH ROWNAJ? CALKOWYCH PRZY UWZGLEDMEMU
JEDNEGO WYRAZU REZOLWBNTY

Streszczenie: W pracy wykorzystano wyniki otrzymane poprzednio
przez autora. Zastosowano wzory na funkcje korelacyjng dla stochas-
stycznego roéwnania catkowego Volterry li-go rodzaju oraz na warian-
cje dla stochastycznego réwnania rézniczkowego. Wykorzystano jeden
wyraz rezolwenty oraz oszacowano pojawiajacy sie blad.

W pracy [ podano wzér na wariancje 'na wyjsciu" uktadu opisanego sto-
chastycznym réwnaniem rézniczkowym

m(y + oC(Dy + c(Dy = P(t,wW), -®

gdzie:
m(t), oc(t), c(t) - catkowalne funkcje rzeczywistej

P(tffo) - mierzalny rzeczywisty proces stochastyczny rzedu drugiego;wa-
runki poczatkowe-zaeterminowane. Do wyprowadzenia tego wzoru
postuzono sie stochastycznym réwnaniem catkowym Volterry |I.
rodzaju. Ksztalt jego jest nastepujacy:

¢

gdzie:

(©)
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oraz t2) - funkcja korelacji procesu P(t,00); R(t,u,A) - rezol-
wenta roéwnania catkowego

(O]

Dla uktadu opisanego réwnaniem (1) jadro réwnania (4) ma postac

h(t,co) = -jjcc(®) . yO + o(t) . (Q . t + yQ)J + P(t,0f)
i x(t,co) = m(t)y(t,co).

W pracy [5] rozwazono mozliwo$¢ zbudowania rezolwenty R(t,u,X) ze skon-
czonej ilosci wyrazéw oraz oszacowano pojawiajacy sie wtedy bidad. Dla nie-
ktérych typow ukdadéw (np. rozruch ukdadéw dynamicznych o zmiennej iner-
cji) mozna rozpatrywa¢ wzér na wariancje Ccly przy uwzglednieniu jednego
wyrazu rezolwenty a pojawiajacy sie blad jest znikomy. Wtedy R(t,u,A) =
= K(t,u). W_niniejszym opracowaniu wykorzystujac (3) obliczono wg (2) wa-
riancje 6Yy dla konkretnych parametréw uktadu opisanego przez (1) i zada-
nej Ffunkcji korelacji. Zmiany parametrow dobrano tak aby mozna bydo podac
interpretacje techniczng (W. [2], [3]1)- m(t) jest np. masg lub momen-
tem bezwkadnosci, cC(t) - wspotczynnikiem thumienia, c(t) - wspoétczynni-
kiem sprezystosci.

W celu utatwienia dalszych rozwazan przyjeto nastepujace oznaczenia

t

1
o]

1

wtedy wg (3):

t.l.

loc, a2 7 ~1 (it)-Xq (e2.e0)*1§ o >t2)  (®
0

Kx oif-pfp) e oznaczenie na Kx (&]»tg) przy rozwazaniu jednego wyrazu
w rezolwencie ([5]))-
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Rozpatrzono trzy warianty.
Wariant X
h,,lt
m(t) = e i ~ 0, ~ 03
B ~ 3
c(®) = a2 e ; o(t) = al3e 3 * °2 bl* b3 ~ bls5
-6(t2 + u2)
Kp (t,u) = Ce i C>0, 6> 0.
Wtedy
t, il a2e b2 t1 + a3e V 1 . (t.-u,)
X01(ti,t2) = C j -S i- L.e du )
:b aIe 1 1
Wprowadzajac funkcje pomocnicza ([1])
2
- X
s T 2 T e dx
oraz stosujac podstawienie
N?U1l + 2 = X.
jest
.2
2 1
b c tog* 45 F p b.
b. 4 r b2b1 b3tl - Vi1
«L6(a2 6 + astle ) +2 bl a3 e J+
b, o b? 2
b3t1l - (Mtl1 + 47M)2 - -1 | - atf
+ ”6a3 e (e n - e YJ = C . e g (11),

®
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gdzies
b?
elt'” sife, "~ M *< *ji *V -*A>]
r b2ti b,t- 1 b, t«l _ b,t.
L @2e + a3 e )+2 bja3e 3 J +wWsa”e 3 ,
bl \2 bi
01 +7s8y
¢ 2% " L. TO),
>}e
10 otrzymano zmieniajac w (8) z t2 czyli
t2 - 6t?
10 = Ce - g(t2)*
®, t, i A% Figig ¥ G - ) 68
101 o2 = cCc - &, 1, —————————— 3F—“ e 1 -
ae 11
52 b2t2 b,t, ?
ae + a,e J . (tp-u?) - feud9
o b.u e du2 = C . g(t.) - g(t2).
a-e
9)
Stad
r - 6(1:'? + fF) - 6tp - otf
Kx ,0N177"2n = ® [e - e g(tn) — a
= g(t2) + g (1) . g(t2)J. 10
Podstawiajac (10) do (2) jest (Cy Q tj. oznaczenie na przy rozwa-
zaniu jednego wyrazu w rezolwencie ([5])):
2, ot - u- r_6u% f t - up —§L?
6y>° "0 - qg k D Jg -, _.wfc * d"2
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[ t u2 f
-l - s(u2) du2 - gQui* -1 biu2
" f1 8 1f 0 an e
-8u2 / t -

e 2 du2 + g(u-,) -1

Jesli
rt t - ul . quP
vV *) - — di: e dui
w0 ale
Q2 ~ = i b\\x- S (ul> dul>
‘o al e

7y.0 =CR2® " C1®]2

Po wyliczeniu:

n -82b-t

. (26 t + b.,) + yb(e 1 - 1)i.

vi oelu obliczenia G2(t) przeksztatcono te funkcje do postaci:

G2() =~ It <i e

=« {t - G3(Y) - G4(DI ,

11 g(ul)dul Ule

u
g~8-=g(u2)du2idul .
o alel2

oraz

t0

bl

df
11 g@., )duy
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gdzie wprowadzono nastepujace oznaczenia
t
G3(t)-f e 1 1 g(ul)dui; G4 =(C u a blUl giu, )du,. a5)
J0 n
Wtedy
>2
G 1
(fe2- b1 a0 <WwW 1t
* [2SC ib3-bl>e*-" _+1,1 (b3-b1>]] *
- [0«* N
(b1-b3) (Bb1l-b3) n _ bl _fu2
-ot -b-t ‘A
t! 1 3 a6 ™ i
+2~ N\ 6
(b3~b1)t
i (16)
natomiast G4 (t) mozna obliczy¢ catkujac przez czysci tzn. jesli
05 (v e bl+ . g(t) i o5 M a»
to
o4 () Gg(t) 06 () dt. (18)

Po wyliczeniach«

“co’’ msfe {l*/\ *
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sa9 0-b1)t O
a - a,e - r
[r— i- e 2 17 42 cmmmmme [26(~3-~) t-1) +
2 1 2(b3-b1)2 L 3 1
(~-b”0Ob.-b,)
+ bl G3-bL)]]+ <t(™"t + - ~r) * e W
(bi-b3)(3br b3)
+$ (J&t + 2t0 ) ., e +
1 2W ®3-b1)2
- O Gnbid p —ot Pb.t 3
+7"6a3 b”r"j e 46 ee 3 1 . [e 1 _ .1 19
,2
D- + v - xe (b2-bl)«t
i G (Hdt = — Itt- e N ) ~3sc. T —
16 B\|& [ 2% (2-b1? 6
+ a3 e (b3_bl}t . [26((b3-b.)t-2) + bn(b3-b1)]J - <t>(*t+ -
2(b3-b1)3
("-bgip”n-bg)
N e n - [26(1 + (bg-bM)T) +
2(b2-b1)
1 b, =E (bp-b- )=t
+ (bg-bl)(2bl-bg)] . ~(-7) [- &y e
@2 b, )t 1
-i-p e . [26("~3-~)t - 2) + b bj-brJJ
2 (b3-b1)
(b/\“AZ/\(a)_j n
+e@Eb1™ 2/t ————- A fte ~ .[28 +(b2-b.,)(2b1-b2)1 +
2W? 2 (bg-b") L Al 1 J

(b1-b3)(3b1-b3)

M>(-$t + 2b1-~) . A — 12, e ~ . [28(2+(b3-bl1)t)+
2V *  (b3-bly
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t _ (b1-b3)(3bl-b?)
+ (3-b1)(2bl-b3)] - * £ 0 ) .~ -12_ e
J 2W? 2 (b,-b..)3
3T
2
bl
[46 + (b3-bl)(2b1-b3)j +~e " & . [- .t .,- (e "8t _
L J 1 L (br b1)2
(b3-b1)t a2 - 6t2-(2bl1-b2)t -li
- A C - e 12 ). 20)

Wstawiajagc (19) i (20) do (18) poézniej ((16) i1 (18) do (14) a dalej (@3) i
(14) do (12) otrzymano koncowy wzdr na 6y,o02 w postaci!

k4
bi
2 ® =-—-—C _ e 166 »(£Et * J]j -« n
y>° TPTTY LL»( 13 ™1
f 2 6a (b2-bn)t (by-b-Jt r
]'_— s + -- e J - [26 ((©j-b.,)t-2) +
LUN-b.,)2 3=n.1)8 -

b-, (b3-b1)] - al(26t+bl)] - [Erf (>]?t+ — 21Vh2) - Brf (< 1/°2)1
2 2f J

a (bi-b2)(3bi-b2)
- (VV* 8 A [*«I<VVH+VViNV] +

r m, 2b1-b3 2bl-b, -1 a, (by-b™) (3b,,-b3)

- J26 [(b3-bi) . t + 2 + (b3-bl)(2b1l-b3)J +
*2
1
A a3 -6t -(2bl-b,)t (b,-b, )t
Il vv~=* 2« —- -,) +

1§, (1-e " 6t “<@V b2>\ -6t2-bit 12
b2“b1 ) ¢ al (e - DJJ * @D
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gdzie:

Erf (b = @ (D).

Wariant 11

m(t) = 1l+a,t przy zakozeniu, ze dlarozwazanych t: 1+a,t ¢ o}

oi(t) = a2 i aginot c() = 0;

-5(t2+u2)
K (t,u) = Ce i 00, 6 > 0.
Wtedy
2 A -8u2
t1 N st2 i
10 1. ™ Ca2e *j - du- @

0 t+al Ul 1

£ ¥z Q- bl

12 C2, ) “ Caz2e -3 l+a.j ug du2
t, - 8un jz2 ~ &u2
iolo2 (ti*t2) “ Ca2 *| i«y~ dul -jo
Wprowadzajac
2 ""Su2
E(t) ii e6t , E(M) U | fepr au

@

przeksztatcono (6) do postaci:

KXio(ti,t2) = 0 = [e~) E(t2) - a2[E(t2) . Fit,) + Bit,) . 2(t2)] +

+ a2 = F(t, ) = F(t2)Xk (24)
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Podstawiajac (24) do (2) jest*

a °jj E(ul) dul > 1" E(u2)du2

*2[J T+sA P(ul) dul = | @&val\ E<u2>du2 +

«

[ t - ui ) t - ii, |
J T+aNTTj E<ui)d“i —fo T+5" ~(u2~du2Jd +

*4 £ F@U-PDdul =£ T+5-% p<u2> du2n *

Wprowadzajac dwie nowe funkcje*

*¥*> = | «tfirn E«wu> du=/ TS$frr © dus
0 1 *0 1
2
H2<*> - 3 hzTu p<u> du-/ fer < </* ferp; d-) da>
o 1 *b 1 /0

otrzymano wzo6r na 6~ @ w postaoi*

4,0() =0 * (M*> “ a2 H2 (t>V

Wariant 111

m(t) = 1+a™t przy zatozeniu, ze dlarozwazanych ts 1+a’t
cc(®) » a2 i a2 ™ 0j c(t) = 0j

Kp(t,u) = C . cos™it-u) i C>0, “Jy* 0.

25

26
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Wtedy

t1 r i 00s «.,
10 (tltt2) - ¢ . a2 \003 p 2 .J 1w, u dul + sin~t2

t
aiM  ui , 1
o1 du-J
to r- f COstfllp

10 (2,t1"1=C * a2 [COBitl *J 1+al u2 du2 + 8in,tF*1 -

[ & w2 9Y)

oraz
+i ? r / 1 °°s+t? /2 oos i?u?
0 0 (t1»t2) “ 0 * a2 I+a., u., dul * 1+a] u2 du2
ti t,
f sindul / sin tfu, ~
+
i du> < /0 du2J
Jesli:
ML(t> - N du» Nlit)M /0 f ~ du*
to wg (6)

197

@n

i28)

Kx,0"t1,t2" “ 0 [®os($ (t2™t1l™* a2 oosijtg.lljitr) - agsin-jjtg.™ (t1) -

p
™ agcos N 27" agsm AN «Ng (tg)+ ™) = M~ (tg) +

+ a2 N, (t1) .

@
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oraz wg (@

‘e[l costful dul *jf 008 7 y9 duz ¥

Ul t-u2
+\t‘)Thb\H, 8influl dul ’:r T+a~Ug sInT 43 du2 -

i t Ul } t_u2
''a2]o T+a% U1l * M1 (ul> dul -] TT - z 008 15 u2 du2 -

} t-ul J t-u,,
e
- azie TPNM\ - N1 ud@ul I rfa"iuz  sin<f u® du2 -

/ 1, / t-u2
-j Tsrpqg 008 f Ul dui -)o 1+571~ « M <u2> du2 -

-“~ul / t-u2
9 t2pg s8infuldul T+a¥ Ug = W du2 +

2 / t.u1 /  t_U9
+ a2 T+a~ Ui * Ul(ul)dul .1 u2 Ml<u2> du2

2 /i tH / t-Up 4
+ a2 '1+a¥Y ul ¢ Ni(ul>dul *J m --Ug V u2} du2j

Wprowadzajac

V*> « f TTi

"u008f uds N = | T alnf udw

M3(t) = FQ T+iftr - “iC»)dui N3 () 2£ [ . »,(«) du

J. Szopa

(30)

@D
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wzlér (29) przeksztatcono nastepujaco«
Sy o) =c [2() - a2 . M3())2 + (N2(D) - a2 . N3(D)2]- (€2

Warto zaznaczy¢, ze dla wiariantu I tylko funkcje Erf(t) trzeba obli-
cza¢ numerycznie, natomiast dla wariantéw XX i 11l wszystkie Tfunkcje wy-
stepujgce we wzorach konncowych na d2 0 musza by¢ liczone numerycznie.

Dla rozpatrzonych przypadkéw oszacowano pojawiajace sie btedy ze wzgledu
na rozwazanie jednego wyrazu w rezolwencie. Postuzono sie wzorami 2z [5]

i M.
Wg nich zachodzi zaleznos¢:

BGOML - 6’
< BeBi =] * (33)

gdzie

B=B(t) - niematejace oszacowanie jadraj dla Q)

B(t)>|K(t,u)| - . O<u<t, )

m + 1 - ilo$¢ wyrazéw wystepujacych w rezolwencie (obecnie m+1=1);
- - - 2 2 -
5 — oszmoawanie roéznicy miedzy 6] i 6'j>f‘n tj.
2 2
ldy ™ oy.m| < 6”;

AN~yliln

N
[*.---1 = 10 lo Im(~ATmfulTif * [V"2«V W  ul>u2>]du2dul +

i e F  (t-ul)(t-uP)
" 2B *t Jo ImQuli~®g2T (* D2 (ul "u2>du2dul 35

oraz \%
t

bj2.t.p ~  ( RKp(r2,uH)| dun,
0

Z1
= 1 IKp (U-L,U2J31dU2 dul®
0

O == -
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Ze wzoru (33) obliczono 5” dla powyzszych wariantéw:

Bt
*3* B2 e .t
Bardziej szczeg6towo:
a) dla wariantu X
b,.t - bt
ape + a,e J . (t-u)
B(t)> b-U
stad zdefiniowano B(t) jako:
lagl (bg-b" )t la, 1 (©3™j )t
1® t " 1~ tee dla
B(T) df 111 lal 1
a2 b2t bt
e + te dla
al al
za$ dla mozna przyjac¢ oszacowanie (|Kp (t,u)]
t-u “V ul * teu?
<2 - dut S
i 1LY, ule ut v
-blul
+ BeBt (¢ ~ 1 wule dul)2J a€£ D3 (t)
JO lal
czyli
2 r “b-1 “b11
3 22 % . F 1)+ 2¢ ~1y-
ai-bi
-b-t
bnt + e -1 n Bt r -blt -blt
S + 22 b1l (e + 1) + 2(e 1

b"<0

b~0

<C)

du2 +

- I

J. Szopa

(€5)

(€1))

(€]

(€3))
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a wiec 6” mozna przyjac¢ jakos
Bt
=B =e .t .D,(D 40
b) dla wariantéw X1 i 111
B(yse 12 “D
I1+al ul
stad zdefiniowano B(t) jako
dla a*>0
E(Y) -
T+altj dla a”<o0. 42
Natomiast
/ t_ul / t_u2
C------ 1<2 ¢ [ - n du2 +
+ BeBt - - t 43
e </ T*rpg- = aidai)2]zi ~ ® “
czyli
[t(alt + 2) a.t+l El falt + 1
3 ; __Yy _ in(ait+l)J -
2a? al L a1l
n+ r@it+2) &it+ ni
- In (an+1) - + Be"l [ \N——————— ij— In(a™t+l)J> 4@
2al a, J
a wiec 67 mozna przyjac¢ jako
?
5=8 .t .t .DacD). “5)
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JmMOHEPCHil EHHAMMEQKHX CKCTSM, OIBICAHHHX HHTArPAJIbHHMH
yPABHEHHHMH JUIH OJIHOrO HIIEHA PE30JIHBEHTH

Pe3wue

B paaoTe paccMOipeHu ipa c.iyjaa ypaBHemtt ,asn«eHna. Buttacjiena sHcnepcHa.

THE VARIANCE OP THE DYNAMIC DISPOSITIONS DESCRIBED WITH
THE AID OP RANDOM INTEGRAL EQUATIONS TAKING INTO CONSIDERATION
THE RESOLVENT

Summary

In this paper there were analysed three cases of motion equations. The
patterns of the variance were presented.



