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O WYZNACZAM!) WARIANCJI STOCHASTYCZNYCH UKŁADÓW DYNAMICZNYCH 
ZA POMOCĄ STOCHASTYCZNYCH RÓWNAJ? CAŁKOWYCH PRZY UW Z G L Ę D M E M U  
JEDNEGO WYRAZU REZOLWBNTY

Streszczenie: W pracy wykorzystano wyniki otrzymane poprzednio 
przez autora. Zastosowano wzory na funkcję korelacyjną dla stochas- 
stycznego równania całkowego Volterry Ii-go rodzaju oraz na warian­
cję dla stochastycznego równania różniczkowego. Wykorzystano jeden 
wyraz rezolwenty oraz oszacowano pojawiający się błąd.

W pracy [jfj podano wzór na wariancję "na wyjściu" układu opisanego sto­
chastycznym równaniem różniczkowym

gdzie:
m(t), oc(t), c(t) - całkowalne funkcje rzeczywistej
P(tffo) - mierzalny rzeczywisty proces stochastyczny rzędu drugiego;wa-

m(t)y + oC(t)y + c(t)y = P(t,w), •(1)

runki początkowe-zaeterminowane. Do wyprowadzenia tego wzoru 
posłużono się stochastycznym równaniem całkowym Volterry I. 
rodzaju. Kształt jego jest następujący:

(2)

gdzie:

'0

(3)
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oraz t 2 ) - funkcja korelacji procesu P(t,oo); R(t,u,A) - rezol-
wenta równania całkowego

h(t,co) = -jjcc(t) . y0 + o(t) . (ÿQ . t + yQ )J + P(t,oj)

i x(t,co) = m(t)y(t,co).

W pracy [5] rozważono możliwość zbudowania rezolwenty R(t,u,X) ze skoń­
czonej ilości wyrazów oraz oszacowano pojawiający się wtedy błąd. Dla nie­
których typów układów (np. rozruch układów dynamicznych o zmiennej iner­
cji) można rozpatrywać wzór na wariancję ćTy przy uwzględnieniu jednego 
wyrazu rezolwenty a pojawiający się błąd jest znikomy. Wtedy R(t,u,A.) =
= K(t,u). W niniejszym opracowaniu wykorzystując (3) obliczono wg (2) wa- 2 ^ riancję 6"y dla konkretnych parametrów układu opisanego przez (1 ) i zada­
nej funkcji korelacji. Zmiany parametrów dobrano tak aby można było podać 
interpretację techniczną ( W .  [2], [3] ). m(t) jest np. masą lub momen­
tem bezwładności, cC(t) - współczynnikiem tłumienia, c(t) - współczynni­
kiem sprężystości.
W celu ułatwienia dalszych rozważań przyjęto następujące oznaczenia

0
(4)

Dla układu opisanego równaniem (1) jądro równania (4) ma postać

I
o

t1

wtedy wg (3):

t.1
Kx,ô t1»t2  ̂” ~ 1bc.o^l» b2 (t-jjtg)—Xq ( t 2 ,t^ )+I(0 0 > t2) (6)

0

(Kx oif-pfp) • oznaczenie na Kx (t-| »tg) przy rozważaniu jednego wyrazu 
w rezolwencie ([5])).
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Rozpatrzono trzy warianty.
Wariant X

b„tI
m(t) = e i ^ 0, ^ 0;

£>2̂  ^ -jj
c*(t) = a2 e ; o(t) = a3e 3 * °2 b1 * b3 *  b15

-6(t2 + u2 )
Kp (t ,u) = Ce i C>0, 6 >  0.

Wtedy

t, i1 a2e b2 t1 + a3e V l  . (t.-u,)
X01 (ti,t2 ) = C j -S  i— L . e du (7)

Jn a-e 1 10 "1 

Wprowadzając funkcję pomocniczą ([1])

di" 2 t
2- x

4>(t) | e dx

oraz stosując podstawienie

N?U1 + ^  = X.

jest
,2 

2 1
b  c tog* 45 f p b.

b. -| r b2b1 b3t1 . V l  1
• L 6 ( a 2 6 + a 3t l e ) + 2  b1 a 3 e J +

b„ o b? 2
b3t1 - ( ^ t 1 + 4 ^ ) 2 - -1 | - at£

+ ^6a3 e (e ^  - e )J =  C . e • g (‘t1 ),

(8)
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gdzieś
b?

e l t ’ ’ s i f e ,  ’  ^  M * < * i  *  V  -  * ^ > ]  •

r b2ti b,t- 1 b,t«l _  b,t.
’ L (a2e + a3 e ) + 2  b-j a3 e 3 J + W&a^e 3 ,

" (̂ 1  + 7 & y

b1 \2 bi

(" 2* ' . .  T O ),
>}•

I0 otrzymano zmieniając w (8) z t2 czyli

t2 - 6t?
I0 = Ce • g(t2)*

n o  -i-no •> I / +   ,, \ _ ̂  ii■t-, t„ i a9e + a,e J . (t- - u- ) - 6  u
l01 o2 = c •   & r ----------3---- “  e 1 •1 1  a^e

t

• i

b2 b2t2 b,t„ ?
a2e + a,e J . (tp-u? ) - feu9

b . u e du2 = C . g(t.|) . g(t2 ).
a-e

(9 )

Stąd

.2 . ,2
Kx

r - 6(tf + t|) - 6tp - ótf
, o ^ 1 ’^2^ = ® [_e — e g(tn ) — a .

• g(t2 ) + g (t1 ) . g(t2 )J. (10)

Podstawiając (10) do (2) jest (Cy Q tj. oznaczenie na przy rozwa­
żaniu jednego wyrazu w rezolwencie ([5])):

2 e  . * 22 , , i* t - u- r _6ui i t - up -Su,
6 y>° ' 0 ■ — q k  D  J o  ~ 'sfc * d"2•'O a, 6 0 „ . 1 2
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[ t u2 f
• I — s(u2) du2 - g (ui' -I

r\ q o •'0
2

b i u2
■'O a1 e 1 £ •'O an e

-8u2 /  t - u
e 2 du2 + g(u.,) . |  g~§- • g(u2)du2Jdu1 . (11)

'o a1 e 1 2

Jeśli

t 2t  -  u- “ &U-r t - u1 -ou-
V * ) -  — di: e dui oraz

■'0 a1 e

Q 2 ^  =  i b\\x- S (u1> du1> t0
'o a1 e

^y.o = C[G2(t) " G1(t)]2, (12)

Po wyliczeniu:

b1

n  —8't2‘"b-t 1 , v
. (26 t + b.,) + y b ( e  1 - 1)i. (13)

VI oelu obliczenia G2 (t) przekształcono tę funkcję do postaci:

G2 (t) = ^  |t • j  e 1 1  g(u1)du1 Ule 1 1 g(u., )du1| df

=  “  {t • G3 (t) - G4 (t)J , (14)



gdzie wprowadzono następujące oznaczenia 

t
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G3 ( t ) - f  e 1 1 g(Ul)dui; G4 (t) =( u a blUl giu, )du,. (15)
J0  'n

Wtedy

>2
G  1

(fe2- b1 a 0 < W ł

* [2S( ib3-b1 >•*-' ,+l,1 (b3-b1 >]] *

. [ ♦ « *  ^

(b1-b3) (3b1-b3) ^  _ b| _ftt2
t !  1 3 46

+ ̂ \  6
[■ -ot -b-t “i

- i j .

(b3~b1 )t
i (16)

natomiast G4 (t) można obliczyć całkując przez czyści tzn. jeśli

05 (t) e b1ł . g(t) i o5 (t) M  (1?)

to

o4 (t) Gg(t)
- }

06 (t) dt. (18)

Po wyliczeniach«

“‘ •’’ ■ s f e ;  { l * ^  *
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[ Sa9 (b0-b1)t a,e ' - r
r— i- e 2 1 + - 2 ---------   [2 6( ^ 3- ^ )  . t-1 ) +
2 1 2(b3-b1 )2 L 3 1

( ^ - b ^ O b . - b , )  

+ b1(b3-b1)]]+ <t(^t + - ^ r )  * e W

(bi-b3 )(3br b3 )
+ $  (J&t + 2tO ) , e +

1 2 W  (b3-b1 )2

(b-j-b., )t

bi p” y[T (bn“bi )t p —ót —b.. t 3I
+ ̂ 6a3 b ^ j  e 46 • e 3 1 . [e 1 _ ,]j (19)

,2
D- f v - *“ (b2-b1) «t

i G. (t)dt = — Itt- e ^  ) .^JŚC. T  —
l  6 28"\|6â  l 2 $  '-(b2-b1? 6

+ a 3 e (b 3_b1 } t  . [ 2 6 ( ( b 3- b . , ) t - 2 )  + bn (b3- b 1 )] J  -  < t> (^ t+  - 

2 (b 3- b 1 ) 3

( ^ - b g j p ^ - b g )
. ^ e ^  . [26(1 + (bg-b^ )t) +

2(b2-b1 )

1 b«, r—1 [~ ^ Qp (bp-b- ) • t
+ (b g -b l ) (2 b 1- b g ) ]  . ^ ( - ^ )  [ — i' y  e

2 (b3-b1 )
a*2 (b̂ -b., )t 1
- ¿ - p  e . [2 6( ^ 3- ^  )t - 2 ) + b^bj-b^JJ

(b̂  “^2 ̂ (3b.j ^
+ <t> (2b'1'̂ 2 ^ t ----- -̂-- ft e ^  . [28 +(b2-b., )(2b1-b2)1 +

2 W ?  2 (bg-b^ ) L ^ 1 1 J

(b1-b3)(3b1-b3)
■ 4>(-$t + 2b'l~ ^ ) . ^  -- 12— , e ^  . [28(2+(b3-b1 )t)+

2 V  * (b3-b1 y



„  Ł _  (b1-b3)(3b1-b?)
+ (b3-b1)(2b1-b3)] - * £ 0 )  . ^  - ! 2 _  . e   ,

J 2 W? 2 (b,-b..)3

12A_________________________    j. Szops

b1

3 1
2

[46 + (b3- b 1 )(2 b 1- b 3 )'j + ^ e  " &  . [ - .tl . ,.- (2e "8t _
L J 1 L (br b1 )2

(b3-b1 )t a2 - 6t2-(2b1-b2 )-t -Ii
-  ^  C  - e 1 2  ) J ) . (2 0 )

Wstawiając (19) i (20) do (18) później (16) i (18) do (14) a dalej (13) i 
(14) do (12) otrzymano końcowy wzór na 6y,o2 w postaci!

k4
bi

ff2 (t) = ---- C _ e 166
y>°  T P T T 7

[ [ » ( £ t  * J|j) - «  ( ^ ) ]  .

f 2 6a, (b2-bn )t (by-b-Jt r
 Ł- s +  1--- e J • [26 ((b-j-b., )t-2) +

LU^-b.,)2 (b.-b,.)3 .(b3-b1)'

b-, (b3-b1 )] - a1 (26t+b1)] - [Erf (->|?t+ — -1Vh2) - B r f  (-~ 1. ̂ 2 )1 .
2 2 f  J

a (bi-b2)(3bi-b2)

• ( V V *  8 ^  [ * « I < V V H +(V V i 2V V ]  +

r rr, 2b1-b3 2b1-b, -1 a, (by-b^) (3b,,-b3)

• J^26 [(b3-bi) . t + 2j + (b3-b1 ) (2b1-b3 )J +
*21

^  a3 -6t -(2b1-b,)t (b,-b, )t
l v v *  i2‘ - •  -,) +

_!§. (1-e " 6t “ <2V b2 > \  -6t2-b1t 12
b2“b1 ) “ a1 (° - DJJ * (21)
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gdzie:

Erf (t) = <P (t).

Wariant II

m(t) = 1+a,t przy założeniu, że dla rozważanych t: 1+a,t ć  0 }

oi(t) = a 2 i agi^Ot c (t) = 0;

-5(t2+u2)
K (t,u) = Ce i 0 0 ,  6 >  0.

Wtedy

t1 N St2 i

I0 1 '^2. " Ca2e * j

2 ,f1 -8u2
I-------  du- (22)

'0 ł + a 1 U1 1

-ót? } 2  - 6u|-fc _vt*| Q
IQ2 C"t2, ) “ Ca2e • J  1+a.j ug du2

t, - 8u^ j 2  ~  &u2

io1o2 (ti*t2) “ Ca2 * |  i « y ~  du1 ' j Q

Wprowadzając

2 "Su2 
E(t) ii e"6t , E(t) U  I  f e p r  au (23)

przekształcono (6) do postaci:

KXio(ti,t2) = 0 • [e ^ )  E(t2) - a2 [E(t2) . Fit,) + Bit,) . ?(t2)] +

+ a2 • F(t, ) • F(t2)J« (24)
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Podstawiając (24) do (2) jest*

a °jj E(u1 ) du1 * I" E(u2)du2

*2 [ J  T+s Ą  P(u 1 ) du1 • |  ■1Va,1’\  E <u2>du2 +

«
[  t - ui ) t - ii, -j
J T+a^TTj E <ui)d“i -jfo T + 5 ^  ^(u2^du2J +

£  F (u-|)du1 • £  T + 5 ~ %  p <u2> du2^ ** 4

Wprowadzając dwie nowe funkcje*

.2
-,bu 

e duj* ¥ * >  =  /  t f i r n  E <u > d u = /  T Ś f r r
O 1 *0 1

2

H2<*> -  J h Ź T u  p <u > du - /  f e r  • </* f e r p ;  d-) da>
o 1 *b 1 /o

otrzymano wzór na 6^ Q w postaoi*

4 , 0 (t) = 0 * ( M * >  “ a2 H2 (t> V

Wariant III

(25)

(26)

m(t) = 1+a^t przy założeniu, że dla rozważanych ts 1+a^t O

cc(t) » a2 i a2 ^ Oj c(t) = Oj

Kp (t,u) = C . cos^it-u) i C>0, 'Jj* 0.
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Wtedy

t1 r i oos «u.,
I0 (t1tt2) - c . a2 \ 0 O 3  p 2  . J  I W .,' u" du1 + sin^t2

t*
i aiM ui , i

• l  du- J

to  r- f  COStfllp
I0 ('t2,t1'1 = C * a2 [C0Biyt1 *J 1+a1 u2 du2 + 8in,tf *1 •

f  i Ł  d u J|  1+ai u2 2j

oraz

łi ? r / 1 °°s t? / 2 oos i?u?
r0 0 (t1»t2) “ 0 * a2 1+a., u., du1 * 1+a| u2 du2 +

+
ti t„
f sin<i u 1 / sin tfu, ~1

i  du-> • /0 dU2J

(27)

Jeśli:

M1 ( t > -  ̂  du» N1 i t ) M / 0 f ^ du* i28)

to wg (6)

Kx,o^t 1 , t 2^ “  0 [®os($ (t 2""t1^“  a2 o o s i j t g . l l j i t ^ )  -  agsin -jjtg .^  ( t 1 ) -

p
™ agcos ̂ t^ (^2 ^™ a g s m  ̂ t^ • N«j (tg)+ (t^) • M^(tg) +

+ a2 N, ( t 1) . (29)
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oraz wg (2)

“ c [| C08tfu1 du1 *jf 008 7 u:.g du2 "ł*

f t - u 1 / t - u 2+Jo Thb\ -u, 8lnflu1 du1 •] T+a^Ug slnT u2

i t_U1 }  t_u2
" a2|o T+a'; U1 * M1 (u1> du1 • ]  T T — z 008 15 u2 du2 -

}  t-u1 J t-u„
- a2jfo TFS\"m\ • N1 (u1 )(łu1 -Jfo r-f-a"1 u2 8in<ff u;

u2 du2 -

.g du2 -

/  t-*L, /  t-u2
• j  T s r p q  008 f U1 dui - ) 0  1 +5 7 1^  • M1 <u2 > du2 -

/ “~u1 / t-u2•j. T ^ p q  8inf U1 du1 T+a*Y Ug • W

- a

du2 +

2 / t_U1 / t_U9
+ a2 T+a~ Ui * U1 (u1) du1 • !  u2 M 1 <u2 > du2

2 /i t-lłl / t-Up “i
+ a 2 '1+aY u1 • Ni ( u1>du1 * J  m - -Ug V u2 } du2 j

Wprowadzając

V *>  «  f  TTi” u 008f u du» M2(t) =  j Tfa'~'Uu alnf udu»

M3 (t) =  fQ T+iftr • “iC»)dui N3 (t) 2£ [ . »,(«) du

(30 )

(31)
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wzór (29) przekształcono następująco«

<5y 0 (t) = c [(M2 (t) - a2 . M3 (t))2 + (N2 (t) - a2 . N3 (t))2]. (32)

Warto zaznaczyć, że dla wiariantu I tylko funkcje Erf(t) trzeba obli­
czać numerycznie, natomiast dla wariantów XX i III wszystkie funkcje wy­
stępujące we wzorach końcowych na d 2 0 muszą być liczone numerycznie.
Dla rozpatrzonych przypadków oszacowano pojawiające sie błędy ze względu 
na rozważanie jednego wyrazu w rezolwencie. Posłużono sie wzorami z [5]
i M .
Wg nich zachodzi zależność:

(Bt)m+1 - ó’
<  BeBi ["■] * (33)

gdzie
B=B(t) - niemałejące oszacowanie jądraj dla (1)

B(t)>|K(t,u)| - . 0 < u < t ,  (34)

m + 1 - ilość wyrazów występujących w rezolwencie (obecnie m+1=1); 
- oszacoui 

2 2

2 25* - oszacowanie różnicy między 6',. i 6.. m  tj.j j »m

|dy " óy,m| <  6’ ;

 ̂ ^ ~ u1 ̂
[•.... ] =  |Q |o | m(^TmfuTTif * [ V " 2 « V  W u1>u2>]du2du1 +

tj i e F  (t-u1)(t-uP) ,
" 2B * t  Jo lm(ul i ^ ~U2T ( * D2 (u1 ’u2 >du2du1 (35)

oraz v
t

D.j(t2,t.j) ^  ( l|Kp(t2,u^)| du^,
0

Z1 i2
=  I I |Kp (U-1,U2JldU2 du1‘

0 O



200 J. Szopa

Ze wzoru (33) obliczono 5’ dla powyższych wariantów:

*’ 3* B2 e . t
Bt

(36)

Bardziej szczegółowo: 

a) dla wariantu X

B(t)>

b„t • b-,t 
ape + a,e J . (t-u)

b-|U

stąd zdefiniowano B(t) jako:

B(t) df
lag I (bg-b^ )t | a, I (b3™b.j )t

I ® t ' I • t • e
I 11 I a1 I

dla b^ < 0

a2 b2t 
e +

a1 a1
te

b^t
dla b ^ O

zaś dla można przyjąć oszacowanie (|Kp (t,u)| < C )

(37)

< 2
i

t-u1
“ V u1 *  t-u2

iTI u1e du! I  | ^ f  6 du2 +I S1 I

+ BeBt ( {  ^  
JO I a1

1 u1 e
- b 1 u 1

dUl)2J ä£ D 3 (t) (38)

czyli

D3 (t)
r “b-1 “b11

2 3 • + 1 ) + 2 (e — 1 )J •2 C
ai -bi

-b-t
bnt + e - 1 n BtJ .-------  + 22

b^ b;
Bt r -b1t -b1t

|b11 (e + 1) + 2(e 1 - 1 )]| (39)
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a więc 6’ można przyjąć jakoś
Bt

6’ = B • e . t . D,(t) (40)

b) dla wariantów XI i III

B (t) S* la2
l1+a1 ul

stąd zdefiniowano B(t) jako

E(t) —

T+altj

dla â  > 0

dla a^<0.

(41)

(42)

Natomiast

r /  t _ u 1  /  t _ u 2[......]<2 C .[j ^ du2 +

+ BeBt • </ T*rpq- • aidai)2 ]żi ^ (t) (43)

czyli

[t(a1t + 2) a.t+1 -| fa1t + 1
 3 ;  _ _ y _  in(ait+1)J —

2a? a1 L a1

+ n+ r'fc(ai't+2) &it+1 ni. ln (a^+1) - + Be"1 [ — \-------- ij—  ln(a^t+1 )J>
2a1 a., J

(44)

a więc 6’ można przyjąć jako

? Bt 5 = B . e . t . D4 (t). (45)
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jmOHEPCHil ,ĘHHAMMEQKHX CKCTSM, OIBICAHHHX HHTArPAJIbHHMH 
yPABHEHHHMH JUIH OJlHOrO HJIEHA PE30JIHBEHTH

P e 3 to u e

B paaoTe paccMOipeHu ipa c.iyjaa ypaBHemtt ,ąsn«eHna. Buttacjiena sHcnepcHa.

THE VARIANCE OP THE DYNAMIC DISPOSITIONS DESCRIBED WITH
THE AID OP RANDOM INTEGRAL EQUATIONS TAKING INTO CONSIDERATION
THE RESOLVENT

S u m m a r y

In this paper there were analysed three cases of motion equations. The 
patterns of the variance were presented.


