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O PEWNYM GEOMETRYCZNYM KRYTERIUM STOCHASTYCZNEJ STABILNOSCI
ROZWIAZAN PARABOLICZNYCH ROWNAN CZASTKOWYCH 11 RZEDU

Streszczenie: W praoy wyprowadzono warunki dostateczne ~ lokalnej
stabilnosci stochastycznej rozwigzan parabolicznych réwnan réznicz-
kowych czastkowych li-go rzedu. Kryteria stabilnosci wyrazono przez
pewne geometryczne charakterystyki obszaru 1 brzegu obszaru, w kto-
rym okreslone jdst roéwnanie.

1. Paraboliczne roéwnania czatkowe ze stochastycznym parametrem bydy
przedmiotem analizy jakosciowej wielu autoréw. Wspélng cecha ich prac
jest zastosowanie wyprowadzonej teorii do stosunkowo prostych” przyktadéw;
zazwyczaj analizowany ukdad zajmuje obszar w przestrzeni jednowymiarowej
i opisany jest réwnaniem o statych wspédczynnikach. Spowodowane to jest
brakiem metod stuzacych do efektywnego wyznaczania czy -to operatora pod-
grupowego czy to wartosci wkasnych odpowiedniego zagadnienia brzegowedo.
Celem pracy jest sformutowanie twierdzenia pozwalajgcego na efektywne wy-
znaczenie kryteriéw stabilnosci ukdadéw dynamicznych w bardziej urozmai-
conych obszarach M-wymiarowej przestrzeni Euklidesowej. W analizie postu-
zymy sie bezposrednig metodg Lapunowa oraz wynikami prac “Klubu twérezyo*®
matematykéw miasta Lwowa' z zakresu jakosciowej teorii réwnan czgstko-

wych [ij.

2. Rozpatrzmy ukdad dynamiczny opisany parabolicznym réwnaniem czastko-
wym li-go rzedu o budowie

#F - aij uxH +at% + (VO>u’xeD* (D)

ueW (przestrzen funkcji dwukrotnie ciagle rézniczkowalnych wzgledem x

oraz ciagle roézniczkowalnych wzgledem t),

D - obszar w M-wymiarowej przestrzeni Euklidesowej z  odoinkami gtadkim
brzegiem <D,

X = (,--.,Xm)«<EM, te [o, 00),

A ' @
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A = , lja-p---aMJ oraz wspotczynnik aQ sa funkcjami czae

su i potozenia, c jest polem losowym. W réwnaniu () jak i w calej pracy

obowigzuje konwencja sumacyjna. Zakdadamy, ze wspoétczynniki macierzy A
sa dwukrotnie rézniczkowalne, macierzy wierszowej a jednokrotnie réznicz-
kcwalne. Przyjmujemy, ze wszystkie wielkosci 4acznie z polem losowym c

sa dostatecznie gtadkie, aby zapewnié¢ istnienie i jednoznacznos¢ klasycz-
nych rozwigzan réwnania (1). Zauwazmy, ze réwnanie (1) posiada rozwigza-
nie trywialne.

Definic.ia lokalne.i stabilnosci stochastyczne-i C3J

Rozwigzanie trywialne réwnania (1) jest lokalnie stochastycznie stabil-

AAY PR g e

gdzie przez || oznaczamy norme rozwiazania u, rozumiang jako

, 1
= (1 uz d)™.

3. Twierdzenie

Jezeli

(i) proces sup ¢ ("xtt) speknia prawo wielkich liczb,
xeP

(i) m =£ sup E sup o (o,t,(0) < b/l_,
t>0 Xx€D

gdzie b spednia warunek
*

2
iii) lji-) > b =Nmax a,,
@in r,) xeD 0

1= max max (fL A“1<P), feE1, &
xeD |FR=1

i
s

Qo ao + \ "aile,_l—
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dE jest wewnetrzng Srednica wypukdtego obszaru D, to rozwiazanie trywial-
ne réwnania (1) okreslonego w wypukdym obszarze D jest lokalnie stochas-
tycznie stabilne.

Dowdd

Jako funkcjonat przyjmujemy kwadrat normy rozwigzania. Po zrézniczkowa-
niu otrzymujemy!

d kuli . f du
TT" =2/ u &r

Po podstawieniu prawej strony réwnania (1), scatkowaniu przez czesci i
wykorzystaniu warunkéw brzegowych @) pochodna funkcjonatu jest réwna

ACTTA 2 7/ [aij % Vj + <<aij) ~ai}u % -(V°) u2]dx*

O

Wprowadzamy do réwnosci (4) funkcje w nastepujacy sposob

2 jF {ai j % uxd +((aijiXj - ai>u uxi+ FBiI>xi-ao-<Bi>xi -

- cj u2} dx,

a po scatkowaniu przez czesci mamy

Mt 1 2I"Bijuxlu*j+ 2Ki u uxi+ [(Bi)xi ~ ao ~ °Ju2j dx>

gdzie

N - Bi + - «jJ*

WprowadZzmy nowe zmienne podstawieniem (po i wzietym w nawias nie nalezy
sumowac)

du
vi - 53™ - Pi ui*

gd*zie p~ sa rozwigzaniami ukdadu réwnan liniowych



212 A» Tylikowski, H. Tylikowski
aij pi

otrzymamy wéwczas

- d Ik

gdzie
all>*>*~alM, K1
a21»***»a2\> k2
J »
%
K1* %> GHXAa"

Na podstawie dodatniej okreslonosci macierzy
nos¢

I asTT
D

Z algebry wyznacznikéw wynikaja nieréwnosci

J=det A [(BIXx.-aQ - (&1 K, K.J »

> det A [Bi) -aQ-H~ KJI.

Wobec tego nieréwnos¢ J/det A>b jest zmajoryzowana przez nieréwnosc¢
MWi)x >N a* + wxwl + b, ®

gdzie o = NK”, znaczy to ze kazde rozwigzanie nieréwnosci rézniczkowej
(B) speinia warunek J>b det A.

Zatozenie (iii) twierdzenia w przypadku wypuktego obszaru D zapewnia

istnienie [1] funkcji Bi spedniajacych nieréwnos¢ (5). Zatem
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Il h2
<— 2 (oM - sug o(x;t,w)]su«2.
xe

Wykorzystanie zatozeh (i), (ii) oraz rozumowania przeprowadzonego w twier-
dzeniu o lokalnej stabilnosci stochastycznej [3, str. 15] konczy dowod
twierdzenia.

Uwaga 1

Jezeli M=2, obszar D jest wypukty zatozenie (iii) mozna zastgpié¢ w
nastepujacy sposob:

(i) ( =wM)2>-U max a* + b,
4 FD x «D 0

gdzie [Is jest diugoscig brzegu obszaru D, FD jest polem obszaru D.
Jezeli M»2, wypukdy obszar D nie posiada punktéw krytycznych oszaco-
wanie mozna polepszy¢ przyjmujac:

i) (f ~y)y2 j1+ @ - max a* + b.
xeD o
Uwaga 2
Twierdzenie mozna rozszerzy¢ na obszary wkleste odpowiednio modyfiku-
jac warunek (iii).
Uwaga 3

Korzystajac ze standardowych metod uzywanych w teorii réwnan czastko-
wych mozna dowie$s¢ lokalnej stabilnosci stochastycznej rozwigzania try-
wialnego réwnania (@) przy zatozeniu (i) oraz

(XV2 -So0)2 \s2
ai ) sup E sup C (X,t,w)< — yi ————————-
t©0 xeD ~AS

gdzie
XV2 > a0,

"2 jest dodatnig stalg zapewniajaca spelnienie nieréwnosci

A
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~h jest najmniejsza wartoscig wkasng laplasjanu przy jednorodnych warun-
kach brzegowych

Ml dx

X= inf APm— r—1
ueW i u dx

Jd

a0 =sup ao>

a = su sup la= - (@. Dx.I
ip xeD 1 (10) J

Przyktad 1

Rozpatrzmy zagadnienie dyfuzji (ruchu masy, ciepta, neutronéw) w obsza-
rze w ksztakcie tréjkata prostokatnego réwnoramiennego o ramionach jedno-
stkowych opisane réwnaniem

& = ~-7 + ~-7 +T* + c(X,t,co)] u, xeD
Ou 9y?2 L

u =0 xeeD.

Z geometrii elementa_*nej wiadomo, ze

patem rozwigzanie trywialne jest lokalnie stochastycznie stabilne na mocy

stwierdzenia, jezeli proces sup c¢ (Xt,<0) speinia prawo wielkich liczb
xeD

oraz

m-< A +g2.7 X2 - a$S 291 X2 - a,

a<2-z"a ,2.

Poniewaz tréjkat nie ma punktédw krytycznych skorzystaé¢ mozna z  warunku
@(iii') (uwaga 1) i otrzyma¢ lepsze oszacowanie, a mianowicie:

m< 3,43 - a.
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Otrzymane wyniki mozna poréwna¢ z kryterium obliczonym na podstawie zna-
jomosci wartosci whasnej (dla réwnania o statych wspétczynnikach) obszaru
tréjkatnego P] o budowie

Przyktad 2

Biorac pod uwage obszar w ksztakcie rombu o kacie ostrym £/3 zatozenie
(iii) przybiera postac¢

m< 13,15 - a.
Warunek (iii”) daje
m<: 14,47 - a,

natomiast znajomo$¢ minimalnej wartosci whasnej prowadzi do nierdéwnosci

m< 22 - a.

Przyktad 3

Niech D bedzie obszarem w
ksztatcie ''domku™ (rys. 1). Po-
niewaz D jest obszarem walco-
wym D = G xt0,2) rozdzielajac
zmienne mozna pokaza¢, ze zato-
zenie (iii) ma budowe

m< 6,06 - a.

Podczas gdy na podstawie wartos-
ci wkasnej obszaru ptaskiego G
otrzymujemy warunek

m<9,03 - a.
Hys. 1

Dob6r przyktadéw byt spowodo-
wany mozliwoscig poréwnania kry-
teridéw z wynikami wykorzystujacymi znajomos¢ minimalnej wartosci whkasnej
znanej z literatury dla przyjetych plaskich obszaréw. Co prawda kryteria
wykorzystujace wkasnosci geometryczne obszardw sa ostrzejsze, Ho jednak
naktad pracy potrzebny przy ich efektywnym stosowaniu jest znikomy,
zwkaszcza ze postepowanie nie komplikuje sie przy réwnaniach o zmiennych
wspotczynnikach. Zauwazmy, ze w tym ostatnim przypadku metody wykorzystu-

jJjace znajomos¢ operatora poétgrupowego sa bezuzyteczne.
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0 HEKOTOPOM rEOMETPHHECKOM IIPH3HAKE CTOXACTHHECKOM yCTOIiiRKBOCTH
PEEEHHM nAPAEOJIH'IECKHX yPABHEHHfi C HACTKHMH nPOH3BO0,HHbIMil BTOPOTO PHM

Pes3sbme

B ciaTte nojQrtjeHu .nocTaionHue yanosna jioKajibHod CToxacmnecKoa ycToRvH-
BocTH HyjieBoro pememia. napaSojinveeKoro ypaBpeHHa c¢  tiaCTHItVWH npoH3BO#HHMn
Bioporo nopa”Ka. Ycjiobjiji ycToiivHBOCTH onpefleaeHu HeKOTophnnr xapaKTepacTHKa-
mh o0JiacTH h Sepera oOnacTH, b Koiopofl onpeflejieHO ypaBHeHHe.

ON SOME GEOMETRIC CRITERION OP STOCHASTIC STABILITY
OP A PARTIAL PARABOLIC EQUATION OP THE SECOND ORDER

Summary

Sufficient conditions of the local stochastic stability of a  trivial
solution of a partial parabolic equation of the second order has been ob-
tained. The stability criteria are based upon the knowledge of some geo-
metric properties of both the domain and the boundary of the domain in which
the equation is being defined.



