ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1976

Serial toéatematyka-Fizyka z. 28 Kr kol. 465

Maciej Tylikowski

0 STABILNOSCI STOCHASTYCZNEGO ROWNANIA ROZNICZKOWEGO, CZASTKOWEGO
Z PRZESUNIETYM ARGUMENTEM, OPISUJACEGO DRGANIA POPRZECZNE BELKI
SCISKANEJ SILA OSIOWA

Streszczenie! Korzystajac z bezposredniej metody Lapunowa, w pra-
cy,“anaiTzulesie jednostajng, stochastyczng stabilnos¢. zerowego
rozwiagzania roéwnania rézniczkowego, czastkowego z op6znieniem. ROw-
naniem tym mozna opisa¢ drgania poprzeczne belki z opdézniong spre-
zystoscia i Sciskanej wzdtuznag sita. Zadanie rozwigzano prsy pomocy
rozktadu &;zemieszczenia poprzecznego belki w szereg Fouriera

u(t,x) b yr("wi (xX) i otrzymano ukdad warunkéw stabilnosci.

W pracy rozpatrzymy pewne zagadnienia dynamiki belki $ciskanej losowag
sita wzdduzna S(t,6»j). Ukdad jest przedstawiony na rysunku 1. O materiale
z ktérego wykonano belke zaktadamy, ze charakteryzuje sie opdézniona spre-

zystoscia, tzn. sztywno$¢é¢ zginania jest opisana nastepujaca funkcja czasu
KI(t) - (ED.,H(®) + (EDopH(t-T)

i pokazang na rysunku 2.

Rys. 2
Réwnanie rézniczkowe opisujace drgania poprzeczne tego uk#adu ma budowe

+ (BI) +

Ab + 20 + (ED).
1 F «x4

n den 9x4
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gdzie«
u(t,x) - przemieszczenie poprzeczne belki w chwili czasu t>0 i punk-
cie O0< x<lI,
A - pole przekroju belki,
g - gestos¢ materiatu belki,
il - wspodczynnik thumienia materiatu belki,
u(t,x) « i>(t,x), -T<t<O0, O<x<l.

Funkcja <p(z,x) jest ciagle roézniczkowalna wzgledem czasu i czterokrotnie
ciagle roézniczkowalna wzgledem x. Ponadto przyjmujemy jednorodne, deter-
ministyczne warunki brzegowe» Warto réwniez, w tym miejscu, zauwazyc, iz
state A, e ,[6, T, (ED™, EI)Op dodatnie»

Do rozwiazania réwnania (1) wykorzystujemy rozwiniecie przemieszczenia
w szereg Fouriera

bo
(2)

n=1

Podstawiajac (2) do (1), mnozac obustronnie przez wné£x) oraz wykorzystu-
jac wkasnos$¢ ortogonalnosci wspédczynnikéw zaleznych od x otrzymujemy dla
kazdego n roéwnanie rézniczkowe zwyczajne

+ in2s(t,<w)  °»

gdzie

()

Jezeli S(t,te>) jest normalnym, szerokopasmowym procesem, to rownania (3)
mozna aproksymowadé uk#adem réwnan 1to £1j

a yn () - zn (t)dt,

+ &nyn (t) dw (t, /), ®)
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gdzie

a = b . f V*4 c 26 s iegfs
n " Ag > n = Ae » c “ Xe> n “Te“ *

6g - oznacza intensywno$¢ obcigzenia wzdduznego,
w(t, ) - jest standartowy proces Wienera,

yn (t) = ih (b oraz zn () - ~(t) dla -T<t<O0, O<x<l.

Funkcje ~(t) sa wspoétczynnikami szeregu Fouriera okreslonymi na podsta-
wie funkcji poczatkowej

0o
<P(t,x) = V ™ () wn (X), ®)
natomiast
dTi (v
() - gf- - (@)

Definicja
Méwimy, ze rozwigzanie trywialne yn *» 0, 2zn = 0 jednej pary roéwnan

(5) Jjest jednostajnie, stochastycznie stabilne wzgledem normy, jezeli
prawdziwe jest nastepujace zdanie logiczne

A A V Ibn (0).zn ©).01 < r=>p|sup||yn (1),zn (O),t] >e|<6.(8)
6>0 6>0 r>0 >0 J

Do zbadania stabilnosci rozwigzania zerowego rownania () wykorzystamy
bezposrednia metode Lapunowa [2], Funkcjonat Lapunowa przyjmujemy w na-
stepujacej postaci
00
VLyn (t), zn (t),t] = [yn (t) +cczn (t)]2 +<fj [J z~"t+s~dsjds. ©

gdzie cC,<3>0 sg statymi.
Przy obliczaniu pochodnej funkcjonatu (10) wzgledem czasu korzystamy
z tzw. FTormuty Ito [2] 1 po odpowiednich przeksztatceniach otrzymujemy
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dVEn ~ * 2rth g =

0

=-(/{# [2an+V - + T p (antbn W []yn(t>zn(t> +

+ +Hiln © "« n @t ) +

+ + s)J ds)dt +cignyn (I1:)zn (t)dw(tf(o;- (10)

Na to, aby forma kwadratowa zmiennych yn (t), zn (t), zn (t+s) wystepuja-
cych w nawiasie wezykowym réwnania (10) byta dodatnio okreslona potrzeba
i wystarcza, aby minory macierzy wspédczynnikédw wystepujacych przy zmien-
nych byty wieksze od zera, czyli

fI1>0»
+ Pjtf + B<0, 1)
gdzie

<A2

p2 = Jcc[2(an + bn) -°CgJ], q2 ° ¥
«Eb2F
m3 = $[2(an + bn) -°egj], q3 —
Py = Ar-~Art2 2 @n+bn)-c«g®] (@-ccc) +[0? (@n+bn)+<sc-1]2 - d?b2T2j
2T1

Uk+ad nieréwnosci (11) bedzie spekniony, na przykdtad, gdy

2(an + b )
c<1 oraz amy -d— >1,
Sr,

wéwczas
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natomiast

max [.,, fI]0J <i2, 12)

gdzie
°cbn T
2[2(an+bn)- ecgj]

%

p3

="~ p3 D2 = * z(p3

Jezeli zachodzi (11), forma kwadratowa w réwnaniu (10) bidzie wieksza

lub réwna

Xm [yn(t) + zn (t) + zn (t+s)] >

gdzie

AN> 0 sa wartosciami whasnymi macierzy wspédczynnikéw przy zmiennych tej

formy kwadratowej. Otrzymujemy woéwczas

d V[yn ()’ 3n(t),t]<

< * { £ [yr(t) + ZnCt) + z~)t+s)]ds]dt + cCgnyn (t)zfl (t)dw (t,co). (13)

Nieréwnos¢ (13) oznacza, ze dla dowolnych €2~t.j>0, z prawdopodobienst-
wem 1, catka z lewej strony (13) w przedziale od t do t2
lub réwna catce prawej strony (13) w tym samym przedziale.

Catkujemy obecnie obie strony (13) w przedziale od zera do Tr (t)>0 pa-

mietajac, ze catka sktadnika zawierajgcego dw(t,<x) rozumiana jest w
sie Ito D].

jest mniejsza

sen-
a nastepnie obliczamy warto$¢ $rednia obu stron

nieréwnos-
ci 1 otrzymujemy
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EQ{yn [Vt)], 2n[Tr ()], Tr()j) -E~[yn(0), zn(0),0]} <
7r (o 0

< - | (e I K(t) + z~(t) + zn(t+s)Iddsj-dt, 14
) -7

przy czym

() = min[Tr,tJ,

T jest momentem pierwszego wyjscia zmiennych yn(t), zn () 2 kuli K 0
promieniu r, okreslonej za pomoca normy

K=Jyn(®, zn(®: lIm@®, zn®, t] <r]. (5

Oprécz tego na mocy (10)

0O O
E-jviyn (*), zn (0), 01}= [yn (0) +cczn (0)]2 + >/ [Jf yjie, )dSI] ds <

¢ (1)
gdzie
c = @ +0)2 +
e lp = max max "L(t), £n(t .
1 _T*t<oi ® ®1
Poniewaz

viyn(®, zn (), t] ~ o an

wynika stad, ze

E{yn[Tr (t>]~ -V #>}> >° 18)

oraz

EQviyn[Tr O], zn [Tr (O], Tr () <E{v[yn (®, za(0),0]}. 19
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Widzimy wiec, ze funkcjonat (9) jJest supermartyngatem wzgledem 6 -ciata
zdarzen generowanych zdarzeniami, ktére zaszdy dla chwili t<0.
Jako norme w naszych rozwazaniach mozemy przyjacé

e () zn(t) ES NV opn [t ot ]

Z relacji (9, (@1) lub (12) oraz od (14) do (20) wynika na podstawie
[4]1, ze zgodnie z definicja (8) rozwigzanie zerowe réwnania (5) jest jed-
nostajnie stochastycznie stabilne.

Uwzgledniajac (2) zauwazamy, iz rozwigzanie trywialne u(t,x) = 0 roéw-
nania (1) bedzie jednostajnie, stochastycznie stabilne, jezeli dla kazde-
go n beda spednione nieréwnosci (11) lub (12).

Przyk+ad

Rozpatrzmy belke zamocowana na jej koncach przegubowo. Woéwczas warunki
brzegowe bedg nastepujace:

u(t,0) = u(t,1) = 0.
Dla takich warunkéw

wn () = sin (eé&x),

D 2 i N3M
n2 n * nd = @) *

Z zaleznosci (5) i nierdéwnosci (13) wynika, ze na to, aby rozpatrywany u-
k+ad byt jednostajnie stochastycznie stabilny wystarczy, aby

W) L

=1-< 1 oraz y

Dalszym krokiem w rozwazaniach stabilnos$ci uktadéw z opdzniona sprezy-
stoscig moze by¢ uwzglednianie wigekszej liczby cztonkéw z opdznieniem;
Prowadzi to, jednak do znacznie utrudnionej analizy, .aczkolwiek schemat

postepowania przy rozpatrywaniu takiego zagadnienia nie ulega wiekszym
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0B yCTOTTHHBOCTH CTOXACTHHECKCTO FIKFIAEPEHUKAJIbHOrO yPABHEHHH C HACTHEW1
npOH3BOJUINMH C nCGM~iTiCIBHEM, OimCL#BAKtiLTO 11011EPESHHE KOJIEEAHHH
EAJIKK CJKHMAEMOi+ OOEBO/i CHIIO

P e 3 ki me

npHMeKaa HenocpeflICTBeHHtifl Meio,n JlanyHOBa, aHajiz3npyeTCH cToxacTHvecicaa
ycTofttjuBOCTL HyjieBoro /(H$$epeHnHaJibHoro pemeHHs, ¢ lacTHHMH npOH3BO, HHHi IH
ypaBHeHHa. 0 nocliefleitcTBHeM .KojteOaHaa 6aaKn C ynpyrwM nocliefleficiBneM MoryT
HcnojiiwWTb sto ypaBHel—bléie. 3a”aqa pemeHa ¢ noMomtio paalioaceHHa nepeMemeHHH b
pafl $ypbe u(t,x) = 32 y. (£) w. (X) » noxyveHa cacieMa ycmoBHii ycToflvnBoc-

=1 1

ON THE STABILITY OP PARTIAL STOCHASTIC EQUATION WITH RETARDATION
DESCRIBING TRANSVERSAL DISPLACEMENTS OP A BEAM COMPRESSED BY AN
AXTAL PORCE

Summary

Using the Liapunov functional approach, the mean square stability of
the trivial solution of partial differential equation with retardated ar-
gument describing transversal displacements beam with elastic retardation

has been analysed. Based upon representation of solution in the form
00

u(t,x) = y<(t)w. (x), the set of sufficient conditions of stability of
i 1 1

trivial solution was obtained.



