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OPTYMALNE KSZTAŁTOWANIE UKŁADÓW KRATOWO-BEŁKOWYCH

Streszczenie: W niniejszej pracy zajmować się będziemy zagadnie- 
niami optymalizacji, odnoszącymi'się do tzw. układów kratowo-belko- 
wych, przyjmując jako funkcję celu objętość takiego układu} z funk­
cji ograniczających uwzględniać będziemy; naprężenia w prętach i 
belkach, przemieszczenia węzłów, a także ugięcia wybranych^ punktów 
osi belki; takie postawienie problemu prowadzi do zagadnień progra­
mowania nieliniowego.

1. WBtęp

Liczba publikacji poświęcona problemom optymalizacji konstrukcji prze­
kroczyła już 2500 (rok 1972); rocznie ukazuje się ioh 400, co stanowi 2% 
prac poświęconych problemom mechaniki, por. [16]. Wyczerpujące omówienie 
tych wyników - do roku 1972, znajduje się w monografiach [l,2,4,5,6] i 
pracach przeglądowych [7,8,9,10,11,12,13,14,15,16]. Omówienie wyników ba­
daczy polskich, ze szczególnym uwzględnieniem konstrukcji budowlanych, 
znajduje się w pracy A.M. Brandta [17]« Zagadnienie optymalizacji kon­
strukcji powłokowych omawiane są w praoy M. Życzkowskiego [19] , a przy 
uwzględnieniu pola temperatur - w pracy S. Borkowskiego [20]. Przegle’ 
problemów optymalizacyjnych z uwzględnieniem techniki cyfrowej przedsta­
wiono w pracy Z. Leśniaka i G. Rakowskiego [22], w literaturze dotyoząoej 
optymalizacji nieliczna grupa prac odnosi się do problemów, w których u- 
względnia Bię pola temperatur, por. [21].

Omówienie prac, z zagadnień mechaniki ośrodków odkształoalnyoh, w któ­
rych stosowano metody sterowania optymalnego, znajduje się w publikacjach 
G. Szefera [27] i J.J. Telegi [28]. Problemom teoretycznym optymalizacji 
poświęcone są prace I. Gumowskiego, C. Miry [3], H»M. Wagnera [25], D.G. 
Luenbergera [26]. Podstawowe elementy .programowania nieliniowego wyłożone 
są w pracach [23], [24] • Metody rozwiązywania układów statycznych, analizo­
wanych tutaj, podane są w pracy W. Nowackiego [18]. Powyżej podano przą- 
gląd publikacji jakie ukazały się w latach 1975-1975«

W punkcie drugim pracy sformułowano zadanie,, natomiast w trzeoim przy­
toczono metodę rozwiązywania danego problemu. Przedstawiony w pracy algo­
rytm rozwiązywania zadania jest uogólnieniem metod stosowanych przy roz­
wiązywaniu kratownic, por. pracę W.P. Siłakowa [30], a także uwagi odno­
szące się do tych problemów, przedstawiono w pracy P.I. ïiordsona, S. Pe- 
dersena, [16].
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2. Sformułowanie zadania

W danym układzie kratowo-belkowym należy tak dobrać przekroje prętów, 
oznaczonych numerami 1 ,2,...,n i przekroje belek n + 1 ,...,n + m, aby;
1° objętość tego układu była najmniejsza;
2° naprężenia występujące we wszystkich prętach i belkach nie przekracza­

ły wartości dopuszczalnych "kr";
3° przemieszczenia węzłów i maksymalne ugięcie belki były niewiększe od 

dopuszczalnych "q".

Należy zatem znaleźć:

n+m
min f(F) = min ( ^  \ In . li), F = (F-|»* * ‘ ,:Pn+m'' (2-1)

przy ograniczeniach
|N.|

STk kr <  (3*1.... n)> (2.2)
11 ‘*5 3 \

H.,
I M

V.. (f"* ---— ¿-J- - kr< 0, (j=n+1 ,...,n+m), (2.3)

V. (F)=|6. I - q<0, (w=1 ,...,w1 - liczba węzłów), (2.4)«¡w I Jwl

V. (F)=l&. I- q < 0, (b=1 ,...,m - liczba belek). (2.5)
Jb I Jbl

n+m
Funkcja f(F) = F.̂ . li określa objętość układu, natomiast symbole

F., 1-, (*> •, EL określają, odpowiednio, pole przekroju, długość, współ-x X J J
czynnik wyboczenia, siłę podłużną; M - maksymalny moment zginający; W.-
wskaźnik przekroju na zginanie; J. ^  - przemieszczenia liniowe

Jw Jb
węzłów i belek;
kr> 0.» 5 - naprężenie dopuszczalne, przemieszczenia dopuszczalne.
Tak sformułowane zagadnienie jest zadaniem programowania nieliniowego, 
gdzie funkcja celu (2.1 ) jest funkcją liniową, zaś ograniczenia (2.2-2»5) 
są funkcjami nieliniowymi.



Optymalne kształtowanie układów.. 227

3. Metoda rozwiązywania

Zagadnienie przedstawione w punkcie 2 możemy zapisać następująco:

minjf (F) s (F)<0, j=1....n+m| V^(F ) < 0 ,

w = 1 ,. • •, w,. 5 (F)^0, b =s *!,•••,m; F.^0, (3*1)
1 Jb

i - 1,... ,n+m; F(P1 f...,Fn+m) e En+mj, gdzie

funkcje f i V są funkcjami wypukłymi klasy C1 w przestrzeni En+m.
Powyższe zagadnienie rozwiążemy metodą kierunków dopuszczalnych [24] i me­
toda ta pozwoli nam dane zagadnienie programowania nieliniowego sprowa­
dzić do zagadnienia programowania liniowego, por. [29]. Przez zbiór punk­
tów dopuszczalnych rozumiemy zbiór

« = {F = F <F1  V m >  eEn+m « Vj<°* V jw <°* V jb<  Q} ’ ° ’2)

gdzie F jest punktem dopuszczalnym.

Algorytm rozwiązania
1. Znajdujemy siły wewnętrzne w prętach i belkach oraz przemieszczenia 

węzłów i przemieszczenia liniowe belek. Jako początkowy punkt dopuszczal­
ny przyjmujemy punkt F^0  ̂o współrzędnych »••• = P^° oraz
p (o) „ _ -pío)
n+1  ---- n+m'
Przekroje należy tak wyznaczyć, aby co najmniej jedno z naprężeń
występujących w rozpatrywanych prętach czy belkach znajdowało się w prze­
dziale [kj.-Sg- , Vfyy]»

[kr - 6ę, kr +6g.J (j=1 ,... ,n+m),

funkcji 

(3.3)

Podobnie postępujemy z przemieszczeniami, tzn. przyjmujemy dodatnie licz­
by 6§ i Óg (np. 6g < £  . q). Ze względu na wartośći funkcji Vj (F~°b i
V, (F(ob  mogą zajść przypadki:
Jb

gdzie 6g. jest zadaną dodatnią liczbą (np. 6g. <0,05 kr). Dla 
V. (F(o\ =  I <y(o)| - k^ mogą zatem zajść następujące możliwości:
J ; I j

V.<F(0)) € [-6e ,6e ] lub V 3(f (°)) * [-Sg,6g]
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V. fr<°>)e [-Sj. , ó j  lub V.w (F(°))4 [-66 ,&6] (3.4)

podobnie
V 1t(F^))e [-65 ,6j] lub V jbCF(o))* [-66 -6d -  (3-5)

2° Ustalamy zbiór tych funkcji V., V. , V. , dla których punkt«J «VV J .
p(°)(p(°)J...>F^^) leży na hiperpowierzchni ^ ( f ' 0') = 0, gdzie k = j, 
jw lub j^ (na brzegu obszaru dopuszczalnego).Zakładamy przy tym, że punkt 

) spełnia warunek V k(F^0 )̂ = 0, jeśli

-6<  V k(P(o)) <  5 , (3.6)

gdzie przez 6 należy rozumieć 6g*&g lub £jr.
Niech

<  Vjc(Pi0) ) C  5 fct“1  (3'7)

natomiast

(̂rf0) {j «‘ii ioi,)-
3° Określamy kierunek poprawiający wyznaozony przez wektor 

W tym celu należy rozwiązać problem programowania li­
niowego*

min |r « (Vf(P(o)), »(o))<r, ( VV.jJJ?(o)), s(o)) <  r, ||B(o)|<l|,

(3.8)

gdzie

lls(o)ll - max{|Bi| 1 i = 1  n+mj , (Vf(F(o)), *(o)) oznacza ilo­

czyn skalarny gradientu funkcji f(P(o )̂ i wektora s(o).
Problem (3.8) jest zatem zagadnieniem minimalizacji formy fi = r przy ogra­
niczeniach

1 1 ' s1 °̂  +***+ 1n+m * 8^nwn r* (3.9)
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óV, (F̂ 0)) JoC
9FT ° T

dV op(°)) 
¿CC

¡ 7 ^ —n+ra
.(o)-n+m ^  r (#“1 )»

(3.10)

\ 4 ° ) \  < 1  (k«1 ,... n+m). (3-11)

Ze wzglądu na to, że funkcje VjOP^°^) są funkcjami uwikłanymi przyjmuje­
my uproszczenie*

gip. (F(o)) A V dCF(o))

   «  -^Co)—  (k=1....r-+B)*

gdzie AP^' jest małym przyrostem pola przekroju.
Rozwiązując problem minimalizacji formy Q =  r przy ograniczeniach (3*9).
(3.10) i (3*11) metodą sympleks [29], otrzymamy wektor 8  ̂(s|0^...
określający nam kierunek poprawiający.
W ten sposób otrzymamy nowy punkt dopuszczalny

| T  (1  )  ( F  ( o )  +  g j o )  .  t ( 1 ) t  yM  +  s ( o )  .  t ( 1 ) ...................... p O D )  +  s ^ 0 )  .  t ( 1 ) } >

(3-12)

4° Znajdujemy takie t ^ \  które spełnia warunek

f CF(1h  “ minjf (F(°)) « Vj(F(1 )̂ <  O, j«1 ,...,n+m; (3.13)

V, (F(1)) <  
Jw

O, w *> 1,...,w^| Vj (F^JłgO, b-1,...,mj.

5° Wyznaczamy przekroje p|^ i znajdujemy nowy kierunek poprawiający 
■ z punktu i1 ̂  ̂ (pj1 \... ,P^|^) jak w punkcie 3° powyższego algoiytmu, 
i.t.d. Obliczenia prowadzimy do tego miejsca, w którym

|f(p(k+1 )) _ fgp(k))| <  £ (g _ dana dodatnia liczba).
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4- Wnioski

Opisany w punkcie 3 algorytm oparty na metodzie kierunków dopuszczal­
nych jest zbieżny do punktu optymalnego

F (i1̂ ,. •. ,Pn+m) jeśli spełnione są założenia:

a) f, Vj„, są funkcjami wypukłymi klasy c"* określonymi w prze-
J *>b

strzeni E“4111;
b) istnieje punkt F (F.j,.. .Fn+m) Q taki, że Vj(F)<0 (j = 1.... n+m),

V. (F)< 0 (w=1 ,...,w1), (P) <  0 (b.1 ,...,m)j
0W 1 Jb

o) dla każdej liczby rzeczywistej r, jF € Q : f(F)< rj- jest zbiorem ogra­
niczonym.

Ze względu na skomplikowany charakter funkcji V., V. , V. nie jesteś-J JW
my w stanie spełnić wymagania założenia (a), dlatego też zbieżność opisa­
nego w punkcie 3 algorytmu stoi pod znakiem zapytania. Podamy jednak w na­
stępnej pracy przykład optymalizacji układu kratowo-belkowego z załącze­
niem programu na maszynę cyfrową.
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0nTHMAJIH3AINJH CTEPHHEBO-EAJIKOBHX CHCTEM 

P  e 3 » m e

B cTaiBe pa3pa6aihiBaeTca npodxeMa onTHMaxn3aipin cTepacHeBOÓa«KOBHX cacieM 
h ofiBeM 3Th x cHCTeM, OyHKiyieti orpaHHHHBa»meił ee HBJineTCH HanpaaceHae b npy- 
Tax h 6axKax, a larace nepeMemeHae y3XOB. npoÓJieMa MoaceT óhtb pemeHa MeTOflOM 
HejiHHeNHoro nporpaMnpoBaHaa.
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THE OPTIMAL' SHAPING OF LATTICE-BEAM SYSTEMS 

S u m m a r y

An optimization problem in lattice-beam systems . (in which a volume is 
taken for purpose function has been considered in this paper. As limiting 
functions are taken the strains in the rods and beams, the displacement 
in the joints and also the bends in some points of the bar. Such an atti­
tude to this question leads to the problems of nonlinear programing.


