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WARIACYJINO-ROZNICOWA METODA ROZWIAZYWANIA ZADAN BRZEGOWYCH
NIELINIOWEJ TEORII SKRECANIA PRETOW

Streszczenie: W niniejszej pracy przedstawiono metode minimali-
zacji funkcjonatu, okreslajacego sprzezong energie potencjalng skre-
canego preta, dla ktérego modelem jest nieliniowy osrodek Kauderera.
Do zminimalizowania tegoz funkcjonatu postuzono sie metodg wariacyj-
no—;éinicowq przy wykorzystaniu algorytmu metody elementéw skorczo-
nych.

1. Wstep

Pewne szczegdlne problemy nieliniowe, odnoszace sie do skrecania pre-
téow zostatly opracowane i przedstawione w praoachi J.A. Barga.W.l. Miszewa
Cii 1 (pret O przekroju prostokatnym)} S. Borkowskiego [2j, (algorytm ite-
racyjnego rozwigzania zagadnien brzegowych teorii skrecania pretéow o prze-
kroju wielospéjnym); H. Kauderera [3], (przekrdj kotowy i eliptyczny);
0.S. Kosmodamianskiego, N.E. Zimy [4J, (przekréj eliptyczny z dwoma wtra-
ceniami); N.E. Zimy [6] (przekréj eliptyczny z ekscentrycznym, walcowym
wycieciem).

Przedmiotem rozwazan niniejszej pracy jest minimalizacja nieliniowego
funkcjonatu, ktéry przedstawia sprzezonag energie potencjalng skrecanego
preta, o dowolnym przekroju jednospdjnym przy zaktozeniu, ze modelem TFi-
zycznym jest nieliniowy osrodek Kauderera. Strona statyczna i geometrycz-
na zagadnienia przyjeta jest zgodnie z klasyczng, de Saint Venatoweka te-
orig skrecania. Posta¢ takiego funkcjonatu  wyprowadzo w pracy C5j. Do
rozwigzania wymienionego zadania wariacyjnego zastosowano metode wariaoyj-
no-réznicowg (elementu skoniczonego) przy czym jako dziedzine rozwazanego
funkcjonatu przyjeto klase funkcji liniowych, w podobszarach. W efekcie
rozwazan uzyskano ukdad nieliniowych réwnan algebraicznych okreslajacy
rozwigzanie zadania.

2. Sformutowanie zagadnienia

Nalezy znalezé¢ taka funkcje F(l,i); (X,Y)asir , dla ktéorej wartps¢ fun-
kcjonatu
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- 457] dXdv, .1
przy zadanym momencie skrecajacym

K - 260jp(X,Y)dxdy, .2

r
jest najmniejsza.

W (2.1), (2.2) F(X,Y) przedstawia funkcje naprezen. O- jednostkowy kat
skrecania, F - zbidér punktéw przekroju preta, K - moment skrecajacy,
dziatajacy w przekroju brzegowym z = 1j G, 92 - s'take materiatowe, wy-
znaczone doswiadczalnie.

3. Wariacja funkcjonatu

Istotg stosowanej metody minimalizacji funkcjonatu jest rozwazanie wa-
riacji w podobszarach trdjkatnych ri, na ktore zostat podzielony obszar
r, a nastepnie wykorzystanie otrzymanych wynikéw do obliczenia wariacji
funkcjonatu w catym obszarze F .

Wariacja funkcjonatu (2.1) w obszarze F wynosit

6[Vl - 20©2J Ot 11 +e (1D -1F1 1 + $0 2R [(81)2+(8] 2]

- 26pJdXdY. G.1D

W zwigzku z powyzszym zatozeniem mamy:

fr 8F 9POP 91 f
6BO = 2 GR2 M[j2(ST5 37 +6(5v>(57)] j1+

af ap -

+00% (A YZ + <s+)21[ - 26 (p | dXxdv (3>2)

gdzie n jest liczba trojkatéw podzielonego obszaru T
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Zgodnie z U.2) w obszarze tréjkatnym T. wariacja 8W jest postaci:
_ i
* : 1
- A U
sE§) = gio2d f(6B) B+ G " J |1+
i
r dF 1i 1
+kU(ST R+ (stn j m26J dxar (3*3)
gdzie
k-1 ©V
Z obszarem trojkatnym zwigzano lokalny ukdad wspédrzednych, przyjmu-
jac oznaczenia jak na rys. 1.
Zgodnie z rys. 1 mamy
xB = h,, yB = 0j
G.9
O<xc<h1l1, yQ = h2.

Obszar r\
nosci

w lokalnym

uktadzie wspétrzednych,

mozna opisa¢ ukkadem nierow-
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gdzie

XC ~ XB

Zwigzki miedzy wspétrzednymi dla punktéw 17 maja postad

X = a + x cosoC - y sindC,

y »b + x sinoC + y cosoC,

X
1

(X-a) coscC + (Y-b)sinoC,
G-6)

y - (X-a)sinoC + (if-b)coscC.

Wykorzystujac pierwszy ze zwigzkéw (3.6), funkcje F (X,r)

przedstawimy w
postacis

F(X,Y) = F(a + xcosc< - ysincC, b = xsinoC+ ycosoc) = F (X,¥)]} @G.7
i i i

pochodne tej funkcji okreslone sg wzorami
dF dF aF
5Y M d$ cosc " 5Y 8inC

G.8
9F dF 8p

5Y m 57 sinoC + 0°soC.

Funkcja F (X,y), zgodnie z przyjetym zatozeniem o liniowosci, ma postad

P(x,y) =@ + L,X+ oCy 3.9)
i il i i3

lub w zapisie macierzowym

';(X,Y) =Q-C§3 , .10

gdzie

Q =1[1 X 1y], «S
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Oznaczajac wartosci funkcji F(x,y) w punktach A,B,C odpowiednio przez

?1” ?2> ?3* uzyskujemy z (3.9).

1 0 -«1 1l
1 hl 0 (iQ _ 22 (3.11)
1 X br
jr>
Réwnos¢ (3*11) zapiszemy w postaci
A e= F, *
[ | G-119
gdzie
det A =hl . h2 ~O.
Z (3.11*) wynika
ac=A " F
T ¢-12)
gdzie
1 0
-1 1 1
~y *7
1 1
hir2 A2 1“2
Uwzgledniajac w (3*10)-(3.12) otrzymujemy
QA"1F =BF = BF)T =FT BT,
POY) i i ii i G-13

gdzie

Wyrazajac poszczegdlne wielkosci wystepujace w wyrazeniu podcatkowym(3.2)

i uwzgledniajac zwiazki (3-13), (@-8) uzyskamy
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6? - (8F)T BT,
[ i
3F p3BT aBl
M ST>- @ T 008<* By~ H (3.15)
3F r 3BT dBx 4
»(sy>- SF>T L™~ sinoC+ 008rtJ>
9P 3B OB

ST - (Sx cosot“ b5y 8inoc) F i~

3F dB 3B

S+ = (i1 8incC+ 3y cosrt¥Fi*

Podstawiajac (3.15) do (3.3) i przechodzgo do catek iterowanych, Pprzy u-

wzgiednieniu (3.5) otrzymujemy

{2 ?B+‘y f 3BT 3BT 3BT dB

609. Gl fTL (  f&*i- £m * 4 - .
+AH N 2+ - k8 H 7-)3 F - 287- dxdy
z (3.13) wynika
SB"+ 0B 3BT .0B
. G.17)
5x mexi + Sy Sy 7

gdzie K jest macierza sztywnosci elementu, postaci
i

| X

X
+0-e> L+ @EFE) - A-c

G.17)
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Obliczajac catke (3.16) i przyjmujac oznaczenie

rf2 - fi. ?23 " 20
X=K|(*-r— — 2+ 1

otrzymujemy:
G182 (BT  (1+%) (3-13)
i ]
gdzie
hi hP r . -T
1=2 1 dy 1 B4 dx = -U-- [1:1:1] (3.19)
1 Jb JX,
£
hp Y

Wyrazenie (3-18) przedstawia wariacje sprzezonej energii potencjalnej u-

ktadu, odpowiadajacg podobszarowi F_.
i
Wariacja sprzezonej energii potencjalnej uk#adu ma postac

6 [u] =C-102 (6F)T (HF - 1), (3.20)
przy czym
H =H1 + Hiij (3-21)

gdzie K -macierzsztywnosci ukdadu, H,t Jest macierzao elementach za-

wierajacych %, HT - macierz blokowa utworzona z K, F- macierz niewia-
1 = - 1 -
domych w obszarze i , 1 macierz utworzona z
Poniewaz 6 [U] = 0, a @6F)T jest ndowolne, wiec
H .F -1=0. (G.22)

Rownanie (3.22) jest uktadem algebraicznych réwnan nieliniowych, poniewaz
Ej zalezy od F.

Uk#ad réwnan (3.22) rozwigzujemy metodg iteraoyjna, przyjmujac nastepuja-
cy proces iteracyjny:

(3-23)
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m (n+1)
H o+ %) 1. (3-24)

Réwnanie (3*23) otrzymano z (3*22) przyjmujac Hjjs O, co jest réwnowazne
rozwigzaniu odpowiedniego zadania liniowego teorii skrecania pretéw. Nu-
meryczne problemy odnoszace sie do rozwigzania zadania (3*21) bedg przed-
miotem dalszych prac.
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PA3HOCTHO—BAPHALCHOHHHI# METOH PEEEHHH KPAEBHX 3AJUR
HEJIHHEHHOi1 TEOPHH KPyREHHH CTEPHHEN

Pe3»me.

B paboTe flaeTca Meiofl (OytKieaoHajia,onpeflejiHngero nojiHym no-
-ceHnHaJilHy» enepra» Kpyaeuoro CTepacHH, KOToporo g&n3naeckOK  Mo'ejitio
HBIweTcji pa3HOcrno—BapnannoKiiHii MeTaj;-

THE WARIATIONAL-DIFFERENCE METHOD OP SOLVING BOUNDARY PROBLEM
OT THE NONLINEAR THEORY OF TWISTED BEAMS

Summary

This paper describes the method of minimalizing the functional which
determines the joined potential energy of a twisted beam for a nonlinear
Kauderer medium. The variational-diiference method has been applied in
ordr™* to minimalize this functional by means of on algorithm of Tfinite
elements.



