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WARIACYJNO-RÓŻNICOWA METODA ROZWIĄZYWANIA ZADAŃ BRZEGOWYCH 
NIELINIOWEJ TEORII SKRĘCANIA PRĘTÓW

Streszczenie: W niniejszej pracy przedstawiono metodę minimali- 
zacji funkcjonału, określającego sprzężoną energię potencjalną skrę
canego pręta, dla którego modelem jest nieliniowy ośrodek Kauderera. 
Do zminimalizowania tegoż funkcjonału posłużono się metodą wariacyj- no-różnicową przy wykorzystaniu algorytmu metody elementów skończo
nych.

1. Wstęp

Pewne szczególne problemy nieliniowe, odnoszące się do skręcania prę
tów zostały opracowane i przedstawione w praoachi J.A. Barga.W.I. Miszewa 
Cii 1 (pręt 0 przekroju prostokątnym)} S. Borkowskiego [2j, (algorytm ite- 
racyjnego rozwiązania zagadnień brzegowych teorii skręcania prętów o prze
kroju wielospójnym); H. Kauderera [3], (przekrój kołowy i eliptyczny); 
O.S. Kosmodamianskiego, N.E. Zimy [4J, (przekrój eliptyczny z dwoma wtrą
ceniami); N.E. Zimy [6] (przekrój eliptyczny z ekscentrycznym, walcowym 
wycięciem).

Przedmiotem rozważań niniejszej pracy jest minimalizacja nieliniowego 
funkcjonału, który przedstawia sprzężoną energię potencjalną skręcanego 
pręta, o dowolnym przekroju jednospójnym przy założeniu, że modelem fi
zycznym jest nieliniowy ośrodek Kauderera. Strona statyczna i geometrycz
na zagadnienia przyjęta jest zgodnie z klasyczną, de Saint Venatoweką te
orią skręcania. Postać takiego funkcjonału wyprowadzo w pracy C5j. Do 
rozwiązania wymienionego zadania wariacyjnego zastosowano metodę wariaoyj- 
no-różnicową (elementu skończonego) przy czym jako dziedzinę rozważanego 
funkcjonału przyjęto klasę funkcji liniowych, w podobszarach. W efekcie 
rozważań uzyskano układ nieliniowych równań algebraicznych określający 
rozwiązanie zadania.

2. Sformułowanie zagadnienia

Należy znaleźć taką funkcję F(I,i); (X,Y)asir , dla której wartpść fun
kcjonału
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- 45'] dXdY, (2.1) 

przy zadanym momencie skręcającym

K - 2G©jp(X,Y)dXdY, (2.2)
r

jest najmniejsza.
W (2.1), (2.2) F(X,Y) przedstawia funkcję naprężeń. 0 -  jednostkowy kąt 
skręcania, F -  zbiór punktów przekroju pręta, K - moment skręcający, 
działający w przekroju brzegowym z = lj G, %2 ~  s"tałe materiałowe, wy
znaczone doświadczalnie.

3. Wariacja funkcjonału
Istotą stosowanej metody minimalizacji funkcjonału jest rozważanie wa

riacji w podobszarach trójkątnych ri, na które został podzielony obszar 
r, a następnie wykorzystanie otrzymanych wyników do obliczenia wariacji 
funkcjonału w całym obszarze F .
Wariacja funkcjonału (2.1) w obszarze F  wynosił

6[V] - 20©2 j [jft( ||) || + 6 ( |f) -|f] |l + $ © 2fl2 [( §|)2+( §|^2]| “

- 2ópJdXdY. (3.1)

W związku z powyższym założeniem mamy:

f r 8F 9P OP 9l f
6 BO = 2  G1®2 ^ [j?( ST5 37 + 6 ( 5Y> ( 57)] j 1 +

af ap -.-j
+  i  @ %  ( ń ) Z  +  < s ł ) 2 ] [  - 2 6  (p | d X d Y  ( 3 > 2 )

i «* 1,2,

gdzie n jest liczbą trójkątów podzielonego obszaru T  .



Zgodnie z U . 2) w obszarze trójkątnym T. wariacja 8W  jest postaci:_ i
r*i i  fr d? ap df fsLyj = gi©2J |jft( g£) 3$ + 6( 57) ^  J | i  +

i

r dF ii 1
+ k L( 5T)2 + ( s ł n  j  ■ 2 65 J dxar* (3*3)

gdzie
k - | © V

Z obszarem trójkątnym związano lokalny układ współrzędnych, przyjmu
jąc oznaczenia jak na rys. 1.
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Zgodnie z rys. 1 mamy

xB = h.,, yB = Oj
(3.4)

0<xc< h 1, yQ = h2.

Obszar r\ w lokalnym układzie współrzędnych, można opisać układem nierów
ności
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gdzie
XC ~ XB

Związki miedzy współrzędnymi dla punktów 17 mają postaó

X = a + x cosoC - y sinoC, 
y *» b + x sinoC + y cosoC,

x = (X-a) coscC + (Y-b)sinoC, 

y = - (X-a)sinoC + (if-b)coscC.
(3.6)

Wykorzystując pierwszy ze związków (3.6), funkcje F (X,r) przedstawimy w 
postacis i

F(X,Y) = F(a + xcosc< - ysincC, b = xsinoC+ ycosoc) = F (X,y)j (3.7)
i i  i

pochodne tej funkcji określone są wzorami
dF dF aF
5Y M dś oosoc ' 5Y 8incC

(3.8)
9F dF 8p
5Y *■ 5 7 sinoC + o°soC.

Funkcja F (x,y), zgodnie z przyjętym założeniem o liniowości, ma postaó

p(x,y) = 051 + oC,3C + oC,y 
i i1 i i3

(3.9.)

lub w zapisie macierzowym

gdzie

F(x,y) = Q.cC , 
i i

Q =  [ 1  | X  ! y ] ,  «S

(3.10)
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Oznaczając wartości funkcji F(x,y) w punktach A,B,C odpowiednio przez 
?1’ ?2> ?3* uzyskujemy z (3.9).

~1 0

1 h1 0

1 Xęj hr

- «1 1'
0C2i - ?21

jr>

(3.11)

Równość (3*11) zapiszemy w postaci

A ec = F ,
i i i (3.11*)

gdzie

Z (3.11*) wynika

det A = h1 . h2 ^ O.

CC = A  ' F
i i i * (3.12)

gdzie

-1

1 O
1_ 1*7

h1^2 ^2 1 “2

7̂
1 1

Uwzględniając w (3*10)-(3.12) otrzymujemy

P(xy)
i

Q A"1 F = B F = (B F)T = FT BT,
i i i i  i i  i i (3.13)

gdzie

Wyrażając poszczególne wielkości występujące w wyrażeniu podcałkowym(3.2) 
i uwzględniając związki (3-13), (3.8) uzyskamy
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6? - (8F)T BT, 
i i i

M
3F p3BT aB1
ST> - (8^ T 008 <*' 5y~ H ’

»(
3F r 3BT dBx -i
s y > - <6F>T L " ^  sinoC+ 008rtJ*

9P 3B OB
S T  - ( S x  cosot“ 5y 8inoc) F i'

3F dB 3B
Sł = ( i i  8incC+ 3y cosrt>F i*

Podstawiając (3.15) do (3.3) i przechodząo do całek iterowanych, 
wzgiędnieniu (3.5) otrzymujemy

609.
{?2 ?B+^y f 3BT 3BT 3BT dB

:<»fT {  ( {< *i- £ ■  * 4 - ♦Gl©‘

+ ^ H ^ 2 + -  k§ H 7 -)2] F - 2®Tj - dxdy

z (3.13) wynika
SB"1- OB 3BT .0B
5x“ ■5xi + "Sy“ "Sy ”

gdzie K  jest macierzą sztywności elementu, postaci 
i

+ o- e*>‘ !- <sf)c + ̂  (1~ <
X  I X

(1- t” ) - (1- c&)

H=
i

(3.15)

przy u-

(3.17)

(3.17)
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Obliczając całkę (3.16) i przyjmując oznaczenie

rf2 - fi. ?3 " ?i
•X = k|(^-r— — )2 + (—  1

otrzymujemy:

G1®2 (6F)T
[i

(1+*)
i ; ]

(3-13)

gdzie

1 = 2  I dy I B*
1 Jb Jx„

h1 hP r . -T 
-1 dx = - U -- [1:1:1] (3.19)

_£ yhp

Wyrażenie (3-18) przedstawia wariację sprzężonej energii potencjalnej u-
kładu, odpowiadającą podobszarowi F .

i
Wariacja sprzężonej energii potencjalnej układu ma postać

6 [u] =C-102(6F)T (HF - I), (3.20)

przy czym

H  = H l + Hjjj (3-21)

gdzie K  - macierz sztywności układu, H,.t jest macierzą o elementach za
wierających %, H T - macierz blokowa utworzona z K, F - macierz niewia-

1 ~ 1 • domych w obszarze i , I macierz utworzona z

Ponieważ 6 [U] = 0, a (6F)T jest ndowolne, więc

H . F - I = 0. (3.22)

Równanie (3.22) jest układem algebraicznych równań nieliniowych, ponieważ 
E jj zależy od F.
Układ równań (3.22) rozwiązujemy metodą iteraoyjną, przyjmując następują
cy proces iteracyjny:

(3-23)
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(n) (ń+1)
(Hl + % )  F = I . (3-24)

Równanie (3*23) otrzymano z (3*22) przyjmując Hjj s O, co jest równoważne 
rozwiązaniu odpowiedniego zadania liniowego teorii skręcania prętów. Nu
meryczne problemy odnoszące się do rozwiązania zadania (3*21) będą przed
miotem dalszych prac.
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PA3H0CTH0—BAPHALCHOHHHii MET OH PEEEHHH KPAEBHX 3AJUR 
HEJIHHEHHOii TEOPHH KPyREHHH CTEPHHEń

P e 3 » m e .

B paboTe flaeTca Meiofl (JyHKięaoHajia, onpeflejiHmąero nojiHym no-
.ceHnHaJiLHy» enepra» Kpyaeuoro CTepacHH, KOToporo g&n3naecKOK Mô ejitio
HBJweTcji pa3HOcrno—BapnannoKiiHii MeTaj;.

THE WARIATIONAL-DIFFERENCE METHOD OP SOLVING BOUNDARY PROBLEM 
OT THE NONLINEAR THEORY OF TWISTED BEAMS

S u m m a r y

This paper describes the method of minimalizing the functional which 
determines the joined potential energy of a twisted beam for a nonlinear 
Kauderer medium. The variational-diiference method has been applied in 
ordr̂ ' to minimalize this functional by means of on algorithm of finite
elements.


