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Marek Wojtylak

NUMERYCZNE PROBLEMY OBLICZANIA WARIANCJI DLA UKELADOW OPISANYCH
STOCHASTYCZNYM ROWNANIEM CAtKOWYM YOLTERRY 11 RODZAJU

Streszczenie; W pracy podano metody numeryczne obliczania rezol-
wentydl wariancji dla stochastycznego réwnania calkowego Yolterry
11 rodzaju.

Wstep
W celu przyblizonego wyznaczenia wariancji dla -ukkadéw opisanych réwna-

niem catkowym Volterry 1l rodzaju wykorzystano w pracy wzory wyprowadzone
w [4]. Dla wiekszej czytelnosci podajemy ponizej te wzory.

Réwnanie catkowe;

mlV u) x(u.co) du ©.1)

X))

Rezolwenta

©-2)

n=l

gdzie
K3 @ju) - K(t.u) = Pa®)

Kn+l (t,u) «1 Kn(t,s)K(s:, u)ds n-1,2
u

Funkcja korelac.ii
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- ?R(tZ,uZ)Kﬁ (™ ,u2)du2 + f RCEN ,uM)R(E2 ,u2 )K" ,u2 )du2 dur
H

om
©.3
Wariancja dla réwnania m(t)y + cC(Hy + c(t)y = P(t,to)
o 1t YCru?), , s
=Jo jo mCu”y.mCUliKx (tl,t2)du2 du,. 0.9

Problemy numeryczne dotyczace tych wzordéw mozna podzieli¢ na dwie gru-
py- | tak odpowiednio w czesci pierwszej pracy zaproponowano pewne metody
przyblizonego obliczenia rezolwenty. Druga czes¢ jest poswiecona metodom
zwigzanym z wyznaczaniem wariancji. W pracy wyiccrzystano metody numerycz-
ne obliczania caltek pojedynczych i podwojnych opisane w [i] i [2].

1. numeryczne obliczanie rezolwenty

W [4] zaproponowano metode wyznaczania rezolwenty, ktéra moze by¢ pod-
stawg do obliczen numerycznych. Poniewaz rezolwente R(t,u) (0.2) mozna
przedstawi¢ w postaci szeregu nieskonczonego zatem obliczenie sumy czes-
ciowej Rm(t,u) tego szeregu jest réwnoznaczne z przyblizonym wyznacze-
niem rezolwenty. Sposéb ten mozna stosowa¢ jednak tylko gdy m jest ma-
te (kilkadziesigt) gdyz poszczegolne wyrazy Ka+1(t,u) obliczane sg z co-
raz mniejsza dokkadnoscig. Jest to spowodowane przyblizonym wyznaczeniem
Kn+,(t,u) ze wzgledu na catkowanie numeryczne, a nastepnie uzycie tej nie-
dok#adnej funkcji do obliczenia Kn+2(t*u) 1td*

Do wyznaczania Kn+,(t,u) wykorzysta¢ wzory Newtona-Coatesa (p-
wzOr trapezéw czy wzOr Simpsona). Zastosowanie wzoru trapezow nie nastre-
cza wiekszych trudnosci. Przy ustalonym t przedziat (0,t) dzielimy na
m réwnych czesci i1 wprowadzamy oznaczenia*

t-k.h k-0,1, (1.1)

Wtedy
m

Kn+l(tiuk> 3 1 2 (V7i5eKaiuk +
i=k+1

+ Kn(t,ui_1) . KQui_1, uk))  k-0,1,_.... .2
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Tak wyliczone warcosci K A~(t,uk), dla roznych t, uzywamy nastepnie do

obliczania Kn+2(tuk”

W ten sposOb otrzymamy wartosci kolejnych wyrazéw szeregu na  dyskretnym

zbiorze punktéw postaci (t™.u), gdzie i=0,1,..*»T/., k=0,1,... fr\.
Wykorzystanie metody Simpsona do obliczania poszczegdlnych  calek we

wzorze (0.2) jest trudniejsze. Przy poprzednich oznaczeniach wzor analo-

giczny do (1.2) ma postac:

m
Kn+tl(tuk> = & 2 (Kn (ui ) -~ui "uk)
i=k+1

+ 4 M@™ui “ j* KQut - Ty, uk) + U1 DKM, UiD)- a*3)

Zatem aby obliczy¢ (tui®) dla k=0,1,...,m nalezy zna¢ wartosci
funkcji  Kn (t,u) w dwukrotnie wiekszej liczbie punktéw (dochodzg wszyst-
kie srodki przedziatow W™, uM)).

Dla zastosowania innych metod catkowania numerycznego jak kwadratury
Gaussa czy Czabyszewa konieczna jest znajomos¢ Kn+1(t,u) w calym prze-
dziale. Jest to mozliwe jezeli po wyznaczeniu dla ustalonego t, wartosci
funkcji Kn+iil>u) w skoriczonej liczbie punktow bedziemy te Tfunkcje apro-
ksymowa¢ wielomianem. Jednak takie postepowanie kolosalnie wydduza czas
obliczen i mozliwe jest w przypadku dysponowania bardzo szybkg maszynag cy-
frowa.

Rezolwente R(t,u) mozna wyznaczy¢ rowniez w inny sposéb. Wzér (0.2)
mozna przeksztakci¢, analogicznie jak w [3] dla rezolwenty réwnania Fred-
holma, w réwnanie catkowe

R(t,u) = K(t,u) —j R(t,s) . K(s,u) ds. @4

W celu przyblizonego rozwigzania (1.4) nalezy aproksymowa¢ calke sumg
skonczong. Jezeli przyjmiemy oznaczenia (1.1) i przyblizymy catke przy po-
mocy wzoru trapezdw, otrzymamy nastepujacy ukdad réwnan:

R(L,t) = K (t,t)

R(L,u®) = Kit,”) - yK(E, ) . R, -
m-1

-h R(t,uk).K(uk,ui) - iyKit.uMRit,n) i=0,...,m. @.5)
k=T+1
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Po przeksztakceniu i wprowadzeniu oznaczenia R(t,u™) = i=0,...,m u-
k#ad ten przyjmie postacs

xm = X (t«t-

1/\
@ + | KCt,n)) + rQS/ xk - h .KAJUA + xBA K(E, ) = KCt, M)
k=i+1

i—-m-—- 1,«._,0. (1.6)

Macierz tego ukdadu réwnan jest macierzg goérng trojkatng a, przy zakoze-
niu K(t,u) > 0, elementy na gléwnej przekatnej sa wieksze od jednosci. Za-
tem wyznacznik tej macierzy jest wiekszy od jednosci w zwigzku z czym roz-
wigzanie zawsze istnieje oraz uktad réwnan jsst dobrze uwarunkowany.

Niech rftt.uw™) - przyblizona wartosS¢ rezolwenty otrzymana jako rozwigzanie
uktadu (1.6), R(t,u™) - dokkadna wartos¢ rezolwenty. Wtedy

iREE.Uj ) - i*@ud)] < M . h3.

Zatem przy odpowiednio dobranym h mozna wyliczy¢ wartosci rezolwenty z
zadana dok#adnoscia.

2. Numeryczne obliczanie funkc.ii korelacji i wariancji

Niech
2

S(t,u) = R(,x) K (U,X) dx. @.)

Wtedy, przy zatozeniu K~N(t",t2)
postac?

Krtg»” ), funkcja korelacji przyjmie

t2
VEj,tg) — K_(t. ,tg) — o(th,tg) — O(tg,t™) + b o(t.],Ug)R(tg,Ug)dug.

¢2)
Dla obliczenia wartosci funkcji S(t,u) mozna uzy¢ wzoru Simpsona. Niech:

t=b.m h=>0 mec

@3
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wtedy
m
S(t,u) = (R(t,xk). Kh(u,xk) + 4R(E)gc - iy)kh (U,xk - 8) +
i1
+ R(t,xk_1) . Kn(u,xk_1)). .9

Znajac wartosci S(t,u) w skonczonej liczbie punktéw calke we wzorze (.2)
nozna wyznaczy¢ stosujac wzor trapezow.

Punkty w ktérych mozemy obliczy¢ wartosci funkcji >R) zalezne
od tego dla jakich t wyznaczylismy rezolwente.

Z kolei wybor metody obliczania wariancji jest zalezny od tego w ja-
kich punktach znamy wartosci Kx (th,t2).

W celu wyznaczenia wariancji uzywamy zdozonego wzoru trapezéw. Zastoso-
wanie innego sposobu pociggnetoby za sobg duze zwiekszenie czasu obliczer
ze wzgledu na powigzania z obliczaniem funkcji korelacji i rezolwenty.
Przyjmujac oznaczenia @ .3) otrzymujemy:

2 h2 X 4Antlrt-xiy +-xi -
=4 *Zb gliln(e ) m(x ) [XGEXD) +
i=1 j=1
t - X . t-xil1l 1
+ m(xi_1) m(xj_1; Kxxi-1* Xj-1 * .5

Powtarzajgc obliczenia dla roznych t otrzymujeqy tablice funkcjg 6’=(t).
Btad w ten sposéb obliczonych wartosci funkcji 6e(t) jest rzedu h < Do-
ktadnej wartosci bdedu nie mozna wyliczy¢ praktycznie. Mozna to zrobi¢ w
sposob przyblizony. Jezeli dwa rozne rozwigzania otrzymane przez zastoso-

wanie tych samych wzoréw z dwoma réznymi i h2 (np. = h, h2 =h/2)
sg bliskie sobie w granicach zadanego bdedu to obliczenia mozna zakoriczyC.
W przeciwnym razie nalezy przyja¢ h. = h/2, h2 = h/4 1 obliczenia kon-
tynuowac.

Ha podstawie tej pracy opracowano program dla emc OBRA-1204 i przepro-
wadzono obliczenia dla réznych przykkadow.
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HYMEPHKECKHS MEIC&PEBNUI-K:JIEHHH SLICIHIEPOHH fIJH CHCTEM, OHHCAHHHX
CTOXACTH'ECKKMH HHTErPAJIBHHMH yPABHEHHHMH BOJIBTEPPH

1e3b U

B padoie paccMOipeHH HyMepmjecKite MeTO"H BbMuc.ieHHH flacnepcHH fUIH CH-
CTeM, OHHCaHHLCC CTOXaClHgeCKHMH ypaBHeHHHMH 30JIBTeppU.

NUMERICAL METHODS OP VARIANCE CALCULATIONS POR SYSTEMS
DESCRIBED BY A RANDOM INTEGRAL VOLTERRA EQUATION

Summary

In the paper there were considered the numerical methods of variance
calculations for systems described by a random integral Volterra equation..



