
ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 1976
Seria; Matematyka-Fizyka z. 28 Nr kol. 465

Marek Wojtylak

NUMERYCZNE PROBLEMY OBLICZANIA WARIANCJI DLA UKŁADÓW OPISANYCH 
STOCHASTYCZNYM RÓWNANIEM CAŁKOWYM YOLTERRY II RODZAJU

Streszczenie; W pracy podano metody numeryczne obliczania rezol- 
wenty i wariancji dla stochastycznego równania całkowego Yolterry 
II rodzaju.

W celu przybliżonego wyznaczenia wariancji dla -układów opisanych równa
niem całkowym Volterry II rodzaju wykorzystano w pracy wzory wyprowadzone 
w [4]. Dla większej czytelności podajemy poniżej te wzory.

Równanie całkowe;

Wstęp

Jo ■•■LV .u) x(u.co) du (0.1)

Rezolwenta
OO

(0 .2 )
n=0

gdzie
K*j (t ju) - K(t.u) = Pti*)

Kn+1 (t,u) «1 Kn(t,s)K(s:, u)ds n-1,2
u

Funkcją korelac.ii
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h r1 r2
- ( R(t2,u2)Kti (t^,u2 )du2 + f ( R(t^ ,u^ )R(t2,u2)Kj] (û  ,u2 )du2 du^ 
+i Tl *00 ’'O

(0.3)

Wariancja dla równania m(t)y + cC(t)y + c(t)y = P(t,to)

o ił ) ('t“u?) , s
=Jo jo mCu^y.mCliKx (t1,t2)du2 du,. (0.4)

Problemy numeryczne dotyczące tych wzorów można podzielić na dwie gru
py. I tak odpowiednio w części pierwszej pracy zaproponowano pewne metody 
przybliżonego obliczenia rezolwenty. Druga część jest poświęcona metodom 
związanym z wyznaczaniem wariancji. W pracy wyiccrzystano metody numerycz
ne obliczania całek pojedyńczych i podwójnych opisane w [i] i [2].

1. numeryczne obliczanie rezolwenty

W [4] zaproponowano metodę wyznaczania rezolwenty, która może być pod
stawą do obliczeń numerycznych. Ponieważ rezolwentę R(t,u) (0.2) można 
przedstawić w postaci szeregu nieskończonego zatem obliczenie sumy częś
ciowej Rm (t,u) tego szeregu jest równoznaczne z przybliżonym wyznacze
niem rezolwenty. Sposób ten można stosować jednak tylko gdy m jest ma
łe (kilkadziesiąt) gdyż poszczególne wyrazy Ka+1(t,u) obliczane są z co
raz mniejszą dokładnością. Jest to spowodowane przybliżonym wyznaczeniem 
Kn+,(t,u) ze względu na całkowanie numeryczne, a następnie użycie tej nie
dokładnej funkcji do obliczenia Kn+2('t*u) i'td*

Do wyznaczania Kn+,(t,u) wykorzystać wzory Newtona-Coatesa (np.
wzór trapezów czy wzór Simpsona). Zastosowanie wzoru trapezów nie nastrę
cza większych trudności. Przy ustalonym t przedział (0,t) dzielimy na 
m równych części i wprowadzamy oznaczenia*

t-k.h k-0,1, (1 . 1 )

Wtedy
m

Kn+1(t*uk> 3 I 2  ( V ^ i 5 • K<ui’uk> +
i=k+1

+ Kn(t ,ui_1) . K(ui_1, uk)) k-0,1,.....  (1.2)
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Tak wyliczone warcości K ^(t,uk), dla różnych t, używamy następnie do 
obliczania Kn+2(t»uk^
W ten sposób otrzymamy wartości kolejnych wyrazów szeregu na dyskretnym 
zbiorze punktów postaci (t^.u^), gdzie i=0,1,.. • »T/ĥ ., k=0,1,... fm .̂

Wykorzystanie metody Simpsona do obliczania poszczególnych całek we 
wzorze (0.2) jest trudniejsze. Przy poprzednich oznaczeniach wzór analo
giczny do (1.2) ma postać:

m
Kn+1(t>uk> = & 2  (Kn(t>ui)-^ui’uk)

i=k+1

+ 4 n̂(1'*ui “ jr)* K(ut - Ty, uk) + (t,û _i )K(u_̂ _̂  , Ujj)). (1*3)

Zatem aby obliczyć (t*uic) dla k=0,1,...,m należy znać wartości
funkcji Kn(t,u) w dwukrotnie większej liczbie punktów (dochodzą wszyst
kie środki przedziałów (u^_^, u^)).

Dla zastosowania innych metod całkowania numerycznego jak kwadratury 
Gaussa czy Czabyszewa konieczna jest znajomość Kn+1 (t,u) w całym prze
dziale. Jest to możliwe jeżeli po wyznaczeniu dla ustalonego t, wartości 
funkcji Kn+i i1->u) w skończonej liczbie punktów będziemy tę funkcję apro- 
ksymować wielomianem. Jednak takie postępowanie kolosalnie wydłuża czas 
obliczeń i możliwe jest w przypadku dysponowania bardzo szybką maszyną cy
frową.

Rezolwentę R(t,u) można wyznaczyć również w inny sposób. Wzór (0.2) 
można przekształcić, analogicznie jak w [3] dla rezolwenty równania Fred- 
holma, w równanie całkowe

R(t,u) = K(t,u) -j R(t,s) . K(s,u) ds. (1*4)

W celu przybliżonego rozwiązania (1.4) należy aproksymować całkę sumą 
skończoną. Jeżeli przyjmiemy oznaczenia (1.1) i przybliżymy całkę przy po
mocy wzoru trapezów, otrzymamy następujący układ równań:

R(t,t) = K (t, t)

R(t,u^) = Kit,^) - jy K(t,t) . R(t,t) - 
m-1

- h  R(t,uk).K(uk,ui) - iy Kit.u^Rit,^) i=0,...,m. (1.5)
k=T+1
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Po przekształceniu i wprowadzeniu oznaczenia R(t,u^) = i=0,...,m u-
kład ten przyjmie postaćs

xm = x (t«t-
m-1̂

(1 + | KCt,^)) + 'y ' xk . h . K ^ j U ^  + xffl ̂  K(t,t) = KCt,.^ ) 
k=i+1

i — m — 1,«..,0. (1.6)

Macierz tego układu równań jest macierzą górną trójkątną a, przy założe
niu K(t,u) >  0, elementy na głównej przekątnej są większe od jedności. Za
tem wyznacznik tej macierzy jest większy od jedności w związku z czym roz
wiązanie zawsze istnieje oraz układ równań jsst dobrze uwarunkowany.
Niech rftt.û ) - przybliżona wartość rezolwenty otrzymana jako rozwiązanie 
układu (1.6), R(t,u^) - dokładna wartość rezolwenty. Wtedy

iRtt.Uj ) - i?*(t,û )| <  M . h3.

Zatem przy odpowiednio dobranym h można wyliczyć wartości rezolwenty z 
zadaną dokładnością.

2. Numeryczne obliczanie funkc.ii korelacji i wariancji

Niech
4"

S(t,u) = R(t,x) K. (u,x) dx. (2.1)

Wtedy, przy założeniu K^(t^,t2) = K^tg»^ ), funkcja korelacji przyjmie 
postać?

t2
V t-j, tg ) — K._ (t. , tg) — o(t^,tg) — 0(tg,t^) + | o(t.|,Ug)R(tg,Ug)dUg.'o

(2.2)
Dla obliczenia wartości funkcji S(t,u) można użyć wzoru Simpsona. Niech:

t = b . m  h > 0 m € C

(2.3)
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wtedy
m

S(t,u) = jł ^  (R(t,xk). Kh(u,xk) + 4R(t)Xjc - iy)Kh (u,xk - §) +
i=1

+ R(t,xk_1) . Kn(u,xk_1)). (2.4)

Znając wartości S(t,u) w skończonej liczbie punktów całkę we wzorze (2.2) 
nożna wyznaczyć stosując wzór trapezów.
Punkty w których możemy obliczyć wartości funkcji (-t̂ »"fc2) zależne
od tego dla jakich t wyznaczyliśmy rezolwentę.

Z kolei wybór metody obliczania wariancji jest zależny od tego w ja
kich punktach znamy wartości Kx (t^,t2).

W celu wyznaczenia wariancji używamy złożonego wzoru trapezów. Zastoso
wanie innego sposobu pociągnęłoby za sobą duże zwiększenie czasu obliczer 
ze względu na powiązania z obliczaniem funkcji korelacji i rezolwenty. 
Przyjmując oznaczenia (2.3) otrzymujemy:

2 h2 X -1 nt1 rt-xi ł-xi 
= 4 * Z Ł  .¿Li Ln (xt) m(x .)

i=1 j=1
Kx(xi.xJ) +

t - X . t-xi_1 1
+ m(xi_1) m(xj_1; Kx(xi-1* Xj-1 ' (2.5)

Powtarzając obliczenia dla różnych t otrzymujemy tablicę funkcji 6^(t).o 3 iBłąd w ten sposób obliczonych wartości funkcji 6ę(t) jest rzędu h • Do
kładnej wartości błędu nie można wyliczyć praktycznie. Można to zrobić w 
sposób przybliżony. Jeżeli dwa różne rozwiązania otrzymane przez zastoso
wanie tych samych wzorów z dwoma różnymi i h2 (np. = h, h2 = h/2)
są bliskie sobie w granicach zadanego błędu to obliczenia można zakończyć. 
W przeciwnym razie należy przyjąć h. = h/2, h2 = h/4 i obliczenia kon
tynuować.

Ha podstawie tej pracy opracowano program dla emc OBRA-1204 i przepro
wadzono obliczenia dla różnych przykładów.
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HyMEPHKECKHS MEICJp BNUHCJIEHHH ¿LiCilEPCHH flJIH CHCTEM, OHHCAHHHX 
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NUMERICAL METHODS OP VARIANCE CALCULATIONS POR SYSTEMS 
DESCRIBED BY A RANDOM INTEGRAL VOLTERRA EQUATION
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In the paper there were considered the numerical methods of variance 
calculations for systems described by a random integral Volterra equation..


