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DYSKRETNA TRANSFORMATA FOURIERA OKNA CZASOWEGO
SKONSTRUOWANEGO ZA POMOCA FUNKCJI GAMMA

Streszczenie. W referacie przedstawiono dyskretne okno czasowe bez listkbw bocznych
w dziedzinie czestotliwo$ci. Okno skonstruowano za pomocg funkcji gamma. Wyznaczono
dyskretng transformate Fouriera dla tego okna czasowego, a nastepnie przedstawiono jego
charakterystyki czestotliwosciowe.

DISCRETE FOURIER TRANSFORMATION OF THE TIME WINDOW
CONSTRUCTED BASING ON GAMMA FUNCTION

Summary. Discrete time window without side lobes in frequency domain has been
presented in the paper. The window has been constructed basing on gamma function. Discrete
Fourier transformation of this window has been determined and next its frequency
characteristics have been presented.

1. Wprowadzenie
Okna czasowe prezentowane w literaturze skonstruowane sg w nastepujacy sposob:
w(t) = f(t) *R(1) 1)

gdzie: w(t) - okno czasowe, f(t) - funkcja czasu, R(t) - okno prostokatne.

Okno prostokatne ma postac:
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Funkcja czasu f(t) spetnia warunki:

1 dla t=0
f(t)= Oo<y<1 dlaft<t ©)
y#0 dla Itl> ¢
Pomnozenie funkcji czasu f(t) przez okno prostokatne R(t) zapewnia, ze okno czasowe w(t)

spetnia podstawowe zaleznosci:

1 dla t=0
w(t)= 0<y<1 dla |t|<x @
0 dla |t| > x

Kazde okno czasowe w(t) skonstmowane weditug tego schematu nie jest ciggta funkcja
czasu. A zatem, kazde okno skonstmowane w przedstawiony powyzej sposéb ma w
dziedzinie czestotliwosci zarowno listek gtéwny, jak rowniez listki boczne.

Okno czasowe przedstawione w referacie zostato skonstmowane w zupetnie inny sposob,
poniewaz okno jest zbudowane za pomocg funkcji czasu, ktéra nie jest mnozona przez okno
prostokatne. Taka konstmkcja jest mozliwa w czasie dyskretnym, jak to zostato wyjasnione w

dalszej czesci referatu.

2. Objasnienie konstrukcji okna czasowego

Rozpatrzmy nastepujaca funkcje czasu ciggtego:

gdzie: T(x) - funkcja gamma zmiennej x,
t - czas ciggtly, -00 < t< +co,
i - parametr, ktéry wystepuje w definicji okna prostokatnego (réwnanie (2)),
T - okres probkowania, funkcja f(t) bedzie probkowana za pomocg tego odstepu

czasowego.

T
Przyjmujac zatozenie, ze — =k, funkcja (5) moze by¢ zapisana w rownowaznej postaci:
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k+i)-r(k +i
HO = r(k +i)-r(k +i) K=0. 1.2... ©)

(k+i)+— or (k+i)-

Funkcja czasu ciggtego przedstawiona powyzej przyjmuje nastepujgce wartosci:

by
sin”
1 ird gdy k=0
71t
ri+- -r i T
f(y) = (7t @)
(-N)ker(k +1) er(k +1) -sin
dy k >1
- gay
----- 1 + i
T T
W czasie dyskretnym (np. kiedy  =n) warto$ci tej funkcji moga by¢ obliczone zgodnie ze
wzorem:
f(nT)= lim f(t) (8)
t-»nT
Wynik koncowy uzyskany przez autora jest nastepujacy:
1 ]
k! K n=0+1,.,tk
f(nT) =4(k +n)! (k-n)! )
0 n=x(k+1),£(k + 2),.

Tak wiec, w czasie dyskretnym, okno czasowe moze by¢ przedstawione w postaci:
w(nT) = f(nT) (10)
tzn. bez mnozenia funkcji f(nT) przez okno prostokatne.
W dalszych rozdziatach referatu zostato udowodnione, ze dyskretne okno czasowe
skonstruowane w przedstawiony powyzej sposob nie ma listkbw bocznych w dziedzinie

czestotliwosci.

3. Rdwnania opisujace dyskretne okno czasowe

Réwnania opisujgce dyskretne okno czasowe zalezg od przedziatu czasu, w ktérym okno

jest zdefiniowane.
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3.1. Pierwsza posta¢ okna czasowego

W tym przypadku dyskretne okno czasowe w (N) ma nastepujacg posta¢ w dziedzinie

Czasu:

N-U. Zzt, r Zzl.r[N+1
' L (11)
nl-(N — —D1 T(n +1) sT(N - n)

gdzie: N - liczba naturalna, N=1, 2, 3,...,

n - liczba catkowita, n=0, +1, +2,....

Nastepujgce zaleznosci sa spetnione bez jakiegokolwiek dodatkowego warunku

natozonego na dyskretng funkcje czasu

O<wi,N <1 dla 0<n<N-1 (12)
w(N)=0 dla n<0 Ilub n>N (13)

Korzystajac z réwnan (11), (12) i (13), mozna obliczy¢ dyskretng transformate Fouriera

prezentowanego okna czasowego w sposob, jak nastepuje:

) ] N+t jN  +1j 1 e~jmoT
wN>(jmT)= X wiN)'e JnmT=r | un 2 ] r(n +1)-r(N-n)

N+ 1
V5t-rl (ooT) N -1 j(N-I2)toT s
cos e
N 2

3.2. Druga posta¢ okna czasowego

Gdy dtugo$¢ N okna czasowego jest liczbg nieparzystg, tzn. N=2k+1, wtedy okno

czasowe moze by¢ przedstawione w postaci:
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k+l) k! k! r(k +1)m(k +1)
(k+nm(k-n)! T(+n+2DeT(k-n+1

(15)

gdzie: k jest nieujemna liczbg catkowita, k=0, 1, 2, ... , oraz n jest liczbg catkowitg, n=0, £ 1,

Wtedy nastepujace zaleznosci sg prawdziwe bez jakiegokolwiek dodatkowego warunku

0<wI2#H) <1 dla |n| <K (16)

w<2k+1) =0 dla Inl >k 17)

Dyskretna transformata Fouriera tego okna czasowego jest przedstawiona za pomoca wzoru

-jntoT

wrikHX(jnjT) = ¢ w (2k+1) me-jooT =r(k + )T (k + 1)- £ T(k+n+1) m(k - n+1)

vzter(k+ 1) [ coT 1%

cos(— ) (18)

nk+2

3.3. Trzecia posta¢ okna czasowego

Kiedy dtugo$¢ N dyskretnego okna czasowego jest liczbg parzysta, tzn. N=2k, wtedy

okno czasowe moze by¢ przedstawione w postaci:

K)H) rkd)rkd

(k+n-D!-(k-n)!  r(k+n)-r(k-n +1)

wl2k>=- (19)

gdzie: k jest wtedy liczbg naturalng, k=I, 2, 3, ... , oraz n jest, jak poprzednio, liczbhg
catkowitg, n=0, £ 1, £2,...,.
Nastepujgce zaleznosci sg wowczas spetnione bez jakiegokolwiek dodatkowego warunku

natozonego na dyskretng funkcje czasu

O<w”2k) <1 dla-k +l<n<k (20)
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= O dlan<-k+I lubn>k (21)

Dyskretna transformata Fouriera tej postaci okna czasowego jest wyrazona wzorem:

e-jinmT

r(k+n)-r(k-n+1)

(22)

4. Charakterystyki czestotliwosciowe okna czasowego
Funkcje opisane réwnaniami (14), (18) i (22) sa funkcjami okresowymi zmiennej tnT o
okresie rownym 271, A zatem, ponizej zostang przedstawione charakterystyki

czestotliwosciowe w gtdwnym przedziale -1 ¢ tnT < +ji . Charakterystyka amplitudowa jest

nastepujaca:

(23)

Z rownania (23) wynika, ze przedstawione dyskretne okno czasowe nie ma listkw bocznych

w dziedzinie czestotliwosci.

Charakterystyka fazowa ma postac:

@EN(tnT)=--~— -~ - dla -tt<tnT < +7t (24)

Z rownania (24) wynika, ze charakterystyka fazowa jest prawdziwie liniowg charakterystyka

fazowa.
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Charakterystyka ttumienia:

IwnN)(jnjT)|
Y<N>(tnT) = 20loglof L _ _ 1 ]1=20=N-1) moglo dla -7t<tj5T <+tt (25)
2

YAN) (roT = #7i) = -co (26)

Rysunek 1przedstawia wykres funkcji

coT
f(tuT) = logl cos(— ) dla-3.1<tnT <+3.1 27)

Aby obliczy¢ Y~N)(raT), skala osi pionowej tego wykresu powinna by¢ pomnozona

przez 20(N-1). Na przyk#ad, jezeli dtugos¢ okna czasowego jest rowna N=51, to wtedy skala

jest mnozona przez 1000.

Rys. 1 Wykres funkcji opisanej réwnaniem (27)
Fig. 1. The chart of the function described by equation (27)

5. Dolnoprzepustowy filtr cyfrowy skojarzony z dyskretnym oknem
czasowym

Niech w(t) bedzie oknem czasowym, a w(z) oznacza transformate Z tego okna
czasowego. Wtedy mozna fatwo obliczy¢ dolnoprzepustowy filtr cyfrowy o transmitancji

K(z) skojarzony z w(z) w nastepujacy sposob:

K(z) = w(z) (28)
w(z =1
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W celu wyznaczenia transformaty Z dla okna czasowego przedstawionego w referacie

najpierw oblicza sie sume:

rN -iw -i
N-I N-LoA JNI AJ N -1 N-I 1 29)
e TR nl-INn-)) "8 A1 (N-n-I)!
1 du
(30)
BSni-(N-n-1)! fN-1 , N-2 ,
(31)

W nastepnym kroku dyskretne okno czasowe zostaje przedstawione w rbwnowaznej postaci:

N-niNzih
Ny _ 1 1 (2

nN—n-11 ML= i Nona (22)

i biorgc pod uwage nastepujaca zaleznos$¢, ktéra jest prawdziwa dla dowolnej liczby

naturalnej N

N-1T\N-2
N -1
h n!-(N — —1)! 2N (33)
. NI (N-1)! .
gdzie: ezgodnie z symbolem Newtona,
n!-(N — —1)!

ostatecznie dyskretne okno czasowe przyjmuje postaé, ktdra jest dogodna dla obliczenia

dyskretnej transformaty Z

<N) = J>N_ “N-1x (34)

2N
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Dyskretna transformata przedstawionego okna czasowego jest obliczana zgodnie z

definicja tej transformacji

W<N>(2) = Z[w<NS]=£w r.z-"=|;wiN)-~ =
n=0 n=0
. N -P
TN 7L *Z SN (35)
n=0V
N -1
A+ 241
. 36
WIN)(z2): N -2 (36)
AN -1
.(N) .
K(@) - (2 e (37)
WIN)(Z = 1)

Tak wiec, zostal wyznaczony dobrze znany cyfrowy filtr wygtadzajacy. Nalezy zwrécic

uwage, ze schemat obliczen przedstawiony w tym rozdziale nie jest odwracalny. Nie jest

mozliwe obliczenie w\N)(z) na podstawie zatozenia, ze transmitancja filtru K(z) jest znana.

6. Podsumowanie

W referacie przedstawione zostalo dyskretne okno czasowe. Okno zostato wyznaczone
podczas prac na temat metod projektowania filtrow cyfrowych o prawdziwie liniowej
charakterystyce fazowej i metod dotyczacych rekurencyjnych obliczeh cyfrowych filtrow
rézniczkujagcych. Przedstawione okno czasowe ma jedynie listek gtowny i nie ma listkow
bocznych w dziedzinie czestotliwosci. A zatem, okno czasowe ma dobre wiasnosci i
proponuje sie stosowanie tego okna czasowego do projektowania filtrow cyfrowych za

pomocag metody okienkowania.
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Abstract

Discrete time window without side lobes in frequency domain has been presented in the
paper. The window has been constructed basing on gamma function. Discrete Fourier
transformation of this window has been determined and next its frequency characteristics

have been presented.



