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CHARAKTERYSTYKI1 STATYSTYCZNE ZMIENNEJ LOSOWEJ
W UJECIU DYSTRYBUCYJNYM

_Streszczenie. W ﬂrachprzedstawiono charakterystyki _statystyczne
zmiennej; funkcje charakterystyczng, momenty,semiinwarianty i quasi-
momenty a takze zwiagzki miedzy nimi.

Wprowadzono pojecie niezaleznosci zmiennych  losowych, gestosci
warunkowych i1 zmiennych Scisle zwiagzanych.

Wstep

Niniejsza praca Jest kontynuacja naszego poprzedniego artykubu [2], w
ktorym przedstawilismy odmienne od tradycyjnego ujecie podstaw  rachunku
prawdopodobienstwa. Zasadnicza role odgrywa w nim zmienna losowa, jej dy-
strybuanta i gesto$¢, zdefiniowane w oparciu o pojecie Sredniej dystrybu-
cyjnej .-

W pracy tej przedstawimy dalsze charakterystyki statystyczne zmiennej
losonej.» funkcje charakterystyczng, momenty, semiinwarianty i guasimomen-
ty a takze zwigzki miedzy nimi. Zwracamy uwage na istotng role zmiennej
losowej typu normalnego, podajemy jej funkcje charakterystyczng i gestosc,
a za ich pomocg oraz guasimomentéw wyrazimy gestos¢ dos¢ szerokiej klasy
zmiennych losowych. Wprowadzimy pojecia niezaleznosci zmiennych losowych,
gestosci warunkowej oraz zmiennych Scisle zwigzanych.Podamy wzory na funk-
cje charakterystyczng i gestos¢ sumy niezaleznych "zmiennych losowych.

Ze wzgledu na dystrybucyjny charakter poje¢ wyjsciowych (zmienna loso-
wa - gestos€) uzasadnienie faktow tak potraktowanego rachunku prawdopodo-
bienstwa wymaga stosowania aparatu teorii dystrybucji. Szczeg6lng role od-
grywa tutaj transformacja Fouriera dystrybucji, traktowanej nie jako kla-
sa abstrakcji rownowaznych ciaggow podstawowych [4], [2], lecz jako funk-
cjonat okreslony na przestrzeni funkcji prébnych [51, [7], co znacznie u-
praszcza rachunki i czyni je bardziej przejrzystymi. Dlatego tez w pierw-
szej czesci artykutu podamy definicje dystrybucji Schwartza i przedstawi-
my mozliwoS¢ otrzymania jej, wychodzac od dystrybucji w sensie Mikusin-

skiego [w, [BI [4i 5] =
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1le Uwaga na temat funkc.lonatowego u.iecia teorii dystrybucji

Przestrzen Djj(0) wszystkich funkcji gltadkich o wartosciach zespolonych
i nosnikach

supp fik) = cl jxs RN t / 0jcO Q.»
zwartych, gdzie O jest otwartym podzbiorem przestrzeni R , nazywamy
przestrzeniag funkcji probnych o nosnikach zwartych.

Ciag b n &) funkcji prébnych o nosnikach zwartych nazywamy zbieznym w
Dn @) do ? (), co zapisujemy»

~(0) PCO
jezeli istnieje zwarty zbior KcO taki, zes
supp t n c K, dla wszystkich n naturalnych a.2)

if ~(x) * = (K)(X) dla dowolnego rzedu k-Ck.,...,")
n o

O« k™6 Z -1, ...\ c-3)

Kazde odwzorowanie T okreslone na Djj() i przyjmujgcewartosci ze-
spolone nazywamy funkcjonatem na Djj( )- Piszemy»

T = d,H 6 C a»

Funkcjonak T nazywamy liniowym na Djj(0), jezeli»
+ AN2) -K (T,F1) + w2), a.5)

A >«sC, 26
Funkcjonak T nazywamy ciaghym na DN @), jezeli zachodzi»
N “fa)M). to (T,»n)e (1,IR), n—*=° 1.6)

Kazdy funkcjonat T liniowy i ciagly na DN @) nazywamy N - wymiarowg
dystrybucjg w sensie Schwartza [5], [7] =
Przestrzen liniowg wszystkich N-wymiarowych dystrybucji w sensie Sehwart-
.za oznaczamy Djj(0).
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Cigg Tn dystrybucji w sensie Sehwartza nazywamy stabo zbieznym do
dystrybucji T (In ~— (T T~ ~GZeli dla kazdeJ funkcj ife Djj(0)

P -- OP, n an

Hiech Sjj oznacza przestrzen wszystkich funkcji gladkich o wartos-
ciach zespolonych i1 o wlkasnosciach*

IMdh [? (O] < CA 1.8)

przy czym stale Onk sg dobrane dla dowolnie ustalonych 0$m6Z 1 rze-
du k. Warunek (1.8) oznacza, ze pochodna ¢ ~ (X) dowolnego rzedu zmie-
rza, gdy IM]—*°» , do zera szybciej niz dowolna potega nieujemna
Przestrzen §jj zawiera wraz z funkcjg (<) jej pochodne dowolnego rzedu
k.

Przestrzen liniowg nazywamy przestrzenig funkcji prébnych szybko
malejacych.

Ciag 5> () funkcji prébnych szybko malejacych nazywamy zbieznym w
doy )

jezeli zachodzi*

h1|m]*00(x) |€ ank 1.9

dla xe RN i prawie wszystkich n naturalnych, przy czym state Cnlf sg do-
brane dla dowolnie ustalonych OcmeZ i rzedu k oraz

y00 &)=2g>(k)(x) a-%)

dla dowolnego rzedu k, w kazdym podzbiorze ograniczonym RN.

Przestrzen jest zamknieta ze wzgledu na tak zdefiniowang zbiez-
nosc.
Kazdy funkcjonat liniowy i ciagly na nazywamy [l - wymiarowg dy -

strybucja temperowana. Przestrzen liniowg wszystkich W - wymiarowych dy-
strybucji temperowanych oznaczamy przez Sjj-

Ciag dystrybucji temperowanych nazywamy zbieznym w do dystrybu-
cji T (piszemy Tn rw- T), jezeli dla kazdej funkcji S () prébnej szybko

malejacej zachodzi*

(M.?2)- d.y), n- . (1.10)
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Dowodzi sie [7], ze«

DN (RN)cSNcSTicDi QL) i ze DN (0O)c DN (°)

w sposOb gesty, oraz ze odpowiednia zbieznosS¢ ciagu elementow  jednej z
tych przestrzeni implikuje odpowiednig zbieznos¢ tego ciggu we wszystkich
nadprzestrzeniach.

Niech T(xX) = [Pn )l oznacza K - wymiarowg dystrybucje w sensie Mikusio-
skiego okreslongaw O FE1., I2].-
Dystrybucji tej mozna przyporzadkowa¢ funkcjonat okreslony na ONO) przyj-
mujac [3]:

Tep) « lim (1.11)

Istnienie granicy (1.11) wynika z podstawowosci ciagu Pn (), a jej za-
leznos¢ od wyboru ciggu rn (X) generujacego te sama dystrybucje T(xX) z fak-
tw, iz rm® QPrn .

Tak zdefiniowany funkcjonat T jest liniowy i ciagly na Djj(0),a wiec
jest dystrybucjg w sensie Schwartza.

Zbieznos¢ dystrybucyjna w sensie Mikusinskiego [4], [2] nazywamy zbiez-
noscig mocng.-

Zbieznos¢ ta jest rownowazna zbieznosci skabej ciagu odpowiednich funk-
cjonatéw (dystrybucji Schwartza) zdefiniowanych we wzorze (1.11) [1]-

Kiech T oznacza dystrybucje w sensie Schwartza, tzn. Te DjJ(0). Z ge-
stosci przestrzeni Djj(0) w DM(0) wynika istnienie ciagu Tn (X) fhnkoji préb-
nych o nos$nikach zwartych skabo zbieznego do T. Z réwnowaznosci zbieznos-
ci skabej i mocnej oraz twierdzenia (iii) [2] wynika, ze ciag ? n(X) jest
podstawowy w O oraz, ze kazde dwa ciggi ™h (X), vn ) skabo zbiezne do T
sg rownowazne w O. Tak wiec dystrybucji T (Schwartza) przyporzadkowalis-
my dystrybucje w sensie Mikusinskiego, mianowicie dystrybucje[ yn (X)) -

Okreslone wyzej odwzorowania sg wzajemnie odwrotne i ciagle, tak wiec
oba pojecia dystrybucji sg w naturalny sposéb réwnowazne.

2. Transformacja Fouriera a funkcja charakterystyczna zmienne.l losowej

Transformatg Fouriera funkcji probnej szybko malejacej ? (X)e Sjj nazy-
wamy funkcje«

T =7f & W 20Qexpij X ukxk B ...dxH, @.1)
1kl .
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gdziet j =y~-iec, a odwzorowanie f przyporzadkowujace funkcjom <P()eSij
transformaty Fouriera nazywamy transformacjag Fouriera [7]»
Transformacja ta jako réwnowartosciowa posiada odwrotng

?2(X) EW) =— L1 \TD . \] 2W«opl-jy u~jdul...duN @.2)

- - =< k=1

Transformacje f i i*sg liniowymi ciggbymi odwzorowaniamiprzestrzeni
Sjj na siebie.

W przypadku jednowymiarowym, tzn.! gdy *(O)Qes®, wzory .1, Q.2
przyjmuja postact

£Q) = T9(x)(u)=J g>(x)A e0“* dx -3
R « 7T"lsQW ) =" J giu)e "ux du. .9

-00

Transformatg Fouriera U-wymiarowej dystrybucji temperowanej TeSji na-
zywamy funkcjonat ?T »T o wkasnosci:

o) = AdT,y) - d.yy), 6 sr @-5

Funkcjonat tenjest liniowy i ciggly na Sjj, a wiec jest dystrybucja
temperowang (ilsSM).

Transformatg odwrotnag Fouriera nazywamy funkcjonat 77~ T) » T o whas-
nosci :

@1 TP . (T, i"1?), yeSr 2.6)

Tak zdefiniowana transformata Fouriera dystrybucji temperowanej jest
rozszerzeniem transformaty Fouriera funkcji lokalnie caktkowalnej.
Transformacja Fouriera dystrybucji posiada nastepujace wkasnosci:

TN = TGk FCI) Q-1
r-1 (7FCOY ) = G0k FCO Q.79
TGO - vk FFO) (2.8)

T - r*1 (FWKTFCD) 2-82)
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gdzie:
Gk = gx1) 1...gxN) N, k = (k*.-kiJ) 2.9

N
PF(x-x0) - FF(X). exp-4j X uk xkj-. .10
k=1

Nastepujace przykkady przybliza nieco metody rachunkowe na dystrybu-
cjach w sensie Schwartza. 1 ich transformatach Fouriera. Jak juz zaznaczy-
lismy, odpowiadajg im w sposob wzajemnie jednoznaczny dystrybucje w sen-
sie Mikusinskiego. Pochodng dystrybucyjng rzedu k = (*...kjj) dystrybucji
T Mikusinskiego mozna traktowad jako funkcjonak T o wkasnosci:

orck\?) = (0O, (D W K ),?eDii©), (2.11)

gdzie: Ik = kKM HK]]-

W szczegélnosci dystrybucje i (X) mozna traktowad jako Tunkcjonat:

GGy, PP = HAOY), 209).- @
Stad 1 z (2.11) wynika, ze:
GG, 2) = HEO, DK 9C)X))- ()

Funkcje lokalnie catkowalne sg dystrybucjami w obu teoriach dystrybu-
cji. W teorii Schwartza funkcje lokalnie catkowalng f(x) utozsamia sie z
funkcjonatem:

(f,?) 2*ij ...Zf(x) tF00 dx1 .. .dxN. Q.12)

Stad i z (b) otrzymujemy:
B(), 90)) » F ---d HGO DN Q) 6O dxl .. .dxN=¥(0)- ©

Tak wiec krétko zapiszemy:
“,?) - ?(0), ¢P6DN (0) 2.13)

Korzystajac ze wzoru (2.5) otrzymujemy:

76O W, 9W) = GG, TI>WCY)- ©
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Stad i z definicji (.1) wynika, zer

H

@B W, ?2W) =G, J [9(u)exp J X xkuk dule**duNl). ®)
k=1
zas ze wzorow (e) 1 (2.13), zer
@60, 9(W) =3 ... 3 9(Wdur.. djj =(@.5PW)- ®
Tak wiec kroétkor
16 - 1. .14

Przypomnimy teraz przedstawione w [Z] definicje:

Rodzine | ciagow liczbowych™ , aeA , takich, ze dla kazde-
go xeR = Ruf»jo{H granica: 1
n
<H(x -8)> - lim 1 X (2.15)
n— i-t
{O, lid
» (2.16)
1, x<O
istnieje 1 nie zalezy od wyboru ciggurp.t i *Jf (niezalezy od a e.A)Ff
nazywamy zmienng losowa. Funkcje
PMX) =<H(x - 5)> Q.17

nazywamy dystrybuantg zmiennej losowej 5 , a jej pochodng dystrybucyjng
95k ) - FFFjO..< 6 x —5)> (2.18)

gestos¢ zmiennej losowej 5 .
Powyzsze pojecia opierajg sie na pojeciu Sredniej < F(x-£)> po pewnej
rodzinie ciggéw realizacji”«» i6H,cce A , zdefiniowanej wzorem:

<f(x - S)> -*ﬂm% i1 F(x -59, .19

i ile ta granica dystrybucyjna istnieje i nie zalezy od wyboru we A
Liczbe xQ e R nazywamy istotng realizacjg zmiennej losowej S , jezeli
jej gestos¢ rozpatrywana w dowolnym otoczeniu otwartym punktu xQ nie jest

dystrybucjg (funkcjg) zerowa.
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Srednig <e”u$> nazywamy funkcja charakterystyczng Os,l) zmiennej lo-
sowej § . Piszemy zatemt

0 (U - <e™u™> . Q.20
Zauwazmy, zet
, lim i 2 a™ui® =lim n S f er&ix-~dx =
n~*“ i=l “ n~°° i-1--
© n o>
lim J eux i ~  6(x-"dx = lim J* e’uxs*“ (Qdx, @.2D
n—-~ i=1 n—m
gdzies
n
Bh A “n A~ &(*-%— <6(x-PD> - giX®)- Q.22)
i»l

Stad i1 z ciagltosci transformacji Fouriera wynika, zes

8jW = J eiux gr(x)dx, @-23)
co oznacza, zefunkcja charakterystyczna zmiennej losowej 5jest tran-
sformatagFouriera jej gestosci. Na odwrét gestos¢ zmiennejlosowej jest

transformatg odwrotng Fouriera funkcji charakterystycznej
gixx) “ SF J e~3UX e 5(u)du. (2.24)

3. Zwigzek miedzy momentami, semiinwariantami I ouasimomentami .zmien-

nej losowel

Zanim podamy definicje momentu zmiennej losowej % zauwazmy, ze naste-
pujace rownosci:
n ~ n
<fF(%)> - lim 1 £ 'foSK) = lim foO 1 £ X-.gQdx =
n—00 P 1 n—°° kf—

“ J () s*“)dx = J ) gl dx G-
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gdziei
sn() "5 X G2

sg prawdziwe, o ile:

£ FQ) s“()dx— I F) gb6()dx, 3E-3)
dla dowolnego a6NVi f(xX) jest taka dystrybucja, ze wystepujace w powyz-
szych réwnaniach cadki oznaczone maja sens [4], [2]-
Zamiast (3*3) bedziemy pisali:
fX) s“(X) —t. TX) gt&k), aeA @*3a)

Momentem nip rzedu p, ptJf, zmiennej losowej J nazywamy liczbe:

®p-<SP>. (ERD)
Zak¥adajac, ze:
xp S“X) -tL. Xxp g5(), ceA @G.5
otrzymujemy:
mp £ XP 9g(O) ox. G-6)
Przy zatozeniu, ze (3*5) zachodzi dla wszystkich peA , momenty mozna
obliczy¢ wedtug wzoru:
“p " Tp 8P G-D

zatem funkcje charakterystyczng mozna rozwina¢ w szereg Taylora

es, ]
p-1 pl P

Wspétczynniki kp rozwiniecia funkcji charakterystycznej 9]°(u) zmien-
nej losowej $ w szereg:

85@) =exp( IJr A2~ kp) G.9
P=1
nazywamy semiinwariantami zmiennej losowej € .
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Ze wzordow (2.8) i (3*9) otrzymujemy po zlogarytmowaniu«

0.»)
p*1 Pl
a po rozwinieciu prawej strony (3.10) w szereg«
pal p-1. q,ml
A =21 fJ \S+t+V
sY IT ul ms mt — eee , G*1D)

1
S,t,val

Ustalajac p eJf i porownujac wspotczynniki przy (Gu)p otrzymujemy!

n
4 1 Ca\ntl n n Hi »i
ST kp =iTmp + ¢  *=-&- X T ? (
n»2 Da)peee 1 1™ »i*
Ui+ eeeitx=P
Wzor«
ow,+. . Aen»p
pozwala oblicza¢ semiinwarianty za pomocg momentow.
Zaleznos¢ momentéw od semiinwariantow ustala wzor«
mp “ kp + X nt 51 17 3.14
P P n=2 OTIT","»nsl igl "»il ¢ )
Nl % -P

ktory uzyskuje sie przez rozwiniecie w szereg Taylora prawej strony row-
nosci otrzymanej z (3.8) 1 (3.9) oraz pordwnania wspétczynnikéw przy Gup,
pe Jf.
Ze wzoru (3*13) wynika w szczegolnosci, ze«
kj » mj
k2 " m2 7 ml (B«13a)
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3
kj = m3 -3m1im2 + 2n,

2 2 N4
k4 “ m4 > Mmim3 *“ 3n2 + **ml@2 “ ml”

a ze wzoru (3.14) (badz ze wzorow (3»13a)), =zei
a, - k1
m2 » k2 +k»

> kj + 3k™ kg + k3
m4 “ k4 +3kg + 4kl k* + 6k~ kg +kj-
Wspétozynniki b , 3€pe”, spekniajace zaleznosci:
P(z A Vv “1+ £ v (3*15)
P-3 P73
nazywamy guasimomentami zmiennej losowej .

Rozwijajac lewg strone powyzszej rownosci w szereg Taylora uzyskalismy
rownoso:

p=3 q,r=3"
+5t £ bT~"T~7T ks kt V. - 1+ £ bp (@3,16)
S, T, I>3 P*“3

Poréwnujac wspotozynniki przy (u)p otrzymujemy wzor:

[P/31 n n k*.
vV Vv s it z: n rd. 0-«)
n»2 N yeee » 3

PN eetbn«p

gdzie [Jj] oznacza czes6 catkowitg liczby ustalajacy zaleznosé quasi-
momentéw od semiinwariantéw.
Zaleznosd semiinwariantow od guasimomentéw podaje wzor:
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ktéry uzyskuje sie przez obustronne zlogarytmowanie réwnosci (3+15) i roz-
winiecie w szereg Taylora prawej strony tak otrzymanej rownosci i w koricu
poréwnanie wspodczynnikéw przy (u)pj 3spe”.

Ze wzoru (3*17) wynika w szczegolnosci, zei

b+ =kt 1i=3, 4, 5 (3.17a)
bg =kg +10 k2
bg »ky +35kj k°

a ze wzoru (3.18) (badz ze wzorow (B«17a))f zet
ki =bYj i = 3,4, 5 (3-18a)
kg =b6 -10b2

ky =by -35by ba4. (3.182)

Zmiennglosowa g , dla ktérejsemiinwarianty
k =0, 3sp” G-19

nazywamy zmienng losowg typu normalnego (Gaussa).
Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej % typu normalnego ma po-
staci

O\ =exp g kyU -£ k2u2}, (B3«<20)

oo wynika zewzoru (3.9). Dokonujac odwrotnejtransformacji Fouriera na
(3.20) i1 korzystajac z (2.24) uzyskujemy wzOr na gestos¢ zmiennej losowej
] typu normalnego:

x-k1 Y&

gE5 & = i,z\llY:,exp “oT G-2D)

Zmienna losowa typu normalnego odgrywa wazng role, gdyz za pomoca jej
gestosci oraz guasimomentdow zmiennej 8 mozna wyrazi¢ gestosSC¢ dos¢ szero-
kiej klasy zmiennych losowych j , ktorych funkcje charakterystyczne majag
posta¢ (2.33) oraz dla ktéorych szereg
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P-3
jest zbiezny w (1.10).

Mianowicie ze wzorow (3.9) i (3.15) wynika, zej

OJ(w) - explj k, u -2 kau2](@+ bp), G-23)
p«3

stad zas 1 z (3.20), zet
® . p
oj(v) =01 +O0] (W ~ mp+*“ bp* (G-29)
P-3

Dokonujac transformacji odwrotnej Fouriera na (3*24) otrzymujemy»

gg(x) » g$(*) +?2r1(0J|(u) X bp), (3.25)
P-3

gdzie gJ()dana jest wzorem (3.21). Korzystajac ze zbieznosci szeregu
danego wzorem(3.22) w SV, liniowosci i ciggtosci transformacji odwrotnej
Fouriera dochodzimy do wniosku, zet

g5 - gle) + X y " 1OIWEWP). 3.26)
P-3

Stad 1 ze wzoru (2.8a) wynika, zei .

gl - ¢ +ir Dp FFgE®.- G.20)
P-3

W przypadku, gdy guasimomenty bp zmiennej % zeruja sie dla p>r,
re/, wzor @.27) jest nadal prawdziwy, ale przyjmuje prostsza postac:

g8 =gl + -DP gd )®- G-28)
p-3

4. Statystyczna zaleznos¢ zmiennych losowych

Zmienng losowg | , ktorej gestosp jest dystrybucja regularng (funkcja
lokalnie catkowalng) nazywamy zmienng losowa typu ciaglego, natomiast zmien-
ng, ktorej gestos¢ jest postaci:
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gl =S ak8(kx-xk), ap[o0,1], ke~n 4D

nazywamy zmienng losowg typu dyskretnego. Zmiennag losowg, ktdrej gestoscé
jest postaci»

g™(xX) -z1g$c () +p g]:-dX), “4.2

gdzie»

[|c - zmienna losowa typu ciagtego,

a - zmienna losowa typu dyskretnego}
X (SR, T~x>0, =1
nazywamy zmienng losowg typu mieszanego.

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by zmienna losowa byta ty-
pu ciagtego jest, by jej dystrybuanta bykta funkcjg absolutnie ciagglg, a
na to by zmienna losowa J by#a typu dyskretnego, potrzeba i wystarcza,by
jej dystrybuanta przyjmowata co najwyzej przeliczalng ilos¢ wartosci. In-
nym warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, by zmienna losowa } by-
4a typu dyskretnego jest, aby zbidr istotnych realizacji zmiennej losowej
by* co najwyzej przeliczalny.

Rozpatrzymy dwie zmienne losowe | ~ o gestosci dgcznej g~ 2 >
x2) danej wzorem (2.24) [2]- W przypadku, gdy zmienng jl1 rozwazymy nie-
zaleznie od j ,gestos¢ zmiennej losowej | wyraza sie wzorem»

®
g D) «/ g- , 1, x2)dx2, “.3)
[ - \Y

wynikajacym z warunkéw zgodnosci (2.26). 5

Jezeli natomiast znamy konkretng istotng realizacje x  zmienngj loso-
wej i2, nalezy zamiast zmiennej £~ rozwaza¢ zmienng losowg | f , kto-
rej gestosc

geilgi (Ci))

moze zalezeé od x°e
Dystrybucje dwéch zmiennych g%l I|,,2(xl ,x2 ), spedniajaca warunek

S 1 ,(x1.x2)“g J 2(x1|x2) . X2 4.
81t2(X X2) 9.3, Calx2) 952() 4.5

f 3
nazywamy globalng warunkowg gestoscig zmiennej losowej & pod warunkiem
12.
Gestos¢ (4.4) jest wartosciag globalnej warunkowej gestosci zmiennej lo-
sowej |1l w punkcie x“ m xQ.
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Skorzystalismy tu z dwoch definicji nalezacych do teorii dystrybucj i
[1], Kktérych wczesniej nie wprowadzilismy, mianowicie«
- Wartoscig dystrybucji f(X,y), XSRp, yeRI® w punkcie y0 nazywamy
dystrybucje p - wymiarowg zmiennej X

fx>y0) = [f* 5n(X” yo™ * @

o ileciag S,,(x, y ) jest podstawowy dla kazdego ciggu deltowego
Sn, y)-

- Iloczyn dystrybucji N - wymiarowych f(xX) . g(X) nazywamy dystrybucje
OO - 90 = [FO) SN - 9GO 51 (I, @an

o ileciag fFOO*5n X)) . g()« 5n (X) jest podstawowy dladowolnego cig-
gu deltowego S X [1]-

Zmienng losowg 1 nazywamy niezalezng od |2

, jezeli:
g J 20Ax2) g i(x1), “4.6)
I % 5,
co oznacza, ze g, 1(X™ jest globalng warunkowg gestoscig zmiennej losowej
it pod warunkiem 52
Zmienne losowe j1 , 1;2 spedniajace warunek«

g L, x2) =g (1) -9 ..(x2), “-n
SL12 Sy s
nazywamy zmiennymi losowymi niezaleznymi.

Z (4.6), (4.5 i (4.7 wynika, ze e.l nie zalezy od %2 wtedy i tyljoo
wtedy, gdy zmienne losowe £ 1 t© sa niezalezne oraz wtedy i tylko wtedy,
gdy 12 nie zalezy od u

Niech E1L £2 beda zmiennymi losowymi niezaleznymi.

Zaktadajac, ze f1(u, xll), fg(u, xp) i f1Q, xl) - f2q, x2) spetniajg za-
tozenie (3>3a), otrzymujemy«

<fl@u,t1) . fgu, 2)>n=m foD 1l (u,x1)f2 (u,x2)g5L(x1)ga2(x2)dx1dx2 -

a pl
- fi (u, x1)gal (x1)dx1.J 2 u,x2)gl2(x2)dx2=<f1(u,sl)><f2 Uu.,2)>

-®

“.8

Wobec ciqghésii tEansformacji Founiielz'a powyzsze zakozenia sg spelnione
dla funkcji e9ux , eJux , oraz edu’Xx + x \ Stad i z (4.8) wynika, ze« *
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urtd 4724 elu g” i2
<e U +g B-< ><e 5> , 4.9
Cco oznacza, ze:
0 @ . 0d.w -0]2@. @.10)
51 + 1

W celu podania gestosci sumy dwoch zmiennych niezaleznych oznaczmy«

yl =xl +x2 tl “~ + S2
y2 = x2 72 = 12 4.11)
i obliczmy«
g y Iz(yl, y2) =<s(yl - ir).S(y2-V)> . (4.12)

Korzystajac z (4.11) otrzymujemy«

g 1 2(1, y2)=<5(xl +x2 - |1 - 8) . 5(x2 - |12p> (4.13)
Stad 1 ze wzoru«

Sl - F(@) . 502 - @) = «(xl - F(x2)) . S(2 - a) (4-14)

wynika, po skorzystaniu z niezaleznosci zmiennych , |2 oraz z (4.11)
ze«

g ij2(yl, y2) = g|i(yl - y2) * g 2(y2). (4.15)

Catkujac ostatnig rownos¢ obustronnie wzgledem yp i korzystajac z warunku
zgodnosci (4.4) oraz z (4.11) otrzymujemy«

gsl +]2¢1) =3 SjKyl*y2) g|2@2)dy2 (4.16)
czyli, Zze«
gjl+$201) =9 l10¢L)*s|2(yl) ¢.1n)

Ze wzoréw (4.10), (4.17), (4.22) i (4.24) wynikaja nastepujace rownos-
Ci«

iin
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gli(yly gs2(yl) - €« _1°Ql1 () - 0g2(W)H YD) (“4-18)
0j1(w) - 0&2(W) =T(gdl(yly gt2(y1)) - (4.19)

v * * 2
Zmienng losowg §1 nazywamy Scisle zwigzang ze zmienng losowa g , jeze-
li istnieje funkcja f(xX), zet

51 - £($2). 4.20)
taczna gestos¢ ukdadu tych dwéch zmiennych ma postac:
g »(X1, x2) =< 8(¢d - f(&2))- 5(x2-82)>. “4.21)

f(s2),s2
Stosujac w (4.21) wzor (4.14) otrzymujemy*

i 2 (G1> x2)=si - f(x2 xX2). 4.22
gﬁll)’!z( )>=s ( )_)glz( ) “4.22
Niech | oznacza dowolng zmienng losowa.

W celu podania gestosci zmiennej losowej aj + b, gdzie a, beE, a ™ 0; po-
+ozmy w(4.22)*

S2 -1,x2 -2z, x1-X “4.23)

i soatkujmy tak otrzymgng réwnos¢ wzgledem z. Stad i z (4*4)otrzymujemy*

9 1+ E)(x) » 5 9 ag + b’ *,2) dz —J’S(x—az—b) gE(z)dz-
“4.2%
Korzystajac ze wzoru
8(f(@) = N 5z 2] f(z )» 0 4.25)
I (o)l
otrzymujemy*
sad-b() *TaT / S(z'" £Sk>«giz)ds " TIT 4,26)

Wzor (4.26) mozna tez otrzymac¢ dokonujac retransformacji Fouriera na
funkcji charakterystycznej

Oal+b(u) " <eju(aS+b) >= e™ub 0SC), “.27)
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a nastepnie korzystajac ze wzoruj

T1 (F@W)(x - b) =JL T"1 (FW) (S=8). 4.28)

Uwagi konoowe

W powyzszym artykule nie wyczerpalismy tematyki dotyczacej zmiennej lo-
sowej} zamiescilismy w nim to, oo uwazalismy za najistotniejsze. UogOlnie-
nie tych wynikéw znajdzie swdj wyraz w nastepnych artykudach poswieconych
wektorom losowym i procesom stochastycznym.

Wszystkie te zagadnienia sg przedmiotem dyskusji seminarium Zakdadu Me-
chaniki Teoretycznej w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Slaskiego.
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CTATHCTHHEOKHE XAPAKTEPHCTHKH CJiyHASHOO HEPEMEHHOO
B HEKJIACCHHECKOM CVNCJIE

Pe3bme

B padoTe npeACTaBmeHH CTaiacTaHecKae xapaKTepacTHKa cliyeaHHOft nepeMeHHO»:
xapaKTepHHe (foHKrea, momshth, ceMHHHBapnaHTLj. a KBa3HVOMeHiti, a laasce cbh3h
Mecfly hhmh* BBe”eHO noaaiae He3aBacaMocia cjiyaaftHix nepeMeHHHx, ycjioBaoft
iijiothocth a nepeMeHHHX ciporo cbh3hhhhx«



Charakterystyki statystyczne zmiennej losons.1. 31

THE STATISTICAL RANDOM VECTOR CHARACTERISTICS IN A
DISTRIBUTIONAL FORMULATION

Summary

In the work there have been presented the statistic characteristics of
random variable, the characteristic functions, moments, seminvariants and
quasimoments as well as their interelations.

The notions of random variable independence, conditional density and
variables closely related have been introduced.



