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Streszczenie. W pracy przedstawiono charakterystyki statystyczne 
zmiennej; funkcje charakterystyczną, momenty,semiinwarianty i quasi- 
momenty a także związki między nimi.

Wprowadzono pojęcie niezależności zmiennych losowych, gęstości 
warunkowych i zmiennych ściśle związanych.

Wstęp

Niniejsza praca Jest kontynuacją naszego poprzedniego artykułu [2], w 
którym przedstawiliśmy odmienne od tradycyjnego ujęcie podstaw rachunku 
prawdopodobieństwa. Zasadniczą rolę odgrywa w nim zmienna losowa, jej dy- 
strybuanta i gęstość, zdefiniowane w oparciu o pojęcie średniej dystrybu­
cyjnej.

W pracy tej przedstawimy dalsze charakterystyki statystyczne zmiennej 
losowej.» funkcję charakterystyczną, momenty, semiinwarianty i ąuasimomen- 
ty a także związki między nimi. Zwracamy uwagę na istotną rolę zmiennej 
losowej typu normalnego, podajemy jej funkcję charakterystyczną i gęstość, 
a za ich pomocą oraz ąuasimomentćw wyrazimy gęstość dość szerokiej klasy 
zmiennych losowych. Wprowadzimy pojęcia niezależności zmiennych losowych, 
gęstości warunkowej oraz zmiennych ściśle związanych.Podamy wzory na funk­
cję charakterystyczną i gęstość sumy niezależnych "zmiennych losowych.

Ze względu na dystrybucyjny charakter pojęć wyjściowych (zmienna loso­
wa - gęstość) uzasadnienie faktów tak potraktowanego rachunku prawdopodo­
bieństwa wymaga stosowania aparatu teorii dystrybucji. Szczególną rolę od­
grywa tutaj transformacja Fouriera dystrybucji, traktowanej nie jako kla­
sa abstrakcji równoważnych ciągów podstawowych [4], [2], lecz jako funk­
cjonał określony na przestrzeni funkcji próbnych [5l, [7], co znacznie u- 
praszcza rachunki i czyni je bardziej przejrzystymi. Dlatego też w pierw­
szej części artykułu podamy definicję dystrybucji Schwartza i przedstawi­
my możliwość otrzymania jej, wychodząc od dystrybucji w sensie Mikusiń- 
skiego [ W, [3l [4i [5] •



1 • Uwaga na temat funkc.lonałowego u.iecia teorii dystrybucji

Przestrzeń Djj(O) wszystkich funkcji gładkich o wartościach zespolonych 
i nośnikach
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supp fik) = cl jxs RN t / ojcO (1.1)

zwartych, gdzie 0 jest otwartym podzbiorem przestrzeni R , nazywamy 
przestrzenią funkcji próbnych o nośnikach zwartych.

Ciąg ip n (x) funkcji próbnych o nośnikach zwartych nazywamy zbieżnym w 
Dn (0) do ? (x), co zapisujemy»

^(0) ‘P(x)

jeżeli istnieje zwarty zbiór KcO taki, żes

supp ‘t n c K, dla wszystkich n naturalnych (1 .2)

if ^(x) *" 'f (k)(x) dla dowolnego rzędu k-Ck.,...,^)
n o

0« k^6 Z i - 1 ,...,N. (1 .3)

Każde odwzorowanie T określone na Djj(O) i przyjmujące wartości ze­
spolone nazywamy funkcjonałem na Djj(o ). Piszemy»

T(f) = (T,f) 6 C. (1.4)

Funkcjonał T nazywamy liniowym na Djj(O), jeżeli»

+ ^ ^ 2) -K (T,f 1 ) + vy2), (1.5)

A >(«sC, <j>2 6

Funkcjonał T nazywamy ciągłym na DN (0), jeżeli zachodzi»

łn (x) ¿“ fa)^*). to (T,»n)e—  (T,iR), n —*-°° (1.6)

Każdy funkcjonał T liniowy i ciągły na DN (0) nazywamy N - wymiarową
dystrybucją w sensie Schwartza [ 5], [7] •
Przestrzeń liniową wszystkich N-wymiarowych dystrybucji w sensie Sehwart- 
.za oznaczamy Djj(O).



Ciąg Tn dystrybucji w sensie Sehwartza nazywamy słabo zbieżnym do 
dystrybucji T (Tn ^— (oT T '̂ ^GŻeli dla każdeJ fuńkcjife Djj(O)

(Tn,»P) — - (T,<P), n    (1.7)

Hiech Sjj oznacza przestrzeń wszystkich funkcji gładkich o wartoś­
ciach zespolonych i o własnościach*

llxllm |? (k)(x)| < C ^  (1.8)

przy czym stałe Cmk są dobrane dla dowolnie ustalonych 0$ m 6 Z i rzę­
du k. Warunek (1.8) oznacza, że pochodna <p ^  (x) dowolnego rzędu zmie­
rza, gdy IIX|| — *°» , do zera szybciej niż dowolna potęga nieujemna 
Przestrzeń Sjj zawiera wraz z funkcją <p(x) jej pochodne dowolnego rzędu 
k.

Przestrzeń liniową nazywamy przestrzenią funkcji próbnych szybko
malejących.

Ciąg 5> (x) funkcji próbnych szybko malejących nazywamy zbieżnym w
do y (x)

n N
jeżeli zachodzi*

hl|m|*0O(x)|€ cmk (1.9)

dla xe RN i prawie wszystkich n naturalnych, przy czym stałe Cmlf są do­
brane dla dowolnie ustalonych OcmeZ i rzędu k oraz

y O O  (x)=Zg>(k)(x) (1.9a)

Ndla dowolnego rzędu k, w każdym podzbiorze ograniczonym R .
Przestrzeń jest zamknięta ze względu na tak zdefiniowaną zbież­

ność.
Każdy funkcjonał liniowy i ciągły na nazywamy li - wymiarową dy -

strybucją temperowaną. Przestrzeń liniową wszystkich W - wymiarowych dy­
strybucji temperowanych oznaczamy przez Sjj.

Ciąg dystrybucji temperowanych nazywamy zbieżnym w do dystrybu­
cji T (piszemy T rw- T), jeżeli dla każdej funkcji 9> (x) próbnej szybko n
malejącej zachodzi*

(Tn. ?)— (T,y), n — -o°. (1.10)

Charakterystyki statystyczne zmienne.i losowej..._____________________ 1_5
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Dowodzi się [7], że«

DN (RN)cSNcS]icDi(R1') i że DN (0)c DN (°)

w sposób gęsty, oraz że odpowiednia zbieżność ciągu elementów jednej z 
tych przestrzeni implikuje odpowiednią zbieżność tego ciągu we wszystkich 
nadprzestrzeniach.

Niech T(x) = [Pn (x)l oznacza K - wymiarową dystrybucję w sensie Mikusió- 
skiego określoną w 0 [4] , [2] .
Dystrybucji tej można przyporządkować funkcjonał określony na 0^(0) przyj­
mując [3]:

Istnienie granicy (1.11) wynika z podstawowości ciągu Pn (x), a jej za­
leżność od wyboru ciągu rn (x) generującego tę samą dystrybucję T(x) z fak­
tu, iż rn (x) ~Q Pn (x).

Tak zdefiniowany funkcjonał T jest liniowy i ciągły na Djj(0),a więc 
jest dystrybucją w sensie Schwartza.

Zbieżność dystrybucyjną w sensie Mikusińskiego [4], [2] nazywamy zbież­
nością mocną.

Zbieżność ta jest równoważna zbieżności słabej ciągu odpowiednich funk­
cjonałów (dystrybucji Schwartza) zdefiniowanych we wzorze (1.11) [1].

Kiech T oznacza dystrybucję w sensie Schwartza, tzn. Te DjJ(O). Z gę­
stości przestrzeni Djj(O) w D^(0) wynika istnienie ciągu Tn (x) fhnkoji prób­
nych o nośnikach zwartych słabo zbieżnego do T. Z równoważności zbieżnoś­
ci słabej i mocnej oraz twierdzenia (iii) [2] wynika, że ciąg ? n (x) jest 
podstawowy w 0 oraz, że każde dwa ciągi !Pn (x), vn (x) słabo zbieżne do T 
są równoważne w 0. Tak więc dystrybucji T (Schwartza) przyporządkowaliś­
my dystrybucję w sensie Mikusińskiego, mianowicie dystrybucję[ y n (x)] .

Określone wyżej odwzorowania są wzajemnie odwrotne i ciągłe, tak więc 
oba pojęcia dystrybucji są w naturalny sposób równoważne.

2. Transformacja Fouriera a funkcja charakterystyczna zmienne.1 losowej

Transformatą Fouriera funkcji próbnej szybko malejącej ? (x)e Sjj nazy­
wamy funkcję«

(T,ęp) « lim (1 . 1 1 )

T (u) = 7 f (x) (u) <? (x)expij X  ukxk
l k-1 '

lx1 ...dxH, (2.1 )
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gdziet j =y~-iec, a odwzorowanie f przyporządkowujące funkcjom <P(x)eSjj 
transformaty Fouriera nazywamy transformacją Fouriera [7]»

Transformacja ta jako równowartościowa posiada odwrotną
OO OO N

?(x) £(u)(x) = — L-JJ J ...J ?(u)«xp|-j y  u ^ j d u 1 ...duN (2.2)
'  ̂ -» -=« k=l

Transformacje f i i* są liniowymi ciągłymi odwzorowaniami przestrzeni
Sjj na siebie.

W przypadku jednowymiarowym, tzn.! gdy '̂ (x)eŜ , wzory (2.1), (2.2)
przyjmują postaćt

Oo

£(u) = T 9(x)(u) = J g>(x) e0“* dx (2.3)
-oo ^

<f>(x) « 7"1 s>(u.) (x)‘= ̂  J  g,iu)e_ ûx du. (2.4)
-OO

Transformatą Fouriera U-wymiarowej dystrybucji temperowanej T e Sjj na­
zywamy funkcjonał ?T » T o własności:

(T,g>) = (iT,y) - (T.yy), 9>6 sr  (2.5)

Funkcjonał ten jest liniowy i ciągły na Sjj, a więc jest dystrybucją
temperowaną (ilsS^).

Transformatą odwrotną Fouriera nazywamy funkcjonał 7” (̂ T) » T o włas­
ności:

(7"1 T,<P) . (T, i"1?), yeSr  (2.6)

Tak zdefiniowana transformata Fouriera dystrybucji temperowanej jest 
rozszerzeniem transformaty Fouriera funkcji lokalnie całkowalnej.

Transformacja Fouriera dystrybucji posiada następujące własności:

(Tf(x))(k) = T((jx)k f(x)) (2.7)

r-1 ((7f(x))(k)) = (jx)k f(x) (2.7a)

f(f(k)(x)) - (-ju)k ff(x) 

f (k)(x) - r*1 ((-ju)kTf(x))

(2. 8 )

(2.8a)
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gdzie:

(jx)k = (jx1) 1 ...(jxN) N, k = (k^.-kjj) (2.9)

Pf(x-x0) - Ff(x). exp -i j X  uk xkj-. (2.10)
N 

k=1

Następujące przykłady przybliżą nieco metody rachunkowe na dystrybu­
cjach w sensie Schwartza. i ich transformatach Fouriera. Jak już zaznaczy­
liśmy, odpowiadają im w sposób wzajemnie jednoznaczny dystrybucje w sen­
sie Mikusińskiego. Pochodną dystrybucyjną rzędu k = (^...kjj) dystrybucji 
T Mikusińskiego można traktowaó jako funkcjonał T o własności:

0r(k\?) = (T, (-1) W  <P(k) ),? e Djj(O), (2.11)

gdzie: lk| = k̂ +...+kjj.
W szczególności dystrybucję i (x) można traktowaó jako funkcjonał:

(5(x), g>(x)) = (H(1 )(x), ?(x)). (a)

Stąd i z (2.11) wynika, że:

(&(x), 9>(x)) = (H(x), (-1)K 9(1 )(x)). (b)

Funkcje lokalnie całkowalne są dystrybucjami w obu teoriach dystrybu­
cji. W teorii Schwartza funkcję lokalnie całkowalną f(x) utożsamia się z 
funkcjonałem:

OO OO

(f,?) =* J  ... / f(x) tfOO dx1 ...dxN. (2.1 2 )
-OO -O©

Stąd i z (b) otrzymujemy:
OO

(8(x), 9(x)) » f ...J H(x )(-1)N 9>(1 )(x) dx1 ...dxN=¥(o). (c)
-OO -OO

Tak więc krótko zapiszemy:

(4,?) - ?(0), ęP6DN(0) (2.13)

Korzystając ze wzoru (2.5) otrzymujemy:

(76(x) (u), 9(u)) = (6(x), 7j>(u)(x)). (d)
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Stąd i z definicji (2.1) wynika, żer

.. H
(75 (x) (u), ?(u)) =*(5(x), J ... [ 9 (u) exp j X  xkuk du1 • * *duN1 ). (®)

k=1

zaś ze wzorów (e) i (2.13), żer
O© OO

(76(x)(u), 9(u)) =. J  ... J  9(u) du^.. *dUjj = (1,5P(u)). (f)
-oO -OO

Tak więc krótkor

1 6 - 1. (2.14)

Przypomnimy teraz przedstawione w [2] definicje:
Rodzinę | ciągów liczbowych^“ , a ey\ , takich, że dla każde­
go x e R = R u f » j o { H  granica: 1

n
<H(x -§)> - lim 1 X  (2.15)

n—  i-t

{0, lid , (2.16)

1 , x <0

istnieje i nie zależy od wyboru ciągu *p.t i *Jf , (nie zależy od a e.A)f
nazywamy zmienną losową. Funkcję

P^(x) =<H(x - 5 )> (2.17)

nazywamy dystrybuantą zmiennej losowej 5 , a jej pochodną dystrybucyjną

95(x ) - ff.f j O . .< 6 (x — 5)> (2.18)

gęstość zmiennej losowej 5 .
Powyższe pojęcia opierają się na pojęciu średniej < f(x-£)> po pewnej 

rodzinie ciągów realizacji^«» i6H,cce_A , zdefiniowanej wzorem:
* i ”<f(x - S )> - lim — f(x -5«), (2.19)n
n - 0 0 i-1

i ile ta granica dystrybucyjna istnieje i nie zależy od wyboru we A
Liczbę xQ e R nazywamy istotną realizacją zmiennej losowej S , jeżeli 

jej gęstość rozpatrywana w dowolnym otoczeniu otwartym punktu xQ nie jest 
dystrybucją (funkcją) zerową.
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Średnią <e^u$> nazywamy funkcją charakterystyczną 0s,(u) zmiennej lo­
sowej § . Piszemy zatemt

0 (u) - <e^u^> . (2.20)

Zauważmy, żet

„ lim i  ^  a^ui^  = lim n S  f  e ^ & ix - ^ d x  =
n~“ i=l “ n~°° i-l-~

co n o»
lim J e''ux i ^  6(x-^dx = lim J* e'̂uxs“(x)dx, (2.2 1)
n— ~ i= 1 n— ■

gdzieś
n

Bn ^  “ n ^  &(*-$— < 6(x-|)> - gj(x). (2.22)
i»1

Stąd i z ciągłości transformacji Fouriera wynika, żes

8j(u) =. J  eiux g^(x)dx, (2.23)
-eo

co oznacza, że funkcja charakterystyczna zmiennej losowej 5 jest tran­
sformatą Fouriera jej gęstości. Na odwrót gęstość zmiennej losowej jest
transformatą odwrotną Fouriera funkcji charakterystycznej

g i>(x) “ SF J e~3UX e 5(u)du. (2.24)

3. Związek między momentami, semiinwariantami i ouasimomentami .zmien­
nej losowe.1

Zanim podamy definicję momentu zmiennej losowej % zauważmy, że nastę­
pujące równości:

n ~ n
<f(%)> - lim i £  f(,SK) = lim f(x) i £  (x-.g«)dx =

n-~oo i=»l i n-~°° . *l«*j.

“ J  f(x) s“ (x)dx = J f(x) g|(x) dx (3.1 )
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sn (x) " 5 X  (3.2)
i«l

są prawdziwe, o ile:

£ f(x) s“(x)dx—  J  f (x) g6(x)dx, (3.3)

dla dowolnego a 67Vi f(x) jest taką dystrybucją, że występujące w powyż­
szych równaniach całki oznaczone mają sens [4], [2].

Zamiast (3*3) będziemy pisali:

f(x) s“(x) — Ł. f(x) gŁ(x), a e A  (3*3a)

Momentem nip rzędu p, ptJf, zmiennej losowej J nazywamy liczbę:

® p - < S P>. (3.4)

Zakładając, źe:

xp S“(x) -Ł. xp g5(x), ot e A  (3.5)

otrzymujemy:

mP
oo

£  xp gg(x) dx. (3.6)

Przy założeniu, że (3*5) zachodzi dla wszystkich p e A  , momenty można 
obliczyć według wzoru:

“p " Tp 8(P)(u)
U

(3.7)u=0

zatem funkcję charakterystyczną można rozwinąć w szereg Taylora

e s, ■

p-1 pI p

Współczynniki kp rozwinięcia funkcji charakterystycznej 9|'(u) zmien­
nej losowej $ w szereg:

85(u) = exp( Jr ^ 2 ^  kp) (3.9)
P=1

nazywamy semiinwariantami zmiennej losowej ę .
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Ze wzorów (2.8) i (3*9) otrzymujemy po zlogarytmowaniu«

o.»)
p*1 P“1

a po rozwinięciu prawej strony (3.10) w szereg«

pal p-1. q,r»l

A '̂~>°1 fj \S+t+V
I  sY iT uT ms mt - ••• , (3*11)
S,t,Val

Ustalając p eJf i porównując współczynniki przy (ju)p otrzymujemy!

n
-i 1 ( a \n+1 ^ ^  Hi »i
ST kp = iT mp + ¿  *=-&—  X  T  ?  (

n»2 !>■)»••• 1 11̂ »i*
ui+ • • •+t>« =P

Wzór«

tt,+...+t>n»p

pozwala obliczać semiinwarianty za pomocą momentów. 
Zależność momentów od semiinwariantów ustala wzór«

mp “ kp + X  nł 5 1  ("I ^  (3.14)n=2 t)1fTTT','»ns1 i-1 '»i1
^+... %  -P

który uzyskuje się przez rozwinięcie w szereg Taylora prawej strony rów­
ności otrzymanej z (3.8) i (3.9) oraz porównania współczynników przy (ju)p, 
pe Jf.

Ze wzoru (3*13) wynika w szczególności, że«
k.j » m-j
k2 " m2 ” m1 (3«13a)



3kj = m3 - 3m1 m2 + 2m:,

2 2 ^ 4
k4 “ m4 ” ̂ m1 m3 “ 3m2 + "* ̂ m1 ®2 “ m1 ’

a ze wzoru (3.14) (bądź ze wzorów (3»13a)), żei

a, - k1

m2 » k2 + k̂

=• kj + 3k^ kg + k3

m4 “ k4 + 3kg + 4k1 k^ + 6k^ kg + kj.

Współozynniki b , 3 € p e ^ ,  spełniające zależności:

•*P( Z  ^  V  “ 1 + £  V  (3*15)
P-3 P”3

nazywamy ąuasimomentami zmiennej losowej.
Rozwijając lewą stronę powyższej równości w szereg Taylora uzyskaliśmy 

równośó:

Charakterystyki statystyczne zmiennej losowej. • •   22_

p=3 q,r=3'

+ 5t £  bT~^T~7T ks kt V —  1+ £  bp (3,16)
s,t,i>«3 P“3

Porównując współozynniki przy (ju)p otrzymujemy wzór:

[P/31 ^  n k*.
v v s  ił z :  n  rł. o-«)

n»2 ^ »• • • » 3
i>̂ +. • •+i>n«,p

gdzie [Jj] oznacza częśó całkowitą liczby ustalający zależnośó quasi- 
momentów od semiinwariantów.

Zależnośó semiinwariantów od ąuasimomentów podaje wzór:
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który uzyskuje się przez obustronne zlogarytmowanie równości (3•15) i roz­
winięcie w szereg Taylora prawej strony tak otrzymanej równości i w końcu 
porównanie współczynników przy (ju)pj 3spe^.

Ze wzoru (3*17) wynika w szczególności, żei

b± = kŁ i = 3, 4, 5 (3.17a)

bg = kg + 10 k2

btj » ky + 35 kj k^

a ze wzoru (3.18) (bądź ze wzorów (3«17a))f żet

ki = b ĵ i = 3, 4, 5 (3.18a)

kg = b6 - 10 b2

ky = by - 35 by b4. (3.18a)

Zmienną losową ą , dla której semiinwarianty

k = O, 3 s p ^  (3.19)

nazywamy zmienną losową typu normalnego (Gaussa).
Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej % typu normalnego ma po­

staci

0 \ (u) = exp {j kyU - £ k2u2}, (3«20)

oo wynika ze wzoru (3.9). Dokonując odwrotnej transformacji Fouriera na
(3.20) i korzystając z (2.24) uzyskujemy wzór na gęstość zmiennej losowej 
| typu normalnego:

\2-
gE (x) = , 1 , exp5 i 2 v Y :

(x-k1 )£ 
“2T (3.21)

Zmienna losowa typu normalnego odgrywa ważną rolę, gdyż za pomocą jej 
gęstości oraz ąuasimomentów zmiennej § można wyrazić gęstość dość szero­
kiej klasy zmiennych losowych j , których funkcje charakterystyczne mają 
postać (2.33) oraz dla których szereg
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P-3

jest zbieżny w (1.10).
Mianowicie ze wzorów (3.9) i (3.15) wynika, żej

0|(u) - exp| j k., u - 2  k2u2|(1+ bp), (3.23)
P“3

stąd zaś i z (3.20), żet
oe . . p

0|(u) = 0 l(u) +0| (u) ^  ■pł“ bp* (3.24)
P-3

Dokonując transformacji odwrotnej Fouriera na (3*24) otrzymujemy»

gg(x) » g$(*)  + ? r" 1 (0|(u) X  bp ), (3.25)
P-3

gdzie g|(x) dana jest wzorem (3.21). Korzystając ze zbieżności szeregu
danego wzorem (3.22) w Ŝ , liniowości i ciągłości transformacji odwrotnej
Fouriera dochodzimy do wniosku, żet

g 5(x) - g|(x) + X  y " 1(0|(u)(3u)p). (3.26)
P-3

Stąd i ze wzoru (2.8a) wynika, żei .

g|(x) . g-̂ (x) + j r  (-1)p ffg(p)(x). (3.27)
P-3

W przypadku, gdy ąuasimomenty bp zmiennej % zerują się dla p > r, 
re/, wzór (3.27) jest nadal prawdziwy, ale przyjmuje prostszą postać:

g§(x) = g|(x) + (-1)P g (| )(x). (3.28)
p-3

4. Statystyczna zależność zmiennych losowych

Zmienną losową | , której gęstośp jest dystrybucją regularną (funkcją 
lokalnie całkowalną) nazywamy zmienną losową typu ciągłego, natomiast zmien­
ną, której gęstość jest postaci:
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g|(x) = S  ak8(x-xk), a]£e[0,1], k e ^  (4-1)

nazywamy zmienną losową typu dyskretnego. Zmienną losową, której gęstość 
jest postaci»

g^(x) -źlg$c(x) + p g|:.d(x), (4.2)

gdzie»
|c - zmienna losowa typu ciągłego, 

a - zmienna losowa typu dyskretnego}
■X, (jSR, T^x>0, = 1}
nazywamy zmienną losową typu mieszanego.

Warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, by zmienna losowa była ty­
pu ciągłego jest, by jej dystrybuanta była funkcją absolutnie ciągłą, a 
na to by zmienna losowa J była typu dyskretnego, potrzeba i wystarcza,by 
jej dystrybuanta przyjmowała co najwyżej przeliczalną ilość wartości. In­
nym warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, by zmienna losowa } by­
ła typu dyskretnego jest, ąby zbiór istotnych realizacji zmiennej losowej 
był co najwyżej przeliczalny.

Rozpatrzymy dwie zmienne losowe | ^ o  gęstości łącznej g ^  2 > 
x2) danej wzorem (2.24) [2]. W przypadku, gdy zmienną j1 rozważymy nie-p 4zależnie od j ,gęstość zmiennej losowej | wyraża się wzorem»

oo
g (x1) « / g . „ (X1 , x2)dx2, (4.3)
l1 —  V

wynikającym z warunków zgodności (2.26).
2Jeżeli natomiast znamy konkretną istotną realizację x zmiennej loso-

2 1 ' 1(2 wej i , należy zamiast zmiennej £ rozważać zmienną losową | | S , któ­
rej gęstość

g ęilgi (4*4)
2może zależeć od x •

l 1 2Dystrybucję dwóch zmiennych g%1 |,,2(x ,x ), spełniającą warunek

S 1 ,(x1. x2) “ g J  2(x1|x2) . g (x2) (4.5)
S1 t 2 S 1 V  5 2

f *1 nazywamy globalną warunkową gęstością zmiennej losowej § pod warunkiem
I2.

Gęstość (4.4) jest wartością globalnej warunkowej gęstości zmiennej lo-
11° 2 2 sowej | || w punkcie x ■ xQ.



Skorzystaliśmy tu z dwóch definicji należących do teorii dystrybucji
[1] , których wcześniej nie wprowadziliśmy, mianowicie«
- Wartością dystrybucji f(x,y), xSRp, yeRIi“*) w punkcie y0 nazywamy 
dystrybucję p - wymiarową zmiennej x

f <x> y0) = [f* 5n (x’ yo^ * (i)

o ile ciąg f*S„(x, y ) jest podstawowy dla każdego ciągu deltowego
Sn (x, y).

- Iloczyn dystrybucji N - wymiarowych f(x) . g(x) nazywamy dystrybucję

f(x) . g(x) = [f (x) Sn (x) . g(x) 5n (x)], (ii)

o ile ciąg f(x)*5n (x) . g(x)« 5n (x) jest podstawowy dla dowolnego cią­
gu deltowego S (x) [1].

1 2 Zmienną losową nazywamy niezależną od | , jeżeli:

g J 2(x1|x2) i. g i(x1), (4.6)
I % 5,

co oznacza, że g ,1 (x"') jest globalną warunkową gęstością zmiennej losowej
1 5 2 l pod warunkiem £ .

1 2Zmienne losowe j , t, spełniające warunek«

g (x1, x2) = g (x1) . g „(x2), (4-7)
S112 S' s

nazywamy zmiennymi losowymi niezależnymi.1 2 Z (4.6), (4.5) i (4.7) wynika, że e. nie zależy od % wtedy i tyljco1 2 .  Iwtedy, gdy zmienne losowe £ i t są niezależne oraz wtedy i tylko wtedy,
2 1 gdy l nie zależy od % .

1 2Niech £ , £ będą zmiennymi losowymi niezależnymi.i p i 2Zakładając, że f1 (u, x 1), fg(u, x ) i f1 (u, x ) . f2(u, x ) spełniają za­
łożenie (3>3a), otrzymujemy«

OQ OO

< f 1(u,Ł1) . fg (u, ̂ 2)> ■ f f f1(u,x1)f2(u,x2)g51(x1)g52(x2)dx1dx2 -
-OO -OO

OO ‘p1

-f fi (u, x1)g61(x1)dx1. J f2(u,x2)gŁ2(x2)dx2=<f1(u,s1)><f2(u.,s2)>
-OO -°°

(4.8)

Wobec ciągłości transformacji Fouriera powyższe założenia są spełnione 1 2  1 2  
dla funkcji e*iux , eJux , oraz e^u x̂ + x \  Stąd i z (4.8) wynika, że« *
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3u rt1 4.*2'i eJu g' i2<e U  +g }> - <  > < e  5 >  , (4.9)

co oznacza, że:

0 (u) . 0g1 .(u) . 0|2 (uJ. (4.10)
51 + l

W celu podania gęstości sumy dwóch zmiennych niezależnych oznaczmy« 

y1 = x1 + x2 t1 “ ^  + S2

y2 = x2 72 = i2 (4.11)
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i obliczmy«

g (y1, y2 ) = < s ( y 1 -  i r ) . S ( y 2- V ) >  . (4.12)
V  I 2

Korzystając z (4.11) otrzymujemy«

g 1 2 (y1, y2) =<5(x1 + x2 - | 1 - §2) . 5(x2 - |2p> (4.13)

Stąd i ze wzoru«

S(x1 - f(a)) . 5(x2 - a) = «(x1 - f(x2)) . S(x2 - a) (4-14)

wynika, po skorzystaniu z niezależności zmiennych , | 2 oraz z (4.11),
że«

g ij2 (y1, y2 ) = g |1 (y 1 -  y2 ) • g 2 (y2).  (4.15)

pCałkując ostatnią równość obustronnie względem y i korzystając z warunku 
zgodności (4.4) oraz z (4.11) otrzymujemy«

g s 1 + | 2 (y1) =J SjKy 1 “ y2) g | 2 (y2)dy2 (4.16)
-o®

czyli, że«

g j 1 + $2(y1) = g 1 1 (y1) * s | 2(y1 )• (4.17)

Ze wzorów (4.10), (4.17), (4.22) i (4.24) wynikają następujące równoś­
ci«
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g|1(y1)* gs2(y1) - <F _1’(0|1 (u) . 0 g2(u))(y1) (4-18)

0j1(u) . 0&2(u) =T(gg1(y1)* gŁ2(y1)) (u). (4.19)

"1 * * ?Zmienną losową § nazywamy ściśle związaną ze zmienną losową g , jeże­
li istnieje funkcja f(x), żet

51 - f($2). (4.20)

Łączna gęstość układu tych dwóch zmiennych ma postać:

g „(X1, x2) = <  8(x1 - f(&2)). 5(x2-§2)>. (4.21)
f(s2),s2

Stosując w (4.21) wzór (4.14) otrzymujemy*

g i 2(x;1> x2)= s(x1 - f(x2))g (x2). (4.22)
fil1),!2 ' l2

Niech | oznacza dowolną zmienną losową.
W celu podania gęstości zmiennej losowej aj + b, gdzie a, beE, a ^ 0; po­
łóżmy w (4.22)*

S2 - 1 , x2 - z, x1 - x (4.23)

i soałkujmy tak otrzymąną równość względem z. Stąd i z (4*4) otrzymujemy*
DO OO

g . (x) » g . . , (x,z) dz - S(x-az-b) g E(z)dz.»1 + b _0 ag + b .J, 5
(4.24)

Korzystając ze wzoru

8(f(z)) =   -̂---   5(z - z )| f(z ) » 0 (4.25)
If' (̂ o)l

otrzymujemy*
oo

sad-b(x) ** TaT / S(z" £SŁ>«giz)das " TIT (4,26)
-oo

Wzór (4.26) można też otrzymać dokonując retransformacji Fouriera na 
funkcji charakterystycznej

0 a J+b (u ) " < e ju(aS+b) > =  e^ub 0S(au), (4.27)
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a następnie korzystając ze wzoruj

T " 1 (f(au))(x - b) = J L  T"1 (f(u)) (S=&). (4.28)

Uwagi końoowe

W powyższym artykule nie wyczerpaliśmy tematyki dotyczącej zmiennej lo­
sowej} zamieściliśmy w nim to, oo uważaliśmy za najistotniejsze. Uogólnie­
nie tych wyników znajdzie swój wyraz w następnych artykułach poświęconych 
wektorom losowym i procesom stochastycznym.

Wszystkie te zagadnienia są przedmiotem dyskusji seminarium Zakładu Me­
chaniki Teoretycznej w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Śląskiego.
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CTATHCTHHEOKHE XAPAKTEPHC THKH CJiyHA8HO0 HEPEMEHHO0 
B HEKJIACCHHECKOM CMNCJIE

P e 3 b m e

B paóoTe npeACTaBmeHH CTaiacTaHecKae xapaKTepacTHKa cJiyaaiłHOft nepeMeHHO»: 
xapaKTepHHe (ftyHKnaa, momshth, ceMHHHBapnaHTLj. a KBa3HM0MeHiti, a laasce cbh3h 
Mexcfly hhmh* BBe^eHO noaaiae He3aBacaMocia cjiyaaftHnx nepeMeHHHx, ycjioBaoft 
iijiothocth a nepeMeHHHx ciporo cbh3hhhhx«
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THE STATISTICAL RANDOM VECTOR CHARACTERISTICS IN A 
DISTRIBUTIONAL FORMULATION

S u m m a r y

In the work there have been presented the statistic characteristics of 
random variable, the characteristic functions, moments, seminvariants and 
quasimoments as well as their interelations.

The notions of random variable independence, conditional density and 
variables closely related have been introduced.


