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Streazozenie. Niniejsza praca jest kolejną w oyklu artykułów po­
święconych dystrybucyjnemu ujęciu rachunku prawdopodobieństwa.Przed­
stawimy w niej podstawowe charakterystyki statystyczne wektora lo­
sowego, dystrybuantę, gęstość, funkcję charakterystyczną, momenty, 
korelacje i quasimomenty, a także podamy ogólne związki między nimi. 
Zwrócimy- uwagę na szczególną rolę wektora losowego typu normalnego, 
wyrażając za jego pomocą gęstość dość szerokiej klasy wektorów lo­
sowych. W końcu uogólnimy zarysowane w poprzedniej pracy [3] , wyni­
ki dotyczące zależności statystycznej układu skończonej ilości zmien­
nych losowych.

W artykule tym będziemy wykorzystywać podstawowe fakty teorii dy­
strybucji, które wraz ze szkicem dowodu równoważności obu ujęć (cią­
gowego [1J , [4] i funkojonałowego [5] [7] ) przedstawiliśmy w po­
przednich pracach [2], [3] •

1. Dystrybuanta. gęstość i funkcja charakterystyczna wektora losowego

Przypominamy postawione w [2] definicje.
Rodzinę (j\ ....g11) ciągów układów liczb (^5« , • • •, )» (jS«» • • • »2̂ °*

(iŁ1,-.-,i5N).*-*.P‘6A» takich, że dla każdego układu(x1,.. .x ), gdzie 
xke R = Ruf-°4"0-°°}> k=1,...,N} granica

N N
<H(x1 - |1)...«H(xN r |N)>= iim i ^  fi H(xk-gk), (1.1)

U-“ 1i=1 k-1

przy czym

(1 . 2 )

istnieje i nie zależy od wyboru ciągu ( g^,..., J*), i e ^  n̂ie zależy od
i i
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nazywamy dystrybuantą wektora losowego ( ,•..,§H ), a Jej pochodną dystry­
bucyjną

U
g ■, .•••, n (x1,...,xN ) = <  l~l S(xk - gk )> (1 .4 )
l  ̂ k=1

gęstością wektora losowego (j1 ,...,gN ).
Przypominamy jeszcze, że powyższe definicje oparte są na pojęciu śred­

niej po pewnej rodzinie ciągów realizacji ( , ,  ,§£), iejf, oceA

n
< f y (S1  ¿ I   ' $ •  <1 -5)

gdzie f dystrybucja zmiennej y = (y1 ,...yN )j
o ile ta granica dystrybucyjna istnieje i nie zależy od wyboru aeA.

Układ (x^,... ,x^ ) e R® nazywamy istotną realizacją wektora losowego 
(5 jeżeli jego gęstość w żadnym otoczeniu otwartym punktu (xj,
••.,x^) nie jest zerowa.

£  kŚrednią <expo y  u . >  nazywamy funkcję charakterystyczną wektora 
k- 1 k

losowego Piszemy zatem«
N

9g1,..., UfUj, ...,uN ) = <expj ^  uk|k>  (1 .6 )
k-i

Zauważmy, źe:
N n N

<expj £  ukSk> «  lim i X  exPj X  uk X  m
k-1 n-°° i-1 k- 1 1

‘ Jit h Ż  / * * ' / (expd X  r f 6 (xk-.S«) dx1 ...dxN -i=1 -oo -.o k=i ic=i i

N n Jj
- lim f ... j  e x p j £  U]cxk fi s(xk~ §k)óx1...dxN (1*7)

..o i- 1  k- 1  1
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Wobec ciągłości transformacji Fouriera (1.4) i (1.6) otrzymujemy, że«

*1
„ N xk

»•••> jj (ui»•«• .Ujj) = j' . ..Jexpj uk g jj (x^, •.. ,x^)dx^...dx^
6 S -  -  S 5 (1.8)

co oznacza, że funkcja charakterystyczna wektora losowego (,..., gN) jest 
transformatą Fouriera jego gęstości.

1 NOdwrotnie gęstość wektora losowego (§,-••»§ ) jest transformatą od­
wrotną Fouriera jego funkcji charakterystycznej

r  ~ N k 
g h (x1,...,xN) » N f... i expj ^  ukX 8 j ,... (u1 UjjJdu.,
j 6 -i

i
».. . , du-̂  (1.9)

Zakładając, żes

r r a«,i tn.. i . n _I • • • I i j • • • f x J f • • • f x jdx • • • dx

dla dowolnego aeA, przy czym s"(x1,...,x ) ■ - ^  f~| s(k “ &«*)? oraz

J ..• jf f (x ,...,x )g ,..., jj(x ,... ,x )dx , *».dx , n

(1 . 1 0 )
n N

,«/v 1 _ 1 V ’ n  sA k_ |k >
i-1 k-1 1

że f(x1 xN) jest taką dystrybucją, że występujące w (1.10) całki ozna­
czone mają sens [4], [2] , otrzymujbmy:

n
< f  (|1, * •• > =  lim jj “

n-°° i-1
OO oc

- lim f . . . f  f (x̂  ,... ,xH) s* (x’',... ,xN )dx^ .. .dxN ■
n - ~  J, i,

= J**'J f(x1,...,xN )g 1t..., N (x1 xN)dx1...dxN. (1.11)

Zamiast (1.10) będziemy pisalii

f(x1 x*) s“ (x^,... ,x®) f (x^,. •. ,x^)q i«*« n (x ^,...,x  ), m eA.
I l

(1.10a)
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2. Związki pomiędzy momentami, korelacjami i guasimomentami wektora -lo­
sowego

Momentem m * rzędu s, j = 1,...,N, p = wektora losowego
( g*, ..., nazywamy liczbę

d *1 • • * J « J *1 • • d „m 1 8 - < S  1 '•* l s>. (2.1)

Zakładając, że:

r1 Jt, C Jl.**‘. J  S_^1. - J a  '1 W, C J b „ / 1 J ,  „.AX ... X S (X i . * * , X )    X X -TJ ( »•* '»

(2 .2 )

otrzymujemy!

m31...Js = x^-.-.-x^g . jj(x 1 x V , . . d x l  (2.3)
-»o -oo f • • • £

Przy założeniu, że (2.2) zachodzi dla wszystkich wielewskaźników ĵ ,
• » V  •'p = 

według wzorui
•»jał jp “ P “ i wszystkich s a /  momenty można obliczyć

nd1 m 1_ 3 8|t,...,
as avb. au.J 1••• Jg

(2.4)
u^=.. *=Ujj = 0

Zatem funkcję charakterystyczną wektora losowego ( g*,...,jN ) można rozwi­
nąć w szereg Taylora!

8&1 3 1 + £  'sT 2 7  m 1 8 uj1,...'ujs*
 1 s=i 31t...gfl.-1 1

(2.5)
- "1 j g

Symetryczne współczynniki, k *** rozwinięcia funkcji charakterystycz­
nej w szereg

e6i >n (ui  un> - exp J  £  i f  i  *’3“u
3=1 j1 js=i J r - UJs

(2 . 6 )

nazywamy korelacjami rzędu ś wektora losowego (^,...,|^).



Ze wzorów (2.5) i (2.6) otrzymujemy po zlogarytmowaniui

S-1 .¡I-i»• • • • ds-i

8-1 3i»«»»»je“1

a po rozwinięciu prawej strony (2.7) w szereg:

£ £  ¿ 1  ^ ’- 3» u  . - 2  £  ¿  J i - » .  .

8-1 .... V 1 8=1 ¡f1»***»J8-1

1 \—  it+v 2 L  ¿1 if
■ uj1,” ujs " ? 2 7  t c t  2 2  2 2  m •m

1;»V'-1 di»• • • > l-j iv-i
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. u. .u. . u. . .u. +... (2.8)j-j*** j-fc l-| ••• lv ' '

Ustalając s 6 / i  porównując współczynniki przy j3 oraz mnożąc przez 
sl uzyskujemy:

JJ »r

2 ^  k uJi — UJB = 2 2  m ud1‘” uJ8 +
¿ 1  V 1 di.... d„-i

N m 1̂ J01.. ¿ I6l+1,‘” j£/ „ \n+1 , —°° m 1 • • • !••• i*i1-1 ) 8I

n”2 61 »ł" 5n > 1 . * • •. ds=1 l~J e.!
01+...+Sn=s i=1

V "  V  (2*9)

Ustalając konkretne wartości liczb j = 1,...,N, p = 1,...,s i porównu­
jąc współczynniki przy u... ...u. otrzymujemy wzór:

•'s



gdziex
n -i

M  (6.j 9 • • • $ &n )=*m •••m f=*1 , (2«10a)

a M ^ s\ 6 1f ...,Sn) oznacza symetryzację M 1 a (61...6n ).

Zależność momentów od korelacji ustala wzór:

J l  — Js = ¿ r - J s  + ^  ¿i J T  ^ 3 r ';3s.)(e1.,-v .̂ , (2.11}

51 - - > V 1  £  6±!
6  ̂+•••+6)^=8

gdzie:

fi r  k^1“" 061 kd Ł 1 6.+1...j (2.11a)K {6n f * f€nJ * i**1

(3-1 ••*3a^ il***3S , Aa K (S1...6n ) oznacza symetryzację K (S^...6n ).
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Wzór (2.11) uzyskuje się przez rozwinięcie w szereg Taylora prawej stro­
ny równości otrzymanej z (2.5) i (2.6) i porównanie współczynników naj­
pierw przy js, b 6 /  a potem przy Uj1...Uja, jp = 1,...,N, p=1,...,s.3S,

Ze wzorów (2.10) i (2.10a) wynika w szczególności, że:

ji d-ik = m ‘

ÓfSz -M2 l̂ 2̂k = m — m m  

j-tloi-i 3-i323-j «11 «J2 ^1*^3 *̂ 2 323p *̂ 1 n ^1 ^2 ^3
k  ■ m J - m  m -  m J m - m  m + 2 m  m m ^

3 * a 3-j ^2 3o 1 2̂  4-k ‘ ,:-> ^ = m J ^ - m  m J ł - m m - m Jm
3 . 3.303^ 3<32 3^3/ 3.3^ 323. 3-j3. 3233 31 32 3j3^

- m  m - m  m - m  m -  m m ,+ 2m m m +

+ 2md l md3ffi;i2ii4 +  2 m3 l m3 4 m3 2 3 3  +  2 m V  3 mJ l '3 4  +  a m ^ m ^ m 3 1 ' 3  +

+ 2m33m^4m31 ̂ 2 - e m ^ m ^ m 33»34, (2.10b)

a ze wzorów (2.11) i (2.11a) (bądź ze wzoru (2.10b)), że:
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- k ^
« 3 -i ¿ j o  O - ł Ó p  d  -i d  p

m « k + k k
d l d p 3 o  d - l d p d o  d  4  3  p  d  O  3  d  O  d p  d o d o  d *  d  A d p  d o  m 1 2 3 a k 1 2 3 + k 1 k k k + k ^k + k nk *k ->

d l d p d o d /  d - i d p D o d /  d -1 3  p  3 o d A  d -1 d  o  ^ 2 * ^ 4 .  d  1  d  /  d o d om 3 ^ k 3 ^ + k k + k  3k + k k +
d i  d P d o d A  d p  d n d o d A  d o  d f d p d A  d A  d - i d p d o+ k k + k  k + k k d ą + k ąk 1 c * +

+ ^ \ \ h h  + k3"*k33k^2^4 + kW 233 + k32k33k3134 +

+ + + „ W 3̂ 4 (2t11b)
d < i » * * * d a  ,Symetryczne współczynniki b , s 6 ^  ; spełniające zależności

exp •—«■ s  k u. v*jSI ■*-— «I  S  Z  k ■ »
s=3 s=i

¿s, ,s «■ ’ ♦ I  i i  I  ‘  1 (2-12>
Sa*3 d1 *•••» ̂s*3"̂

nazywamy ąuasimomentami rzędu s wektora losowego ( »• • • > ̂ •
Rozwijając lewą stronę równości w szereg Taylora uzyskujemy równość»

1 + X  fi 2 :  b Uj•]" * "Ujs - 1 +
s«3 3i»#,'*^s=1

Ł  *Ji- - 3b % • • • » * . ♦
S = 3 d1 » • • • # d g“*l

+ h  X  ^TTT X . ...........k 1, . . . ^ ^ .... lyuji***ttjt*ul1.......’
t,V = 3 •••d-t; 1»‘**3-V=^

(2.13)
Ustalając 3 €  s e ^  i porównując współczynniki przy js oraz mnożąc 

sl otrzymamy»
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N i 1 N 1 iZ . J1* **•»•>3 , 1.... 3Sb ui U1 = y k ui ui +• • • dg J1 * • • 3a
¿ 1  Jg"1 1 jr .-Js=1 1

LS
+

n-1

• k
/3] N d £ . 6i+1.... .s! v -1 ^—  k 1

2 ^  ZT 2 ^  2_,  i
n-2 6i»***.en > 3 *-da“1 [~l 6i!

Ö^+..*+ßn«s i»1

• u . ••*u. •«1 J g (2.14)

Ustalając konkretne wartości liczb jp = 1,...N, p = 1,...,ś i porównu­
jąc współczynniki przy u, u., uzyskujemy wzór:

J -|• • • dg
1 1 1 1  fe/3] 1 (¿j* jg )( \bJ1,...,Js _ + s| N> K 3

n“2     3 n  .I I 6i ‘ g^+...+6n =s i=1
(2.15)

Zależność korelacji od ąuasimomentów podaje wzór«

^ 1  ^s = b^1,,**»*is (-1 )n+1sl ’ B ^ 1..... J3^ ( 6 y - » 6 n )

n -2   6n > 3 j-|6 i ,

s1+*..+6n“3 i»l
(2.16)

gdzie«
n+1

di»...»ds ;U>• •««js-i d m  6j+i»...,j_
B 1 S(01...6n ) - b 1 1... b i=1 1 s, (2.16a)

(di»• • • • d*)(c . '_ \ di»...»d~
a B Vb1 en' oznacza symetryzację B (0-j»• • • f 6n)*

Wzór (2.16) wyprowadza się poprzez obustronne zlogarytmowanie równości 
(2.12), rozwinięcie w szereg Taylora prawej strony tak otrzymanej zależ­
ności i porównanie współczynników najpierw przy js, 3 i s e l ,  a następnie 
przy uj^,,.ujB» łp - ’I»***»®» P - 1,.»jS.

Ze wzoru (2.15) wynika w szczególności, że«



b31,...,36 = k31 + + ¿ Ć z h  fc333536 +

+ k31'l23-5 k3334^6 + k3 1 3 2 36 k333435 + k;,13334 k32 +

+ k31J335 k 2̂̂ 4̂ 6 + ^ 1^6 k 2̂̂ 435 + ^ h b h  k313536 +

+ kW s  kV 436 + k323336 k31J435f (2>15a)

a ze wzorów (2.16) i (2.l6a) (bądź ze wzorów (2.15a)), że

k 3 1 ,...,3s = ^ 1 , . . . , ^  e = 3 , 4( 5

k31 > • • •»36 = b^1, • • •,36 _ b3132*)3 b^4^5^g _ bd33536 _

b^^ J3 j4 J 5*̂  6

b* * 2 ^ 4  b^ 1 * ^ 6

(2.l6b)

Charakterystyki etatystyczne wektora losowego... ___________________ £|_

_ ^ 1 ^ 5 b^33436 •¡1 ¿2^6“ b bi3iAi5

_ b^i^3^5 b^2^4^6 _.b?2^3^6 b3i34%

_ bJ2*f335 b31;5436 b^2^336 b

3- Wektory losowe I i II rodza.iu

Wektor losowy ( ^ ....¡,̂ )f dla którego korelacje

h  Jsk ! » • • • ,  s = o,  2 «  s e^r  (3 . 1 )

C

nazywamy wektorem losowym I rodzaju (zdeterminowanym).
Wiech mk = <  ęk >  •

Następujące warunki są konieczne i wystarczające na to, by wektor 10- 
1 Nsowy (J ,•♦.,£ ) był wektorem I rodzaju (wektorem zdeterminowanym):

W
( i  ̂ g S1 vN (x1 . -**»*Ir) -  i i  8(xk -  mk )

  k- 1

W
(ii) F (x1,...,xN ) = n H(xk - mk)cl»•*•>y w5. .! k»1

(iii) jedyną istotną realizacją wektora (e1,....?11) jest punkt (m1,
, • • •, m ;

(IV) k1 1 = 0, 1 - 1,...,N.
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Istotnie. Załóżmy, że wektor (i',...,JN ) jest wektorem I rodzaju, tzn. 
spełniony jest warunek (3.1). Ze wzoru (2.6) wynika, żet

(3-2)

Wykonując odwrotną transformację Fouriera na (3*2) otrzymujemy warunek 
(i), a wykonując transformację Fouriera na (i) otrzymujemy (3*2), co wo­
bec (2.6) oznacza, że zachodzi (3*1). To, że warunek (i) jest równoważny 
warunkom (ii) oraz (iii) jest oczywiste. Oczywiste jest również, że z wa­
runku (3-1) wynika (iv). Dla zakończenia dowodu załóżmy, że spełniony 
jest warunek (iv), co oznacza, żet

f (X1 - m1)2 g ^(x1)dx1 =0, 1 = 1 U. (3.3)
-i *1

Stąd otrzymujemy

g (x1) = Six1 - m1), 1 ■ 1,...,N, (3*4)

a następnie warunek (i) równoważny (3-1), oo kończy dowód.
Ha zakończenie rozważań dotyczących wektora zdeterminowanego zauważmy, 

że w charakterze wektora losowego zdeterminowanego (^,...,^) wystarczy 
rozpatrywaó rodzinę złożoną tylko z jednego ciągu stałego, którego elemen­
tami jest istotna realizacja (m^,...,m^), ponieważ tak obrana rodzina 
spełnia postulat (1.1) definicji wektora losowego. Tak więc układ liczb 
(m”*,...,!^) może być traktowany jako wektor losowy i jego wszystkie cha­
rakterystyki statystyczne są identyczne z odpowiednimi charakterystykami
wektora losowego zdeterminowanego,'którego jedyną istotną realizacją jest

1 JTukład liczb (m ,...,m ).
Wektor losowy i1?1,..., i;11), dla którego korelacje

k‘)l»..»;3s . o 3 i B e /  (3.5)

nazywamy wektorem losowym II rodzaju (typu normalnego - Gaussa).
Funkcja charakterystyczna wektora losowego («J*, . ...ij®) typu normalnego 

ma postaci

i i  i, - i  j1 j2 I   ...uH ) = exp Jj ^  k u - 7 ^  k u ^ . u ^ t
l j-,-1 1 j1,j2-1 J

(3.6)

co wynika ze wzoru (1.6).
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Dokonując odwrotnej transformacji Fouriera na (3*6) i korzystając z 
(1.9) uzyskujemy wzór na gęstość wektora losowego ( ,  • • • »^) typu normal­
nego i

 ^

fe) *’P1 ' * j-l» j2“1
(3-7)

di dc.—igdzie (k ) oznacza odpowiedni element macierzy odwrotnej do macie­
rzy korelacji drugiego rzędu. W trakcie obliczania gęstości (3.7) wykorzy­
stuje się fakt, iż macierz ta jest macierzą symetryczną i dodatnio okreś­
loną, co pozwala sprowadzić ją za pomocą macierzy ortogonalnej do postaci 
diagonalnej i umożliwia całkowanie.

Wektor losowy typu normalnego odgrywa istotną rolę, gdyż za jego porno-
cą oraz ąuasimomentćw wektora losowego  .... § ) można wyrazić gęstość
dość szerokiej klasy wektorów losowych ( ....^ ), których funkcje cha­
rakterystyczne mają postać (1.6) oraz dla których szereg

r*1' ■N , - ,
y—1 1 s y— ’
X  śT v  uj1.**u3 (3.8)
s”3

jest zbieżny w (przestrzeń H-wymiarowych dystrybucji temperowanych) [ 5], 
[7] , [2] . Mianowicie, ze wzorów (1.6) i (2.15) wynika, żej

0.1 łN (u1,...,uk) - *** 315 9 • • • 9 5
A  i-, 1 A  d-,d2
X  k V  3 X  k u3l uj2 \ • 
3n-1 1 jY.32-1 1 J

• (1 * £  ti f  -1.....   «i..... o - »
s-3 j.j, ...,j0=1 

stąd zaś i z (3*6), żei

e.1 tN (u1 V  ■ 8*1 tfN (u1****.»uN ) +

0,1 „TT̂ u1,...,uir̂ ■ S  It ¿ T  b^1 isu, u, ,.
»*♦*V  8-3 .. . J V  ds

1-1 o Pa *■1 8 (3.10)
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Dokonując transformacji odwrotnej Fouriera na (3.10) otrzymujemy« 

S|1.....ęiffr1»'-*.*3'1) = Ss1>..>jtlN(x1 xH) +

’" » , 1  ,»<«) v x  Ä  i :

w

s=3 j1  js - 1 “s

(3.11)

przy czym S^| ( #  ̂ ̂nj(x ,...,x ) dana jest wzorem (3.7). Korzystając ze 
zbieżności szeregu (3.5) w S^, liniowości i ciągłości transformacji od­
wrotnej Fouriera dochodzimy do wniosku, że«

g 1̂ > • • •» |N )-g    , ( x 1.... xN) +

W ‘

- l i t S  ■
a”3 j1 ,...ja=i

• J 1 (8ą1f...,^jr(u1,...,Ujj) . (du^) ... (ju^))(x1,...,xN), (3.12)

Stąd i z własności

7~1 ((-ju)k? f(*)) = f<k ^  x = (x1 xN), k - (k, kH).
k k

xk = (x1) 1....(**) w, 0 < ki 6 Z, (3.13)

wynika, że:

s|1,...,  »xN) “.8,1.... ^ .... J1) +

„  , K , . 3sg w (x1.... x»)
* KT (~1) V -  v 1 * * *^s *1 ’t5+ Z. a T  2 ^  b  T------ł---- (3.14)

s“3 dr ..js=1 Bx 1 9x 3

W przypadku, gdy quasimomenty b  ̂ 3 wektora losowego (|',«..,J^) ze-
rują się dla s>r, 3ireuV, wzór (3*14) jest nadal prawdziwy, ale przyj­
muje prostszą postać«
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’"' * ’ ) = «•• • (x\ ... ,x^) +

+ > 4~v<' > b 8 «11 * * * Uf •” x '
a  ^ 3lZ v , (3.15)

4* Statystyczna zależność układu H-zmiennych losowych

Rozpatrzmy układ zmiennych losowych (g1,..., gN) (H-wymiarowy wektor lo­
sowy) o gęstości łącznej g|i>-,,*gH ^  xN >̂ óanej wzorem (1.4). W
przypadku,,gdy wektor loso'wy (|^...gb)j L< H, rozpatrujemy niezależnie od 
wektora losowego(g ,...,ĝ ). Jego gęstość wyraża się wzorem:

6>gi > • • • »gi (x ,...x )- g ^ ,... jj(x ,...,x )dxb+^... dx^,
-o©  -oo

(4.1)

wynikającym z warunków zgodności (2.26) [2] ). Jeżeli natomiast znamy kon­
kretną istotną realizację (xb+1 ,...,x*) wektora losowego (|L+1 ,...,gN), 
należy zamiast wektora losowego (|1, • • •, gL) rozważać wektor g1,...,|L/ 
/t>L+1 ...JN, którego gęstość

gg1»*’*»gL/^1+1 gN (x1 .••♦»xL/xo+1 *•••«xq) (4.2)

może zależeć od istotnej realizacji (xb+1 ,...,x^) wektora losowego ( 5 ,
,.. •,

Dystrybucję H-zmiennych g ^ ,..., giĄL+i | N . • Z  ,XL)*L+1,... ,xN)>
spełniającą warunek:

*51 tH^x • ” ,’x ) “ gEi L/ L+1 jj(x1 ,...,xL/xL+1 ,...,xli).,...,5 5 ,...,§ /§ ,...,5

• gtL+i if(xL+^»• • • »x11)» (4*3)
5 . •••. 5

nazywamy globalną warunkową gęstością wektora losowego (g^...gb) pod wa­
runkiem (gL+1,...,|N).

Gęstość (4.2) jest wartością globalnej warunkowej gęstości wektora lo­
sowego (|1S..., gL) pod warunkiem (|Ł+1,..., gN) w punkcie (xL+1,... ,xN) =
- iyL+1 _H\“ Vx 0 i*.'»x0 i.

Wektor losowy (g , ...,g ) nazywamy wektorem niezależnym od wektora lo­
sowego (gL + 1 gN), jeżeli:
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St1 >LyęL+1 jr(x1 ,...,xL/xL+1 ,...,xN) = g L (x1,...,x ),

(4.4)

co oznacza, że g 1 L (x1 ,...,xL) Jest globalną warunkową gęstością we-

która losowego (g1 ,...,jL) pod warunkiem (|L+1,...,|N).
Wektory losowe ( ,..., g*1) , (i,*'"1"'*,..., nazywamy wektorami niezależ­

nymi, jeżeli zachodzi waruneki

^{1 ij(x ^i",*>3C ) “ 'Jji !•••»* ) • S EXi+1 N^x ,...x ).* 9 9 5 ® » • • • »5  ̂ 9 * * * ib

(4-5)

Następujące warunki:
I

( E ™ .... E*)
(ii) wektor losowy .(gL+1,..., g11) jest niezależny od wektora losowego

1 L(i) wektor losowy (5 ,...,t ) jest niezależny od wektora losowego 
,,L+1 F»•••»£
wektor losow 
/ 1 1»\(     )

(iii) wektory losowe (  1^), (gŁ+"*,..., g^) są niezależne,
są równoważne na podstawie (4*3), (4.4) i (4*5).

Zauważmy, że zakładając (4,3) dla odpowiednich układów zmiennych loso­
wych, gęstość łączną wektora losowego (j"*,..., g'®) można przedstawić w po­
staci:

/ 1 N \ /_1 / 2 __N \
4  ̂ 9 • • • tX ) *» S-*| 2 N ) •

»•••9 & /& * ••• »^

g |2yS3 ^Jf(x2/x3 ,... ,xN )....... gęN — 1 ^ N (XH 1/xN ) . gg!f(xH ). (4 .6 )

Zmienne losowe g nazywamy zmiennymi niezależnymi, jeżeli
{

j f ( x \ . . . , X ^ )  = g 1 (X^ ) .....................g^j j . ( xN ) .  ( 4 * 7 )S 1 Jfl- I ~
E ..... 5 s

Warunek (4.7) wobec warunków zgodności gwarantuje niezależność dowolne­
go układu zmiennych losowych wybranych spośród ,..., |H, a także nieza­
leżność dowolnych dwóch wektorów utworzonych (w sposób rozłączny - bez po­
wtórzeń) z układu zmiennych losowych ( g*,..., ę,11).

Za pomocą warunku analogicznego do (4.5) można zdefiniować niezależ­
ność dowolnej skończonej ilości wektorów losowych.

Niech (§\...,gK ) będzie układem niezależnych zmiennych losowych. Zakła­
dając, że fk (u, xk), k = 1,...,Nj f. (u, z^) spełniają założenia(1.10a)

/ k.»1
o+rzymujemy:
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N ~ ~  N

J ” • Jk- 1 k- 1

N
i
k:

JM ~  N

<  fi (fk (u,%k ) > =  J ... J n  f,k^u ’ x k )ssk(xk ) • dx1  dxk

N «  Nfi [ fk (u, xk) ggk(xk) . dxk = n<fk(u,sk)> • (4.8)
£-1 -¿L k- 1

Wobec ciągłości transformacji Fouriera powyższe założenia są spełnione 
dla funkcji e^uxk’ k= 1 f * » N oraz exp-)u £;xk. Stąd i. z (4-5) wynika, że«

I  k N k"1 k
<  eiu k-1 S >=f l  <  e^U 5 >  (4.9)

k- 1

czyli, że:
N

9 i+***+ n (u) = n  0 Ek(u)* (4*10)
5 . h  k- 1 6

W celu podania gęstości sumy N-zmiennyoh niezależnych oznaczmy« 

y1 - x1 +...+ xN *|1 = |1 +...+

yk = xk, *»k - gk,-k - (4.11)

i obliczmy«

g , N(y1 yN) - < 5  (y1 -  V )  s (yN -  4N) >  • (4.12)
' • • • • t1!

Korzystając z (4.11) otrzymujemy«

g . JT 2 n (x 1»***.xN) ■ < s (x1+... +xN- g1 ..-SN)•
s\...+sB, r .... .

.S(xN - iN)> . (4.13)

Stąd i ze wzoru

S(x1 - f (a)) . S(x1 - a) - S(x1 - f(x2)) . S(x2 _ a) (4.14)

wynika, 'poj skorzystaniu z niezależności zmiennych oraz (4 .1 1 ), że«

gt-i en *2 N(y1 . • • • . y If=gM(y1- y 2- y 3***-irli)s52(y2 )  g | N(yN)'

(4.15)



Całkując ostatnią równość kolejno względem y^,...,y^ i korzystając z wa­
runku zgodności (4.1) uzyskujemy wzór:

-  S|1* • • • * S gN(y1 ). (4. 16)

Ze wzorów (4.10), (4.16) i (1^9) wynikają następujące równości:
N

ĝ l" ••• *gęif(y1) = ł"1 (fi 8 gk(u))(y1) (4.17)
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N
n  0£k(u) =<r(g5l* ••• *gfeN( y 1 (4.18) 
k=*1

Wektor losowy ( $"*, • • •, 5L ) nazywamy wektorem ściśle związanym z wekto­
rem (S1,...,!11), jeżeli istnieją funkcje f l(x1,... ,xN) 1=1, ...,L, że S1 = 

4>1 / 1 N \“ ^ ( i    )•
Łączna gęstość utworzonego z nich wektora losowego ($1,...,$L, , •..,

,SN ) jest postaci:
I

«.i ęN (y1.... yL. x1 xN) - < n  S(y1-fl(s' i,N)) •
1=1

N
n  S(xk - gk)> . (4.19)
k=1

Stosując w (4.19) wzór (4.14) otrzymujemy:

1

n
1=1

g.-i t N (y1 yL. x1, . . . , x N) = f ]  S(y l - Ą x 1, . . . , x N))
5 . ...,5

' g»1 iN(x1 xN)‘ (4.20)*•••»»

W przypadku gdy N = 1 oraz odwzorowanie o składowych f1, 1 = 1,...,L
przekształca RN na RH wzajemnie jednoznaczne i jest takie, że jakobian I 
tego odwzorowania w każdym punkcie jest różny od zera, otrzymujemy po 
scałkowaniu (4.20) względem x^,...,x^ i zamianie zmiennych

u1 = fl (x1,...,xN) 1 = 1.... L=N
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gęstość wektora (f1 ( ....£N),...,fN (

■” 00 1=1

(4 .2 1 )

Obliczając całkę (4.21) otrzymujemy ostatecznie«

>•••> (f (4 - 2 2 )

5. Uwagi końcowe

W powyższym artykule uogólniliśmy wyniki umieszczone w pracy poprzed­
niej [3] na przypadek wektora losowego. Z rezultatów tych będziemy korzy­
stali w następnym artykule cyklu o dystrybucyjnym ujęciu rachunku praw­
dopodobieństwa poświęconym procesom stochastycznym.

Przedstawiane zagadnienia są przedmiotem dyskusji seminarium Zakładu 
Mechaniki Teoretycznej w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Śląskiego.
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CTATHCTHUECKHE XAPAKTEPHCTHKH CJiyRAHHOrO BEKTOPA 
B  HEKJLACCHHECKOH CMHCJIE

P  e  3 jo m e

3xa p a S o ia  HBjmeTCH o^Hoii H3 nrnuia padoT nocBsngHHux Teopnn BepoaiHOCTst 
b HeKJiacoH^ecKOH CMbicjie. B  Heli 3aKJiKmeHbi ocHOBHue oiaiHcrH^ecKHe x ap aK iep z - 
o th k h  cjiynafiHoro BeKTopa,(JyHKunfl paonpeflejieHHH iuioTHOCTH,xapaKTepHCTHvecKafi 
$yHKnna, MOMeHiH,'Kopejiaipm, KBa3HMOMeHin h ja io icH , xaioKe, od^ne cbhsh  Meac- 
Ay hhmh. OfipanaeTOH BHHMaHite Ha ooofieHHyio p o jit ojiyqaftHoro BeKTopa HopMajibho- 
ro  m n a ,  BHpaacaa npa e ro  homohh m o th o o ib ,  aobojibho o6mnpHoro pa3pafla cjiy— 
HaHHUX BeKIOpOB.

B  KOHi?e pa6om o6o6ma»Toa, HaqepTaHHue b npeflnnymux padoTax [ 3 ] ,  pe3yjii>- 
TaiH KaoawmHeOH CTaTHCTHHeCKOB 3aBHOHMOOTH CHCT6MH KOHQHHOrO KOJIHHeOTBa cxy- 
HaiiHhlX BejIHHHH.

B o x a i t e  H c n o jiB a y m T c j i  oeH O B H u e $ a K i n  T eopH H  ofiom eH H oit $ y H K i y w , K o i o p n e  

B M e c T e  o o  o x e M o fi f l0K a3a T e x i>0T B a  sK B H B ajieH T H ooT H  ( n o c jie f lO B a T e x B H o o iH  [ 1] ,  [ 4] 

h  (JyHKHHOHaaa [5] ,  [7] ,  S u r a  n p e .n cT a B .n eH H  b n p e flb w y m u x  p a B O i a x  [2] ,  [3] .

THE STATISTICAL RANDOM VECTOR CHARACTERISTICS IN 
A DISTRIBUTIONAL FORMULATION

S u m m a r y

The present work is a successive one in a series of articles devoted 
to the distributional formulation of the probability calculus. We are pre­
senting here the basic statistical characteristics of a random vectors a 
distribuant. density, characteristical function, moments,correlations and 
quasimoments as well as the connections between them. Special attention 
will be paid to the particular role played by the random vector of a nor­
mal type expressing with its help the density of a relatively large class 
of random vectors.

In the end, the results, outlined in the previous work [3] , connected 
with the statistical dependences in the system of a finite random varia­
ble quantity will be generalised.

In this article the basic facts from the destribution theory, which we­
re presented in our previous works [2], [3] together with the outline of 
an equivalence proof of both formulations sequential [1] , [4] and functio­
nal ones [5J , [7] , will be utilized.


