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CHARAKTERYSTYKI1 STATYSTYCZNE WEKTORA LOSOWEGO W UJgCIU DYSTRYBUCYJNYM

Streazozenie. Niniejsza praca jest kolejng w oyklu artykudéw po-
Swieconych dystrybucyjnemu ujeciu rachunku prawdopodobienstwa.Przed-
stawimy w niej podstawowe charakterystyki statystyczne wektora lo-

sowego, dystrybuante, gestos¢, funkcje charakterystyczna,

momenty

korelacje i quasimomenty, a takze podamy og6lne zwigzki miedzy nimi.
Zwrécimy- uwage na szczeg6lng role wektora losowego typu normalnego,

wyrazajac za jego pomocg gestos¢ dos¢ szerokiej

klasy wektorow lo-

sowych. W koncu uogélnimy zarysowane w poprzedniej pracy [3] , wyni-
ki dotyczace zaleznosci statystycznej ukdadu skonczonej ilosci zmien-

nych losowych.

W artykule tym bedziemy wykorzystywa¢ podstawowe fakty teorii dy-
strybucji, ktére wraz ze szkicem dowodu réwnowaznosci obu uje¢ (cia-
gowego [1J, [4] 1 funkojonatowego [5] [7] ) przedstawilismy w po-

przednich pracach [2], [3] =

1. Dystrybuanta. gestos$¢ i funkcja charakterystyczna wektora losowego

Przypominamy postawione w [2] definicje.

Rodzine g\

.-...g1) ciagéow uktaddéw liczb (5« ,eee,

» (JSwo> eeex2*

@(t1l,-.-,15N).*-*_P“6A» takich, ze dla kazdego uk#adu(x1l,.. .x ), gdzie

xke R = RIFF40->}> k=1,...,N} granica

SH(X1 = I)-..«H&N r [N)>= iim

przy czym

istnieje i nie zalezy od wyboru ciagu ( g",---
i

N N

~ fi H(xk-gk), .1

i=1 k-1

(1.2)

, J¥), ie~ ‘mie zalezy od
i
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nazywamy dystrybuanta wektora losowego ( ,=..,84), a Jej pochodng dystry-
bucyjna
U
g B .**=, n(x1,..., xN) =< H S(xk - gk)> Q-.4)
1 n k=1

gestoscig wektora losowego (§l,---,9N).
Przypominamy jeszcze, ze powyzsze definicje oparte sg na pojeciu Sred-
niej po pewnej rodzinie ciagow realizacji (, , ,8), iejf, oceA
n

<fy (8 | "$e 1-5)

gdzie F dystrybucja zmiennej y = (V1 ,---yN)j

o ile ta granica dystrybucyjna istnieje i nie zalezy od wyboru aeA.
Uktad (N, ... ,x*)e R® nazywamy istotng realizacja wektora losowego

(5 jezeli jego gestos$¢ w zadnym otoczeniu otwartym punktu (Xj,

ee_,X") nie jest zerowa.

Srednig <expo § u .k> nazywamy funkcje charakterystyczng wektora
k-1 Kk
losowego Piszemy zatem«
N
991,..., UfUj, ...,uN) = <expj ° uk] k> @-6)
k-1
Zauwazmy, Zze:
N n N
<expj £ ukSk>« lim iX exPj X uk X m
k-1 n-°° i-1 k-1 1

< Jith Z /**"/ (expd X rf6 xk-.S«) _ dx1 ...dxN -
iZl-c0 -.0 k=1 ci i

N n Jj
- lim f_._jexpjf Uk fi sk~ 8k)ox1...dxN (1*7)
.0 i-1 k-1 1
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Wobec ciggtosci transformacji Fouriera (1.4) i (1.6) otrzymujemy, ze«

,, N xk
x1 P°="> I Uirex= UjJ) = J ---Jexpj uk g PO, = XA dxn
6 s - - s 5 1.8
co oznacza, ze funkcja charakterystyczna wektora losowego (,..., dN)jest

transformata Fouriera jego gestosci.
Odwrotnie gestos¢ wektora losowego (§1,—--»§N) jest transformatg od-

wrotng Fouriera jego funkcji charakterystycznej

r ~ N k
g h&,..., xN) » N Ff... T ep]”™ ukxX 8j,... @ Upjdau.,

] 6 -i
»o. ., 0N .9

Zaktadajac, zes

r:--r i jeeefXx Ja(’if--ofmjﬂj---d'xn —

J.ojf TX ,--.,X )0 ,---5 X ,---,x )X ,*.dx , n

(1.10)
n N
dla dowolnego aeA, przy czym s, ...x Y=l X~ g skke ¥ oraz
i-1 k-1 1
ze f(x1 XN) jest taka dystrybucja, ze wystepujace w (1.10) catki ozna-
czone maja sens [4], [2] , otrzymujbmy:
n
<F (J1,* == >= lim Jj
n-°° i-1
- Lim g.D..fa:f(x’\,___,xH) S*(XT, ... ,XN)AX L. _dXN m
n-~ J, i,
= J**"J f(x1,..., xN)g 1t..., Nl XN)dx1 . ..dxN. (1.11)
Zamiast (1.10) bedziemy pisalii
f(x1 X*) s“(XN, ... ,X®) FON,. e, XN)g 1K« n ™, ..., x ), MmeA.

[ [
(1.10a)
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2. Zwigzki pomiedzy momentami, korelacjami i guasimomentami wektora-lo-
sowego

Momentem m * rzedu s, j =1,...,N, p = wektora losowego
o, ---, nazywamy liczbe

dAee*J« Jie - d,

m 1 8 -<S 1 "e* 1 S>. .10
Zaktadajac, ze:
*’\1. ___—’ga 5 Oz:l:li_**j\ﬂ,) C )gl JEEE )2 5 ., —TJ‘( l».* J ,.»,,.A
(2.2)
otrzymujemy!
m31l...Js = XN—_-_.-X"g . Jjk1 xV, ..dxl @.3)
-0 - feeoeof

Przy zatozeniu, ze (2.2) zachodzi dla wszystkich wielewskaznikéw  j»,
xjgt jgb « P « i wszystkich sa/ momenty mozna obliczyc¢
wedtug wzorui

nd1 mi1l 3 8|t,...,
as (C0)
abJ leee ang ur=..*jj = 0

Zatem funkcje charakterystyczng wektora losowego (g*,.--,JN) mozna rozwi-
nag¢ w szereg Tayloral!

8&1 31+ £ 'sT 27 m1l 8ujl,..."ujs*
1 s=i 31t...gfl.-1 1

@-5

- "1 i
Symetryczne wspodczynniki, k w39 rozwiniecia funkcji charakterystycz-
nej w szereg

e >f"I(Ui u™> - exp ng it i *’3‘u3r—UJS
(2.6)

Jj1 Js=i

nazywamy korelacjami rzedu $ wektora losowego (,.---,|7)-
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Ze wzoréw (2.5) i (2.6) otrzymujemy po zlogarytmowaniui

S-1 .jH»e eeeds-i

8-1 3inwr»»jel

a po rozwinieciu prawej strony (2.7) w szereg:

£ £ ¢ 1 N 7- 3»u - - 2 £ é Ji-».
8-1 ..--V 1 8=1 fAL»***%»J8-1
1 \— it+v 2 L ¢l if
mujl,”ujs " ? 27 tct 22 2 2 m -m
I»Vve-1 direee> 1-j iv-i
- U. U Uy, - U TR 2.8
JI°F T H e T -8

Ustalajac s6/ i poréwnujac wspédczynniki przy j3 oraz mnozac przez
sl uzyskujemy:

2 x
2N k uJdi— UJB = 22 m ud1<” uJ8 +

o1 vV 1 di.... d,-i

/ \n+l _® N ™l eeelOleee  §*@b61+1,“” JE£

11y “8i

n”’2 61 »%" 5n>1 .*ee_ ds=1 K e.!
01+...4Sn=s i=1l

v " \ (2*9)
Ustalajac konkretne wartosci liczb j = 1,...,N, p = 1,...,s i poréwnu-

jac wspodczynniki przy u... ...u. otrzymujemy wzor:
e"s
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gdziex

(6. 9===3$&n )=*m ) (2«10a)
aM n

s\ 61f...,Sn) oznacza symetryzacje M 1 a(@l...6n).

Zalezno$¢ momentéw od korelacji ustala wzér:

JI - Js =¢r-Js + 7 A JT N 3r ";3s)(el,v (2]1}
51-->V1 £ 6!
6/ +eeet6)"=8
gdzie:
fir kr1“" 061, kd t 1 6.+1...j (2.11a)
K {6n > fnJ * [igiat !
@Blee*3a" _ 11***3S A
a K (S1...6n) oznacza symetryzacje K {S~...6n).

Wzér (2.11) uzyskuje sie przez rozwiniecie w szereg Taylora prawej stro-
ny réwnosci otrzymanej z (2.5) i (2.6) i poréwnanie wspotczynnikow

naj-
pierw przy g, b 6 / a potem przy Ujl...Uja, jp = 1,...,N, p=1,...,s.
Ze wzorow (2.10) i (2.10a) wynika w szczeg6lnosci, ze:

ji H
kJ =m *

A _ N IV
kOsz:mMZ_mlm 2

j-tloi-i 3—i3233i & «P A3 D 323p *4 n "l A2 A3
k mm -m m - m Jm -m m +2m m m ~

* j n2 3 1 204
k “,:>"~=m J%-msjm J+t-mm - mJm
3. 3.303" 3<32 33/ 3.3" 323. 3-J3. 3233 31 32 33~

-m m -m m -m m - m m a2 2m m m +

+ 2md Imd3MEI21I14 + 2m31m34m3233 + 2 m V 3mJI34 + am”~m~m31'3 +

+ 2m33m~N4m317M2 - em”~m~m33»34, (2.10b)

a ze wzoréw (2.11) i (2.11a) (badz ze wzoru (2.10b)), ze:
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- kn

«3-i ¢jo 0-t0p d-i dp

m « k + k k

didp3o do d43p do 3 do, dp dodo_ d* dA dp

MT%23ak1%3+kT'K° kK "'k o+ kT o+ Kk K

dldpdod/ d-idpDod/ d-13p 3o0dA d-ldo "~2*n4 dld/ dodo
N N

+ Kk k + Kk 3k + Kk k +

di dPdodA dp dndodA do dfdpdA dA d-idpdo
+ k k +k Kk +k Kk da+ kak 1c *+
+ 2~ N\ \ h h + k3%33k"2" +kW 233 +k32k33k3134 +
+ + +, W 3P4 (uib)
Symetryczne wspédczynniki 't , S6” ; spelniajace zaleznosci
exp 1 s_la é« K | u. yj

s=3 s

weT T 0 1 R-12>

S3 dl *eeex S*IN

nazywamy guasimomentami rzedu s wektora losowego ( »eee>" e

Rozwijajac lewg strone réwnosci w szereg Taylora uzyskujemy rownosé»

1+ X Fi 2: b Uj<I™"Ujs - 1 +
s«3 3i»#, "*s=1
L *Jj- - 3b Yheeexn* _o
S=3 dl»eeefdg 1
+h X ATTT X o e k1,...2" o lygjirrwjerull.. ...
€.v=3 —tt; 1r 3NN

(2.13)

Ustalajac 3€ se” i poréwnujac wspodczynniki przy js oraz mnozac
sl otrzymamy»
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Z N bjl* Sokarses3 _ Ul = N kjl .35 .
ur LU=y U ey
1 Jg'"l 1 jr .-Js=1 1
n-1
Ls N dE_6i+1__.. .
. Al s! v -1 N— k -k 1
2N zT 2N 2, i
n-2 6i»***_en > 3 *-da“1l H 6i!
0N . . *+Bn«s i»l
e | . ®eo*|_ e
«l Jg @-14

Ustalajac konkretne wartosci liczb jp = 1,...N, p = 1,...,$ i poréwnu-

jac wspétczynniki przy u,J I UE uzyskujemy wzor:
—joece g
1 1 1 1 fe/3 1 §* i
b31,...,Js _ R R K 19 A
n“2 3 n _
11 61
gN+...+6n=s i=1
(2.15)
Zaleznos¢ korelacji od guasimomentéw podaje wzlr«
~l Ns = b, s (-1 )n+1sl i BN1..... J3N(6y-»6n)
n-2 6n > 3 j-16i,
sl+*.._+6n“3 i»l
(2.16)
gdzie«
n+l
di»...»ds ;U>e e« jsi d m 6{+i»_._,j_
B 1 S@1...6n) - b 1 1... b i=1 s, (2.16a)
(di»eeeed*)(c . " \ : di»...»d~
aB Vbl en" oznacza symetryzacje B O-»= ==T6n )*

Wzér (2.16) wyprowadza sie poprzez obustronne zlogarytmowanie réwnosci
(2.12), rozwiniecie w szereg Taylora prawej strony tak otrzymanej zalez-
nosci i poréwnanie wspétczynnikédw najpierw przy js, 3isel, a nastepnie
przy uj”,,-ujB» dp - I»**»@» P - 1,.»jS.

Ze wzoru (2.15) wynika w szczeg6lnosci, ze«
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b31,..., 36 = k31 + +¢Czh %833536 +
+ k31"R35 k333476 + k313236 k333435 + k ;13334 k32 +
+ k313335 K26+ N 1N6 k2M35 + ~hbh k313536+
+ kW s kV 436+ k323336 k31J435F (2>15a)

a ze wzoréw (2.16) i (2.16a) (badz ze wzoréw (2.15a)), ze

k31>ee=»36 = b"1,e==,36 _ b3132980b"M"5"g _ bd33536
_"175 Db"33436 . il (2™ pisiAis b I3i4 J5"6
_ b IN3NE bA2M NG __b?2A3A6 b3134% b**274 bAL*AG

_ bJ2B35 b31H#36 b 2~336 P

(2.16b)
3- Wektory losowe I i Il rodza.iu
Wektor losowy (~ ....i,)f dla ktérego korelacje
kNineeo I8 =0, 2« senrr (3.1)

(3

nazywamy wektorem losowym | rodzaju (zdeterminowanym).
Wiech mk =< &> =

Nastepujace warunki sa konieczne i wystarczajace na to, by wektor 10-
sowy (\:l1 ,*¢_.,£°) byt wektorem 1 rodzaju (wektorem zdeterminowanym):

w

(i~gst VN (x1.-**»*Ir) - Qi 8(xk - mk)
k-1
w

G) F o Od,aeooN) = N1 HOK - mk)
g.l». '>.¥W k»1

(iii) jedyng istotng realizacjag wektora (el,....?10) jest punkt (m,

,eee M

av) kit =0, 1-1,..., N.
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Istotnie. Zakézmy, ze wektor (i",...,IN) jest wektorem 1| rodzaju, tzn.
spedniony jest warunek (3.1). Ze wzoru (2.6) wynika, zet

G2

Wykonujac odwrotng transformacje Fouriera na (3*2) otrzymujemy warunek
(i), a wykonujac transformacje Fouriera na (i) otrzymujemy (3*2), co wo-
bec (2.6) oznacza, ze zachodzi (3*1). To, ze warunek (i) jest réwnowazny
warunkom (ii) oraz (iii) jest oczywiste. Oczywiste jest rowniez, ze z wa-
runku (3-1) wynika (iv). Dla zakonczenia dowodu zakézmy, ze spedniony
jest warunek (iv), co oznacza, zet

fX1 -ml)2 g ’i(xl)dxl =0, 1=1 u. (3.3
- *
Stad otrzymujemy
g (1) =Six1 -ml), 1 m1,.._,N, (3*4)

a nastepnie warunek (i) réwnowazny (3-1), oo koriczy dowdd.

Ha zakonczenie rozwazan dotyczacych wektora zdeterminowanego zauwazmy,
ze w charakterze wektora losowego zdeterminowanego (, ..., ~)  wystarczy
rozpatrywadé rodzine ztozong tylko z jednego ciagu statego, ktérego elemen-
tami jest istotna realizacja (m,...,m"), poniewaz tak obrana rodzina
spednia postulat (1.1) definicji wektora losowego. Tak wiec uktad liczb
m*,...,1") moze by¢ traktowany jako wektor losowy i jego wszystkie cha-
rakterystyki statystyczne sg identyczne z odpowiednimi charakterystykami
wektora losowego zdeterminowanego, "ktérego jedyng istotnag realizacja jest
ukdad liczb (m ,...,m ).

Wektor losowy iA,..._, i), dla ktorego korelacje

k3l»..»3% .0 3iBe/ 3.5)

nazywamy wektorem losowym Il rodzaju (typu normalnego - Gaussa).

Funkcja charakterystyczna wektora losowego («J%, ....ij® typu normalnego
ma postaci
[ | i, - i jij2 1
_..UH) = exp Jj " k " u -7 N K ut.unt
1 j-1 1 Jjl.j21 J
G.-6)

co wynika ze wzoru (1.6).
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Dokonujac odwrotnej transformacji Fouriera na (3*6) i korzystajac z
(1.9) uzyskujemy wzér na gestos¢ wektora losowego (, ee*»”) typu normal-
negoi

N
fe) *’pP1 " * _
Jbj2«1
G-n
_ didc —1i _ _ , _ -
gdzie (k ) oznacza odpowiedni element macierzy odwrotnej do macie-

rzy korelacji drugiego rzedu. W trakcie obliczania gestosci (3.7) wykorzy-
stuje sie fakt, iz macierz ta jest macierzg symetryczna i1 dodatnio okres-
long, co pozwala sprowadzi¢ ja za pomoca macierzy ortogonalnej do postaci
diagonalnej i1 umozliwia catkowanie.

Wektor losowy typu normalnego odgrywa istotng role, gdyz za jego pormo-

ca oraz aguasimomentéw wektora losowego ---- 8 ) mozna wyrazi¢ gestoscé
do$¢ szerokiej klasy wektoréw losowych ( ....” ), ktérych Tfunkcje cha-
rakterystyczne maja posta¢ (1.6) oraz dla ktérych szereg
rim
N , -

y—1 1s y—"~

X ST v ujl.**u3 (3.8)

s”3
jest zbiezny w (przestrzen H-wymiarowych dystrybucji temperowanych) [5],

[1. [2] - Mianowicie, ze wzoréw (1.6) i (2.15) wynika, zej

A i, 1 A o,
0 cee ul,...,uk) - *** 31 X k V 3 X k u3l uj2\ =
-éL o ggN 3n-1 1 JY.32-1 1 J
- @*£ ti 0 -1..... 3 0-»
s-3 3, ---.30=

stad zas 1 z (3*6), zei

el N (ul vV = 81 W UL »uN) +

0,1 LPul, . ,uir m S It T b~ isu, u, -

»*e*V 8-3 - - JV ds
1-1 oPa *
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Dokonujac transformacji odwrotnej Fouriera na (3.10) otrzymujemy«

S|1..... eiffrl»®-*_*3) = Ssl>._ >JtIN(1 xXH) +
w
Ty, 1 , »<«) vV X A i:
s=3 J1 Js-1 “s
(3-11)
przy czym S (# "X ,...,X ) dana jest wzorem (3.7). Korzystajac ze

zbieznosci szeregu (3.5) w S°, liniowosci i cigglosci transformacji od-

wrotnej Fouriera dochodzimy do wniosku, ze«

g >eee» [N )-9 J(X1o.o0 xN) +
W
- it S [ ]
a’3 Jl,...Ja=i
«J 1 @Balf....~jr(ul,....Uip) dun) ... GuM))(x1,...,xN), G.12)

Stad i z wkasnosci

7~1(IWk? £C()) = f<kn x = (4 xN), k - (k, KH).

K K
xk = 1) 1....C*) w, O<Kki 6 Z, (3.13)

wynika, ze
s|i,..., »N) “.8,1.... " L.-2J1) +
» s K , - 3sg wXL...- X»)
* KT (~%_) V- v 1***Ng *1 “t5
+Z. a 2n b T S .14
s“3 dr ._js=1 Bx 1 9% 3

W przypadku, gdy quasimomenty b ~ 3 wektora losowego (]",«..,J") ze-
rujg sie dla s>r, 3ireuV, wzér (3*14) jest nadal prawdziwy, ale przyj-

muje prostsza postac«
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LRI ] ) = «ee o (X\ .. rXA) +

+ > 4~y<*™ > b 8 &1 ***UF 7 X

a n 31z v , (G-15

4* Statystyczna zalezno$¢ ukdadu H-zmiennych losowych

Rozpatrzmy ukdad zmiennych losowych (@l,-.-, o\) (H-wymiarowy wektor lo-
sowy) o gestosci 4acznej gli>-,,*gH XN”> Ganej wzorem (1.4). W
przypadku, ,gdy wektor loso*wy (]”~---gb)j L< H, rozpatrujemy niezaleznie od
wektora losowego(g ,---,0Y. Jego gestos¢ wyraza sie wzorem:

gi>eeengi X ,...X )- g” ,eee X ,-..,x ddxb+N oLl dx?,

-0© -00

“.D

wynikajacym z warunkéw zgodnosci (2.26) [Z] )- Jezeli natomiast znamy kon-
kretng istotng realizacje (b+1,...,x*) wektora losowego L+1,.-.-,0N),
nalezy zamiast wektora losowego ([1,eee, d) rozwazaé¢ wektor gl,...,|L/
/eL+1 .. IN, ktérego gestoscé

ggl»*"*»glL/ 1+1 ON (X1 .==e»xL/X0+1 *eeewxq) 4.2

moze zaleze¢ od istotnej realizacji (Qb+l,...,x~) wektora losowego (5 ,
Dystrybucje H-zmiennych g~ ,..., giAL+I | N _eZ XL)*L+1,... ,xN)>
spedniajacag warunek:

*51 TH™MX 7 ,°X “ gEi L/ L+1 TICOES (W 4K S 'd |)
) UoR et sIC D

e gtL+i XL+ »e e exx11)» “4*3)
5

.eee_§

nazywamy globalng warunkowa gestoscig wektora losowego (g™...gb) pod wa-
runkiem (gL+1,...,|N).

Gestos¢ (4.2) jest wartoscig globalnej warunkowej gestosci wektora lo-
sowego (]1S..., d) pod warunkiem (Jt+1,..., N) w punkcie (dL+1,...,xN) =
05T i i

Wektor losowy (g ,--.-,g ) nazywamy wektorem niezaleznym od wektora lo-

sowego (OL+1 aN), jezeli:
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st >Lyel+1 Jroa , ool xL/XL+L L, Lo, xN) = g L(x1,---,x ),
(CR))
co oznacza, ze g 1 Le,---, xL) Jest globalng warunkowa gestoscia we-

ktéra losowego (Ql,-.--,jL) pod warunkiem (JL+1,...,]|N).

Wektory losowe ( ,...,0D, @1~ ..., nazywamy wektorami niezalez-
nymi, jezeli zachodzi waruneki

N1 iJjNit, > ) Y Teoon™* = SEXHL NAX yeaeX )
‘L 9 9516( ) é ) n 9***p %

»eeexh
(4-5)
Nastepujace warunki:
1
(1) wektor losowy (5l ..... tL) jest niezalezny od wektora losowego
,L+1 F
CE ™ neeenf*)
(i) wektor losowy .d-+1,..., glD) jest niezalezny od wektora losowego
/1 1
(
(iii) wektory losowe ( 1y, @+ ..., 9" sa niezalezne,

sg réwnowazne na podstawie (4*3), (4.4) i (4*5).

Zauwazmy, ze zaktadajac (4,3) dla odpowiednich ukd#adéw zmiennych loso-
wych, gestos¢ +aczng wektora losowego (§*,--., g®) mozna przedstawi¢ w po-
staci:

4 N ! 19---ths »SH 2 N/—ll 2 —Ns -
»eeeQ & /& *eee nN
gl2ys3 AIF(X2/X3 5o XN )ooeaon geN—1~ N (XH 1/xN) . gg!f(xH). “.6)
Zmienne losowe g nazywamy zmiennymi niezaleznymi, Jjezeli
{
S1 PRXN XM= g T(XY) gnij.(xN). (4*7)
E..... 5 s

Warunek (4.7) wobec warunkéw zgodnosci gwarantuje niezaleznos¢ dowolne-
go ukdadu zmiennych losowych wybranych sposréd ,---» |H, a takze nieza-
lezno$¢ dowolnych dwéch wektoréw utworzonych (w sposéb rozdgczny - bez po-
wtoérzen) z ukdadu zmiennych losowych (g*,..., ell).

Za pomocg warunku analogicznego do (4.5) mozna zdefiniowac niezalez-
nos¢ dowolnej skonczonej ilosci wektoréw losowych.

Niech (8\...,gK) bedzie uktadem niezaleznych zmiennych losowych. Zakta-
dajac, ze fk(u, xk)/, k=1,..., Nj f. U, z) spedniaja zatozenia(l.10a)

ko1
o+rzymujemy:
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W] ~ ~ N
< fl (/k u k> = J ’.’..J N fx~u’ xk)ssk(xk) = dxi dxk
k-1 k-1
N « N
f [ Tk U, xk) ggk(xk) . dxk = n<fl<(usk)>. 4.8)
-1 L k-1

Wobec ciagtosci transformacji Fouriera powyzsze zatozenia sa spednione

dla funkcji e™uxk” k= 1Ff*» N oraz ep)u £;xk. Stad i.z (4-5) wynika, ze«

1 k k™1 k
< eiu k-18 >=f|]| < erU5 > “.9)
k-1
czyli, ze:
N
9 I+***+ n @) = n 0 Ek(u* 4*10)
5. h k-1 6

W celu podania gestosci sumy N-zmiennyoh niezaleznych oznaczmy«

yl - X1 +...+ xN o= |1 4.+

yk = xk, »k - gk,-k - (4.11)
i obliczmy«

g, N(yl yN) -<5 (vl - v) s(yN - 4N)> - (4.12)
" eceotll

Korzystajac z (4.11) otrzymujemy«

. J 2 nG1»*** xN) m<s (+...+xN-d ..-SN)e
s\...+sB, r.....
S(xN - iIN)> . (“4.13)

Stad i ze wzoru

S(xt - f(a)) - S(xt - a - s(xt - f(x2)) . S(x2 _ a) “4.1%
wynika, “poj skorzystaniu z niezaleznosci zmiennych oraz (@ .11), ze«
gt-i en *2 N(yl.eee.yIf=gM(yl-y2-y3***-irli)s52(y2) g|N(yN)"

(4.15)
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Catkujac ostatnig rownos¢ kolejno wzgledem y”,...,y™ i korzystajac z wa-
runku zgodnosci (4.1) uzyskujemy wzor:

- S|1* eee*SgN(yl). 4.16)

Ze wzoréow (4.10), (4.16) i (179 wynikaja nastepujace réwnosci:

N
Q" =ee *geif(yl) = #"1 (Fi 8 gk(W))(y1) 4.17)
N

O£k (U) =<r(g5l* === *gfeN 1 4.18
Ny W) =<r(g g feN( y (4.18)

Wektor losowy ($*, e, 5L) nazywamy wektorem $cisle zwigzanym 2z wekto-
rem (S1,...,111), jezeli istniejg funkcje fFI(x1,... ,xN) 1=1, .._,L, ze S1 =
w fPl%il N§’

taczna gestos¢ utworzonego z nich wektora losowego ($1,...,%L, 2 ®ens
,N) jest postaci:
1

K | eN(yl..._yL. x1 XN) - <n Syl-fls" iN)) -
1=1
N
n Sk - gk)> . 4.19)
k=1

Stosujac w (4.19) wzlr (@.14) otrzymujemy:

1

g.-i tN (y1l yL. x1...,xN) = f] S(yl-Ax1....,xN))
5 ----55 1=1
" gul, iN(xL xN) * 4.20)
*e®>>

W przypadku gdy N = 1 oraz odwzorowanie o sk#adowych f1, 1=1,...,L
przeksztatca RN na RH wzajemnie jednoznaczne i jest takie, ze jakobian |
tego odwzorowania w kazdym punkcie jest rézny od zera, otrzymujemy po
scatkowaniu (4.20) wzgledem x™,...,x~ 1 zamianie zmiennych

ul = FI(L,...,xN) 1=1____L=N
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gestos¢ wektora (F1( ....fN),...,MN(

| @ 1=1

(4.21)

Obliczajac catke (4.21) otrzymujemy ostatecznie«

Seee> (T (4-22)

5. Uwagi koncowe

W powyzszym artykule uogélnilismy wyniki umieszczone w pracy poprzed-
niej [3] na przypadek wektora losowego. Z rezultatéw tych bedziemy korzy-
stali w nastepnym artykule cyklu o dystrybucyjnym ujeciu rachunku praw-
dopodobienstwa poswieconym procesom stochastycznym.

Przedstawiane zagadnienia sg przedmiotem dyskusji seminarium Zakdadu
Mechaniki Teoretycznej w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Slgskiego.
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CTATHCTHUECKHE XAPAKTEPHCTHKH CJiyRAHHOrO BEKTOPA
B HEKJLACCHHECKOH CMHCJIE

P e 3 jome

3xa paSoia HBjmeTCH o”Hoii H3 nrnuia padoT nocBsngHHux Teopnn BepoaiHOCTst
b HeKliacoH”ecKOH CMbicjie. B Heli 3aKJiKmeHbi ocHOBHue oiaiHcrH”"ecKHe xapaKiepz-
othkh cjiynafiHoro BeKTopa,(JyHKunfl paonpeflejieHHH iuioTHOCTH,xapaKTepHCTHvecKafi
$yHKnna, MOMeHiH,'Kopejiaipm, KBa3HMOMeHin h jaioicH, xaioKe, od”ne cbhsh Meac-
Ay hhmh. OfipanaeTOH BHHMaHite Ha ooofieHHyio pojit ojiyqaftHoro BeKTopa HopMajibho-
ro mna, BHpaacaa npa ero homohh mothooib, aobojibho o6mnpHoro pa3pafla cjiy—
HaHHUX BeKIOpOB.

B KOHi?e pa6om o6o6ma»Toa, HagepTaHHue b npeflnnymux padoTax [3], pedyjii>-
TaiH KaoawmHeOH CTaTHCTHHeCKOB 3aBHOHMOOTH CHCTE6MH KOHQHHOrO KOJIHHeOTBa cxy-
HaiiHhIX Bej IHHHH.

B oxaite HcnojiBaymTcji oeHOBHue $aKin TeopHH ofiomeHHoit $yHKiyw, Koiopne
BMecTe oo oxeMofi flOKa3aTexi>0TBa sKBHBajieHTHooTH ( nocjieflOBaTexBHooiH [1],[4]
h (JyHKHHOHaaa [5], [7] , Sura npe.ncTaB.neHH b npeflowymux paBOiax [2], [3].

THE STATISTICAL RANDOM VECTOR CHARACTERISTICS IN
A DISTRIBUTIONAL FORMULATION

Summary

The present work is a successive one in a series of articles devoted
to the distributional formulation of the probability calculus. We are pre-
senting here the basic statistical characteristics of a random vectors a
distribuant. density, characteristical function, moments,correlations and
quasimoments as well as the connections between them. Special attention
will be paid to the particular role played by the random vector of a nor-
mal type expressing with its help the density of a relatively large class
of random vectors.

In the end, the results, outlined in the previous work [3], connected
with the statistical dependences in the system of a finite random varia-
ble quantity will be generalised.

In this article the basic facts from the destribution theory, which we-
re presented in our previous works [2], [3] together with the outline of
an equivalence proof of both formulations sequential [1] , [4] and functio-
nal ones [BJ, [7] , will be utilized.



