ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1218
Series Matematyka-Fizyka z. 29 Nr kol. 559

Damian BRUCKNER, Marian PODHORODYNSKI,
Bogdan SKALMIERSKI

FUNKCJONAL CHARAKTERYSTYCZNY 1 PEWNE CHARAKTERYSTYKI STATYSTYCZNE
PROCESU STOCHASTYCZNEGO (UJECIE CIAGOWE)

Streszczenie; V niniejszym artykule, bedacym rozszerzeniem na -
szej poprzedniej pracy [o] przedstawiamy dalsze charakterystyki sta-
tystyczne $[09e§0w stochastycznych; jedno- i wielowymiarowych.Przy-
toczymy definicje funkcjonatu cl araktegstycznego, uog6lniajacego
pojecie funkcji charakterystycznej w zakresie procesow stochastycz-
nych speiniajacych mato krepujgce warunki (i), (i), @, (b)). Po-
amy definicje funkcji: momentéw, korelacji 1  guasimomentow oraz
zwiazki miedzy nimi.

toku rozwazan bedziemy w istotny sposob korzysta¢ z przedsta-
wionego w poprzednich naszych artykudach [2], [3], [41. @Gl dystrﬁ—
bucyjnego ujecia rachunku prawdopodobienstwa®oraz z fal
tow teorii dystrybucji [1], [7/] przytoczonych w [2], [3]-

1. Funkcjonat charakterystyczny a charakterystyki statystyczne jedno-
wymiarowego procesu stochastycznego

Niech dany bedzie jednowymiarowy proces stochastyczny |[(® na T [G1,
tzn.: klasa abstrakcji wzgledem nizej zdefiniowanej relacji réwnowaznosci
~ okreslonej w rodzinie takich ciggéw G8(t)) funkcji typou Tw R
C R, dla ktérych istnieje granica:

n m
Iim j | n  H(s*-i& (k)) a.n
n- il k=l
dla wszystkich ustalonych tke T, k=1,...,m; , B L _<tm i zbiez"

nos¢ ta jest jednostajna na ~Rm;przy czym:

0, x€0
H(X) = X e-R 1.2
o 1, x$0 «-2

Ciggi o whkasnosci (1.1) nazywamy ciggami podstawowymi. Wyzej wspomnia-
na relacja ~ ma posta¢ ((.git)), (*(t)) - ciagi podstawowe):
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i=l k«l
n m

a3
i=1 k=1

Dowolny reprezentant klasy abstrakcji |(©) = [E&C-D)] nazywamy ciagiem
realizacji procesu stochastycznego 8(t).

W przypadku, gdy realizacje byty dowolnymi funkcjami, zdefiniowalismy
[51 skonczenie wymiarowe dystrybuanty, gestosci i funkcje charakterystycz-
ne, a takze ich zespotly.

Twierdzenie 1

Zatozenia« (i) T - otwarty podzbidér zbioru liczh rzeczywistych (ii) dla
dowolnych t~,...,tm6 T istnieje ciag realizacji (|(Y)) jednowymiarowego
procesu stochastycznego g(t), ciaghych w pewnych otoczeniach punktéw t*,

f eeej

Teza« Istnieje granica«

n
.9
T
k
uke R, teT, kil mlme/, j=V~1*i za“
chodzi réwnosc«
.5

L k=1

gdzie prawa strona réwnosci zostaka zdefiniowana w [5] jako m - wymiaro-

wa funkcja charakterystyczna jednowymiarowego procesu stochastycznego

8 (pierwsza z rownosci (1.6)). W pracy [5] zdefiniowalismy tez symbol

Sredniej < >. Nie przypominamy tej definicji, gdyz jej sens wyjasnia dru-
ga z réwnosci ( .6).

Dowdd« m

8 "Ul,...,un/tl,...,tm) - < exp j~ ukeg@®k) =
k»l
n m

(1.6)
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przy czym ze wzgledu na niezaleznos¢ Sredniej od wyboru ciggu realizacji

mozna zakozy¢, zewromosci (L .6) (“(t)) jest ciggiem realizacji ciaghych w

pewnych otoczeniach punktéw tl,...,tm (istnienie takiego ciggu zostato za-
+ozone). Stad:

n m «
9l(ulum/tl , ..., tr) -lim i £ expjf Iluk iSFOs(t-tk)dt =
n~~ i-1 k-1T
=0s[X uk S(t-tk)], ¢.?)

k-1

przy czym tym razem m jest ustalone. Ze wzoru (1.6) do (1.7) przeszlis-
my korzystajac z whasnosci dystrybucji S -Diraca [1], [2]:

vV £
f f(O)8(t-t0)dt - F(t0), £>0 a.8)

dla dowolnej -funkcji f(t) cigglej w (tQ6 , tQ*1I ).

Definicja:

Odwzorowanie, przyporzadkowujace dystrybucjom u(t) - uk8 (t-tk) gra-
k»1
nice8 g[u(t)] ., nazywamy funkcjonakem charakterystycznym jednowymiarowego

procesu stochastycznego g(t).

Wniosek 1 :

Funkcjonat charakterystyczny9t (u(®)] globalnie charakteryzuje proces
o wkasnosciach (i), (ii), mozna bowiem z niego otrzymac .5 funkcje
charakterystyczne dowolnego wymiaru, a wiec i wszystkie jego charaktery-
styki statystyczne.

Twierdzenie 2
Zatozenia: (1),(ii) oraz

dD) PBu®]-L +£ (7 J J msg(tl ,. .., tBu(tl) -.....
8=1 ” T T

v

=== U (tg )b ===dtg -

Tezai

@81, .»ts) —< g@)....178~ * 1*9)
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Dowod:
m
Niech u(t) =~ uk8(t-t ), uke R, t6 T, k=1,...,mj m 3
k»1
Wéwczas:
I ! . (
99 [X V @tk " 1+2 pT X “P(t PAKE. ... uk
k-1 p=1 k1#..., k p=1

Korzystajac z (1.5) i (1*10) otrzymujemy rozwiniecie funkcji charaktery-
stycznej wektora losowego (&(t'™),..., g(tm)) w szereg:

Bt(ur ...,um/tl tm) - 1+ F. fr X n$C* 1 t PK .- \uk
P»1 kr .. kp-i p

(1.11)

z drugiej zas$ strony [4], [51:

®s(Ul »= == reeest )
° _p k4 k

mil + A o™ o) ) Uk - Uk - a.12)
P«1 kn~.e kp=1

Poréwnujac prawe strony (1.11) i (1.12) oraz kkadac p=s, k"=1,e.e,kg=s,
otrzymujemy:

mi(tl,.. =, ts) <N(tl)....... S(ts) .9
co oznacza, ze funkcje m|(t, ..., ts), <|(N) oo .. maja rowne
wartosci dla dowolnie ustalonych tl»...,tsST , skad wynika (1.9).

Definicja:

Funkcje m - (t°,...,ts) nazywamy funkcjami momentéw s-tego rzedu jed-
nowymiarowego procesu stochastycznego t, ().
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Twierdzenie 3

Zatozenia: (i), (i), (iii) oraz

.8
(iV)B5[U®] =exp X ST -i
8=1 T T
Teza:
Q) K| @ ,===tg) = k [J(tD,--., (D], r13)

przy czym ks[j(®),--*, jJ(tg)l oznacza korelacje rzedu s wektora losowe-

g (otI) gi'y) @At 7

@) KI(t,..*,tB) mm] (",***,1g) +

+s! jr X ts)) @.19
n»2 61..... on>1

gdzie:

M § (61 ,*e=>6n) (tl ===tg) O

G
« MmN (EMfeeeOFg Yo oo -r|6 te oot n *14a)
6"+1
a MSE@L....en*t(l>* »tg)) oznacza symetryzacje M® (Bl....6n,t.,,.. *tg)
wzgledem wskaznikéw 1 ,...,s.
Dowdéd:
m
Niech u(t) » X uk8(t-tk), przy czym ufee R, t~T, k=1,...,m, mjs.
k=1
Wowczas:
m k k
01 Z uk«(t-tk) =exp X PT X A 1. *P) \
k-1 J P”’1

Korzystajao z (1 *5) i (1.15) otrzymujemy rozwiniecie funkcji charaktery-
stycznej wektora losowego (J(),*.., j(tm)) w szereg:
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® pees Y eeertfl)
~ ® kl k
m8p Z pT 2_, k* (t P)uk,,-----. uk . (1-16)
Pcl kjfeee, kp=1 n P.

z drugiej zas$ strony [4], [P

|
Og(u™, ...,un/t =

® P n k * k
“exp Z pT X kP| t 1 tP>]-uk uk .(1.17
p Z K1, e pm [ St 1) s(tP>] { . a.1n
Poréwnujac prawe strony (1.16) i (1.17) oraz kkadac p-s.k.,-1 k =s

otrzymuj emy:
ki(tt ,....t ) =KkLO(t ).«.., [(B), (1-133)

co oznacza, ze funkcje ks(®,...,ta), ks P(),..., i(B)Y maja réwne war-
tosci dla dowolnie ustalonych tl,...,tseT , skad wynika (1.13).

Przystepujac do dowodu drugiej czesci tezy poréwnujemy logarytmy natu-
ralne prawych stron (iii) oraz (iv) i rozwijamy logarytm prawej strony
(iii) w szereg Taylora. Poréwnujac wspokczynniki przy js i korzystajac z
faktu, ze jeslit

Jee h@@,.e=,tg)U( )= ... "U(g)dtr===dtg ™ O
m
dla wszystkich u(t) ° uk S(t-tk), to»
k=1
1 h(tlt...,t8) a o, ()

otrzymujemy wzor (1.14).

Definicja»

Funkcje kj (t*,...,ts) nazywamy funkcjami korelacji s-tego rzedu jedno-
wymiarowego procesu stochastycznego g(t).-

Twierdzenie 4

Zatozenia» (1), (i), (iv) oraz
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1~ g J% bAtALtHgU(th). == B u(tg)diN* eee ot e
3 T T
Teza«
(1) bg(tlleee,tg) = b [s(t-j)*»»*>§(tg)]# s > 3, (1*18)
przy czym b~ j&®

wego  (QC )*ee=» £°g))

|(ts)] oznacza guasimoment rzedu

49

@) b] (", ==, 10)
1 v
+ st X nT X
/ n=2 el 6n>3
61+ +6n-8
gdziei
s

(Rl "eee*@n> t,j,...,tQ) M"g*l

a k|](@™,..., 6n, t~ ti> tg”) oznacza symetryzaoje K|(
wzgledem wskaznikdw 1

Dowdd«

m

Hiech u(®) «

Wowczas rownos¢ (V) przyjmie postac«

exp X
b

=1+

z drugiej

k-1

iP m
pT X

ks ~
k-p ¢ee»kp“1l

‘3

X

pT X bl (t
P=3  KkIF...,kp=l

za$ strony [4], [51*

Kf (G-l »ee

s wektora loso-

:k/\(t/\ , oo, tg ) +

e»Sn>t fi »eee>tg W)
- e i~ > 8>3, @.19
n 8.1
iml
B«
) JE Kl (t: - »ee=ttg),
Z 6
i-1 (1.19a)
-en*tl‘”"lg)

przy czym u*e R, tk6 T, k=1,...,mj m>s~3.

k.

P/uk . ”

Pkt " - (1.20)
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(1.21)
oraz wobec (1.13)
KF(tkl, ..., tkp) = kp[ s(tk-1) g(tkp)]- Q.13
Korzystajac z (1.20), m(1.21) i (1.13b) oraz kkadac p=s, k™=1,...,ks = sj
otrzymujemy:
b] (d....ts)=bs[5(1).... 5@3)], b>3 Q-18a)

co oznacza, ze funkcje b| @ ,...,tg), bs[ g(t),..., |(tg)], s>3, maja
rowne wartosci dla dowolnie ustalonych t',...,tse T, skad wynika (1.18).

Przystepujac do dowodu drugiej czesci tezy rozwijamy lewg strone réw-
nosci (v) w szereg Taylora. Dalej poréwnujac w tak otrzymanej rownosci
wspétczynniki przy js, s>3 i korzystajac, podobnie jak w poprzednim do-
wodzie, z faktu (S) otrzymujemy wzor (1.19).

Definic.iai
Funkcje b] (t,...,tg) nazywamy funkcjami guasimomentéw s-tego rzedu
Jednowymiarowego procesu stochastycznego g(t)-

2. Funkcjonat charakterystyczny a charakterystyki statystyczne wielowy-
miarowego procesu stochastycznego

Niech dany bedzie N-wymiarowy proces stochastyczny (S*(),--., [N()) na
T [5], tzn.i klasa abstrakcji wzgledem nizej zdefiniowanej relacji réwno-
waznosci = okrﬁ_élonej w rodzinie takich ciagéw (1.’\(t) ’l""S?(t)) funk-
cji typu t w R Tc R, dla ktérych istnieje granica:

n N m
lim j ! fi  fi HCxkI- iSk (1)) Q.-
1 i»l k=1 1=1
dla wszystkich ustalonych t~T 1=1..... bS/ , t< ...<t i zbiez-

nos¢ ta jest jednostajna na R®*m. Ciggi o wkasnosci (2.1) nazywamy cigga-
mi podstawowymi. Wyzej wspomniana relacja = ma postac:

1
(iS:L(*)v"'r A(t)) * qf(t) |(t)) <=>



Funkcjonat charakterystyczny i pewne.. 31

e b f e fren)
n~~ il kel 1=l

U« Jy h~-2u1l)), Q-2)

n
n— =1 k=i i=l

przy czym("(t),---,~(t)), (Ff V),...ff 1)) oznaczaja ciagi podstawo-
we. Dowolny reprezentant klasy abstrakcji (|JKt),..e,bN(®)) = ®,--.,
A 19)] i nazywamy ciggiem N-wymiarowych realizacji procesu stochastycz-
nego (£ (O),..-.,1 ©®)-

W przypadku, gdy realizacje byly dowolnymi funkcjami, zdefiniowalismy
[5]1 skonczenie wymiarowe dystrybuanty, gestosci i funkcje charakterystycz-
ne, a takze ich zespoly.

m Twierdzenie 5

Zatozenias

a) T- otwarty podzbidr zbioru liczb rzeczywistych,

b) dla dowolnych tk\...,tkm, k=1...N istnieje ciag realizacji f(t),
k=1 ...N, N - wymiarowego procesu stochastycznego (t (t), ..., f(t)) ciag-
4ych w pewnych otoczeniach punktéw t,...,t , k=1,...,B.

Tezat

Istnigje granica:

n p N
BI[ULl (®), ===.Ujit)] = lim exp J X~ uk N ~(Odt, (2%3~
n~“ i=l T k=1 1
dla m
uk(@® - X uklsC-tkl). \ie R. tk]6T = k™ N» 141 «.J-Ri
1=1

i zachodzi réwnoso:

X VA(t-tll)....X ains(t-tN1A u
1-1

wB Ay mees L o N i L omen®  eeent  )e (ool

gdzie prave, strona réwnosci (@ .4) zostalka zdefiniowanﬁ ka] jako H.m wy-
miarowa funkcja charakterystyczna wektora losowego g (t ), k=1,...,N;
1=1,...,m, (piersza z réwnosci (2.5). Wystepujacy w rownosci (2.5) symbol
Sredniej, wprowadzony w [5], objasnilismy wyzej (twierdzenie 1).
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Dowodt
N m
og(uLLlf...,uNm/ttl B =< exp j A A uki [K@KI)>
k=1 1=1
W m
lim i X  expiX X <kl ik(kl), @.5)
n~° =l k=l 1=1

przy czym ze wzgledu na niezaleznos¢ Sredniej od wyporu ciggu realizacji
mozna przyjac, ze k=1 ...N, jest ciagiem realizacji, ktérego ist-
nienie gwarantuje zatozenie (b). Stad*

®S(ULN, ... ,uNm/1IAN oo, tm) =

N V]
lim 5X exPl X X / uki i5k<E5s@EKl)Ht
i=l k«l 1-1 t
m
0[[X un s(t-t12) X «ui8h-*111)] » (2.6)
1=1 1=1

przy czym tym razem ra-ustatone

Definic.iai
m in
Odwzorowanie przyporzgdkowd jgce cidadowi dystrybocjd \YY\ u, , St ),
1=
k=1 granice 85[u., (©),.i..,MN (©)j] nazywamy funkcjonakem charaktery -
stycznym N-wymiarowego procesu stochastycznego (il (t),-.., 5N ().

Wniosek 2*

Funkcjonat charakterystycznys $[uj (t),---.ujj(t)1 globalnie charaktery-
zuje proces stochastyczny o wkasnosciach (@), () mozna bowiem z niego o-
trzyma¢ (2.4) funkcje charakterystyczne dowolnego wymiaru,a wiec i wszyst-
kie jego charakterystyki statystyczne.

Twierdzenie 6*
Zakozenia* (@), () oraz
© ®iI[ul (O,...,uUN®] =



Funkcjonat charakterystyczny i pewne

Teza:
=< S1(@@.)---nunnnn (ts)>
Dowéd:
Niech ukl6 R, tkI6T , k=1_... 1=1....m, m>s.
Wowczas:
m m
s ~ Ul Fywesy Z UNL SFE-tND) =
1=1 1-1
~ jP N k,....k k.1, k1
1+ 7 p7 ZZ m s (t .eeex»* p P)uklil uk 1 -
p=1 k.,...kp=1 11 PP
¢s)
Korzystajac z (2.4) otrzymujemy rozwiniecie funkcji charakterystycznej
wektora losowego gk (tkl) k=1,...,N, 1=1__._.. wszereg (2.8), z drugiej
zas strony BT+ P1:
(ull >eeccuum/n »
~ “ k. kil k kil
=1+ X X X <5 T m Ep(P P)> .
p* e »kp=1
e U uri = -
ki1 Pp 2.9
Poréwnujac prawe strony (2.8) i (2.9) oraz kkadac p=s, Il=1,...,i =s,
oraz oznaczajac tkrr= tr, r=1,...,sj otrzymujemy: 3
kl.. .k o 4 k
“ (¢! ts) =<E ~t1l) S 3(ts)> , Q.78
co oznacza, ze funkcje te majg rowne wartosci dla dowolnie ustalonych t1,
...,tssT , skad wynika teza.
Definic.ia:

Funkcje mk j ’ks(t’\,.._,tg), kr = 1,...,N,

r=1,...,s} nazywamy funk-
cjami momentéw s-tego rzedu N~wymiarowego procesu stochastycznego (@™(D),
.=, EN(®D).
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Twierdzenie 7

Zatozenia: (@, (@), (©) oraz

@ 9l ® uK (] =

-«> S S X JEXRY <H F>0% %))
s=1 e *ks=l ~ 7*
wkg (ts)dtl .. .. dts*
Tezai
kmeeek
A krgr s,...,ts) = kB[% s(s)] . @.10)
r ki k -
przy ozym k [8 (Y] oznacza korelacje rzedu s wektora lo-
ke
lowego | (). r=1 4.
ke e*_k kl eex»k
@) k | s@,...,ts)=m | s t0)+
ﬁl (-1)n+1 jjk(1 e *ka) (6n> ¢+ »Gn»
®1 en*>1 n 6it
N+ . . +BN»S 1.4
¢11)
gdzie:
k ...k
N B "N »#rex'lg) 3 n
k--..k6 k Bi+1»****kg
“ua £ 1 eee M n (t
Z Gt+l
Bl
Q.l11a)
k(L ka), _ )
a M '] @i»,,*®n> t(l,...,ts)) oznacza symetryzacje
k-1---lkg o
M | ®™...6n, t...tg) wzgledem wskaznikéw 1,...,s.

Dowdd tego twierdzenia mozna przeprowadzi¢ analogicznie jak dowody
twierdzen 6 oraz 3, dlatego tez nie przytaczamy go.
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Definicjaié " i
Jleex]

Funkcje k * (t.,...,t ) nazywamy funkcjami korelacji s-tego rze-
du N-wymiarowego procesu stochastycznego @& ( t | ®).-

Podobnie jak dowody twierdzen 6 i 4 przebiega dowdd nastpujacego twier-
dzenia:

Twierdzenie 8 -
Zatozenia: (@, (), (@) oraz
U k k
@© exp XsT zC SAL* ” *tsMNuk1NL MLl ..
s=3 knoo ksl t
k k
uk @s)dti<” dts 0 1 + X aT A “>1bS SN Lol tl
(ts)d s=3 k".-.ksab!: t ¢
e ... .Uk (tg)dthee#dts*
S
Tezai
® b 3j,===ta) =b [8§ . § ()], s"3, @-12)
k
przy czym ES[S 1(t,)-... 8 a(s)] oznacza quasimoment rzedu s wektora
losowego S () 41,
PO\ k... .k ki.. .k
b | ™,...,tg) » k g (", «>*ftg) +m
[./3] KK(1V *ks)(6i,...,6n"t(1f...~s)
+ st X nT ¢ X ———————— [ e *  &5s3”
n=2 01t...,6ns3 fi S+t
67+...+ 0 =8 < A
n 1= -.13)

gdzie:
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a K ~'" fx g BN, ===, 06n, oznacza symetryzacje

" $9eef _ Lo
K g “i>*eexi-g) wzgledem wskaznikow

Eefinic.ias

Kq s
Funkcje b " g (t<,*..,18) nazywamy funkcjami guasimomentéw s-tego
rzedu N-wymiarowego procesu stochastycznego (tgn(t)) .

3- Uwagi koncowe

W przypadku procesu, ktory nie spebnia zatozen (), (i), (@, @® nie
mozna rozwaza¢ funkcjonatu charakterystycznego. Mozna natomiast méwi¢ o
funkcji charakterystycznej dowolnego wymiaru, mozna tez zdefiniowa¢ funk-
cje momentéw, korelacji i guasimomentéw wzorami (€ .9), (1.13) i (1.18),
@.7, (2.10) 1 (2.12). Wyprowadzone zwigzki ustalajgce zaleznosci miedzy
tymi funkcjami pozostajg nadal prawdziwe.

Z przedstawionych w artykule wynikéw bedziemy korzysta¢ w nastepnych
pracach poswieconych nowemu pojeciu - wielkosci losowej rzedu s.
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XAPAKTEPHCTHHECKHI T 4>+HKHHOHAJI H HEKOTOPAH CTATHCTHHECKAH XAPAKTEPHCTHKA
CIiy"AIIHOrO nPOIXECCA B HEKJLACCHUECKOM QVHCIIE

/
Pe30OMe

B paSoie npeflciaB™eHO: xapaKTepncTHHecknO $yHKUHOHaJdi, (QyKiuiH MOMeHTOB,
KoppejiaiitH h KBa3HMOMeHTOB oflHO- h MHOroMepHoro cjiyvaHHoro npoiieocaf noflaao
laiute CBK3H Mexfly hhmh .

THE CHARACTERISTICAL FUNCTIONAL AND SOME STATISTICAL CHARACTERISTICS
OF A STOCHASTIC PROCESS (SEQUENTIAL FORMULATION)

Summary

In the present article, being an extension of our previous works, some
further statistical characteristics of stochastic processes uni - and mul-
ti - dimensional were presented. We are quoting here the definition of a
characteristic functional generalising the notion of a charakteristical
function in the range of stochastic processes which fulfill jnot binding
conditions (i), (ii), (@, (- The definitions of the following func-
tions oft moments, correlations and guasimoments and the connections bet-
ween them will be given.

In the course of our considerations we are going to utilize the distri-
butional formulation of probability calculus presented in our previous ar-
ticles 2], [3]1. [41. [5] and the basic facts from the distributional the-
ory 1. [11 quoted in 2], [Bl-



