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DSTAWY RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA W UJECIU DYSTRYBUCYJINYM

Streszczenie i W pracy przedstawiono mozliwos¢ zbudowania rachun-
ku prawdopodobienstwa odstepujac od tradycyjnego systemu_Ko#mogoro-
wa. Autorzy (_:[103 znalez¢ wytfumaczenie pewnych faktow tej teorii na
?runme teorii dystrybucji. Ta dziedzina wiedzy matematycznej pozwa-

a je stosunkowo tatwo spostrzegaC i dziegki temu okazuje sie istot-
na w zastosowaniu.

Wstep

W pracy przedstawiono mozliwos¢ zbudowania rachunku prawdopodobiernstwa
odstepujac od tradycyjnego systemu probabilistycznego (Kolmogorowa), opar-
tego na pojeciach przestrzeni zdarzen elementarnychii, 6-ciata U miary
unormowanej P oraz zmiennej losowej - funkcji u -mierzalnej.

Nie znaczy to jednak, ze wyzej wymienione pojecia zostanga tu odrzucone
- pojawia sie traktowane inaczej, nie jako pojecia wyjsciowe. Pokazana
tez bedzie réwnowaznos¢ (W pewnym sensie) obu drég dojscia do systemu
probabi listycznego.

Przedstawiony w pracy sposéb konstrukcji teorii prawdopodobienstwa nie
jest nowy i, jak sie wydaje, nalezy do Stratonowicza. W jego ksigzce [5]
ten aspekt jest wyraznie poruszony.

Autorzy niniejszej pracy chca znalez¢ wytdhumaczenie pewnych faktéow tak
potraktowanej tematyki na gruncie teorii dystrybucji. Ta dziedzina wiedzy
matematycznej pozwala je stosunkowo ¥atwo spostrzegaC. Dzieki temu i1 jej
intuicyjnemu charakterowi okazuje sie istotna w zastosowaniu.

Dlatego tez wydaje sie nam konieczne na poczatku artykubtu zebrac¢-pod-
stawowe definicje i1 twierdzenia tej teorii [3], zwkaszcza te, ktdére beda
wykorzystywane dalej .
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1. Podstawowe wiadomosci z teorii dystrybucji [3]

Przyjmujemy nastepujace oznaczenig i umowy»
0 - podzbiér otwarty przestrzeni R , U w liczba naturalna

I - przedziat otwarty i ograniczony w R

I - wewnatrz O, o ile cicic0, gdzie oznacza domkniecie przedziatu I
-x= 1 xK), xle R, 1 = 1._.._. Ixl=

k= (&N\#&eEkl), 0MkM6 Z, 1 = 1, 57Ny K =Kk +eeet Kjj

/§» ellkWx1,...,xN) p k _
m ") = —r-——————-r—, i <Pp(Odt-catka wielokrotna
31sd1. . a vy i

- p(X) sRW—»C gltadka w 0, o ile P~ (X) istnieje w 0 dla dowolnego
rzedu k, C - zbidr liczb zespolonych

-yn(X) =y > ~ ciggen (X) jest jednostajnie zbiezny w X.

Ciag funkcji gladkich ~(x) nazywamy ciggiem podstawowym w O, jezeli
dla kazdego przedziatu lwewngtrz O istnieje rzad k iciag funkcji
gtadkich$ (X)), dla ktérych zachodzi:

$ NGO -ft, (), x61 a1

$ .(*)=> a-2)

Ciggi podstawowe w O<pn (X), Vn (X) nazywamy ciggami rownowaznymi w O
n ()~ vn (X)), jJezeli ciag przeplatany 95 (), V-]10), 92 (), V2(),--- -
jest podstawowy w O.

Relacja ~0 okazuje sie relacja rownowaznosci, a zatem dzieli rodzine
wszystkich ciggéw podstawowych w O na rozkaczne klasy abstrakcji, ktore
oznaczamy symbolem[ <n (X)] , gdzie m (X) jest reprezentantem danej klasy.

Kazda klase abstrakcji tej relacji nazywamy H-wymiarowg  dystrybucja,
co zapisujemy:

fx) 2 K], -3

uzywajac tego samego oznaczenia dla dystrybucji jak i dla funkcji, co uza-
sadnig dalej podane fakty. Widoczna jest analogia miedzy tg definicjg a
definicjg Cantora liczby rzeczywistej, polegajacej na identyfikacji réwno-
waznych ciggow podstawowych liczb wymiernych. Inaczej tylko  okreslona
jest podstawowos¢ i réwnowaznos¢ ciagow.

Operacje A okreslong na m-krotnym produkcie zbioru funkcji N-zmien-
nycb i przyjmujaca wartosci w zbiorze funkcji L-zmiennych nazywamy regu-
larng, jezeli zachodzi implikacja:
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Jezeli 9>N(xX) podstawowy w O, i=1.._.... to AKpN(X), --- ,B (X)) podstawowy

w 0= (X))
Operacja regularna ma nastepujaca wkasnosc»

Jezeli ®n(x)~0VvE(x), i=1,..., m, to AGFEC) - 1 (xX))~0,. A(VA(X)---.

—e*V n(xX))" (1.5)

co fatwo sprawdzié¢, a zatem da sie rozszerzyC¢ na dystrybucje za pomocg wzo
rui

AdyJ(Q] ... <] ) = [ACERD, ---,<p* Q] - a6

Podstawowos¢ ciggu AEJINCX), --- ¥ (X)) wynika z whkasnosci (1.4), a nieza-
leznos¢ od wyboru reprezentantéw z warunku ( .5).

Sprawdzenie (1.4) dla odpowiednich operacji pozwala rozszerzy¢ je na
dystrybucje za pomoca wzorow:

@] AN ] = [ + AVn] , Ae R a.n

fx + h) -[*n™ + h"y» h6RN. F&) “b n &)l ¢-8)
B CO1® =["13]1, 1=0,,...,%), 0S17Z, i»l,....,N (1.9

WOOL«Pn Q1 =[ wOO(Pn 91, w(x) - funkcja gladka Q.7a)

FEE) =Bn6 N, TOH-Lyn® 1 ye RL, sx>: RH= RL ghadka, LsEN,
w kazdym punkcie x macierz pochodnej S(X) jest rzedu L .10

[Fn OOl [yn ()] [ «n(x* n ()] ¢.-11)

[On &)I* wO) T ) *wX)j, w(x) - funkcja gltadka znikajaca poza pew -
nym przedziatem. €-.12)

Nastepujaca reguta: "Jezeli obie strony pewnej réwnosci ag skonczonymi
ztozeniami operacji regularnych i réwnos¢ ta zachodzi dla wszystkich funk
cji gkadkich, to jest ona prawdziwa dla wszystkich dystrybucji' - ma du-
ze znaczenie praktyczne - pozwala wykonywa¢ rachunki, w ktorych wystepuja
tylko operacje regularne na dystrybucjach tak samo jak na funkcjach gtad-
kich. Stusznos¢ jej wynika z faktu, iz skoriczone zkozenie operacji regu-
larnych jest operacja regularng.

Ciag funkcji gladkich ~n (X) nazywamy ciggiem deltowym, jezeli:

N M(x)s IkIkin oraz &n () = 0, dla IX]Po", gdzie O< «n—-"0{

J () dx m 1* 1.13)
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Kazdy oiag deltowy jest podstawowy w RU oraz kazde dwa ciagi deltowe
sg réwnowazne w RN, bo utworzony z nich oiag przeplatany  jest deltowy.
Tak wiec ciag deltowy wyznacza H-wymiarowag dystrybucje

SCQ -[fin CO]p (1.14

zwang dystrybucja delta - Diraca.
Wzor

w(x)S(x-a) = w(a)S(x-a) (1.15)

jest prawdziwy dla funkcji w(x) - gltadkich. Mozna go jednak uogélni¢ na
dowolne funkcje I1(x), definiujac:

1(xX)6(x-a) = 1(a)S(x-a), (1.153)

gdyz operacja mnozenia przez liczbe jest regularna.
Funkcje gtadka 9 (X) utozsamiamy z dystrybucja [e(X)] generowang przez
cigg staly 9(xX). Piszemy zatem:

D) = [P - (1.16)
Funkcje ciaghaf(x) utozsamiamy z dystrybucjg F(x)*Sn (X)generowang
przez ciag funkcjigtadkich niemal jednostajniezbiezny dof(X). Piszemy
zatem:
) “ [F(x>Sn )] - .17
>

Klase funkcji lokalnie catkowalnych réwnych prawie wszedzie f(x) utoz-
samiany z dystrybucjg bedacg pochodng dystrybucyjng funkcji ciaglej

Jj f()dt. Piszemy zatem:
X0

) = C] (A" (1>18)

Tu znajdujemy uzasadnienie uzywania tych samych symboli dla dystrybu-
cji i funkcji.

Wszystkie zdefiniowane we wzorach (1.7)-(1«12) operacje, za wyjatkiem
rézniczkowania ( .9), wykonywane na funkcjach ciaghtych (lokalnie catkowal-
nych), traktowanych jako dystrybucje, sa zgodne ze zwykdymi operacjami na
funkcjach cigghych (lokalnie catkowalnych). W przypadku funkcji gkadkich
wniosek ten dotyczy takze rézniczkowania.

Kazda dystrybucja okreslona w O jest w kazdym przedziale wewngtrz O
pochodng dystrybucyjng pewnego rzedu pewnej funkcji ciaglej.
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Cigg dystrybucji fn (X) nazywamy ciggiem zbieznym dystrybucyjnie w O do
dystrybucji f(x),gdyn— <m, jezeli dystrybucja f(X) jest okreslonaw O i
jezeli dlakazdegoprzedziatu | wewngatrz 0 istnieje rzad k oraz funkcje

cigglte Fn k) i F(xX), dla ktorych zachodzi:
- fn (), n>n0, F(K\x)- f(X)jxei (1.19)
Fn&) Y* FX). @ -20)

Piszemy wtedy:

fn T badz lige fn ~ “ F&Iw = a=n
Duza role odgrywaja nastepujace, wynikajace wprost z powyzszej defini-
cji, wnioski:
() Jezeli ciag funkcji cigglych jest zbiezny niemal jednostajnie, to
jest on takze zbiezny dystrybucyjnie do tej samej granicy.

(i) Jezeli ciag funkcji lokalnie catkowalnych jest zbiezny prawie wsze-
dzie 1 jest ograniczony przez funkcje lokalnie catkowalng, to jest
zbiezny dystrybucyjnie do tej samej granicy.

(iii) Cigg funkcji gladkich jest dystrybucyjnie zbiezny do dystrybucji
wtedy i tylko wtedy, gdy jest dla niej ciagiem podstawowym.

Ponadto zachodzag istotne zwigzki:

Ilim (MQ) +K&NOGY) m lim £ ) +Alim  g,X) @ .22)
n-»@ n-—** u>0q|
lim f(M) - (1im(F (x))Vm) (1.23)
n— n— «* J

Wn@) - fMx)- w0 - FX), oile M) - T, w*x) gladkie dla
10,1 ,2,e., w ™ ) — - wAaD)X dla dowolnego rzedu m
Q.29

5™ — *" FE0x>* 0 ile fn » —* F &) 6i(x) posiadajg- wkasnosci
funkcji 0(X) ze wzoru (€.10). @ .25)

lim (M) = 0.(v)) = lim £,00 . lim g () 1-26)
n-- “ n-—- »

lim (F O* w()) = (dim £,V w(x), w(xX) - funkcja ghadka, znikaja-
n— n—~

ca poza pewnym przedziakem. @.2n
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Bardzo pozyteczne do definiowania nowych dystrybucji (hp-J 8(2-a2))
jest nastepujace twierdzenie o sklejaniu dystrybucji«
Niech 0O 1 niech .[FAQ)J™ bedzie rodzing dystrybucji okreslonych
odpowiednio na zbiorach OA,flea , o whkasnosci FA(X) = fACx) xe0"N0,». Wow-
czas istnieje dystrybucja f(x) okreslona na 0, majaca wkasnos¢ f (x)=FA(),
x 60A , "6-A m

Dystrybucja <*(X) (zalezna od parametru rzeczywistego«) jest zbiezna
dystrybucyjnie do dystrybucji f(x) w 0, gdy «— «, , jezeli dla dowolnego
ciagu — - «Q, n--* zachodzi«

fa ) “ov f&»

Piszemy wtedy«

500 4= FC),« « , badz lim FCI=F() w 0. (1.28)

Podobnie jak w przypadku ciagéw dystrybucji granica lim jest przemien-
na z wszystkimi, zdefiniowanymi we wzorach (@ .7) - ( .12) dperacjami.

Przechodzimy do dystrybucji jednowymiarowych.

Punkt xQ s 0 nazywamy punktem regularnym dystrybucji, f(x) jezeli ist-
nieje«

ILim fEtx + xQ) = gx). .29

Istnienie granicy g(xX) gwarantuje, ze jest ona funkcja stala.

Wartoscig dystrybucji f(x) w punkcie regularnym XQ nazywamy stalg
wartos¢ funkcji g(x)-

Zauwazmy, ze dystrybucja S(x) ma wartos$¢ zero wszedzie, za wyjatkiem
punktu x = 0. Jest ona pochodng dystrybucyjna dystrybucji (funkcji lokal-
nie catkowalnej Heaviside’a) H(xX), ktéra ma wartos¢ wszedzie poza zerem.

la x<0

dla x>0

Istnienie granicy

lim f(x+/t) = h(®) (1-30)
.ﬁ_ L
gwarantuje, ze jest ona funkcja stala. Tak wiec mozna przyja¢ nastepujaca
definicje«
Wartoscig dystrybucji f(xX) w punkcie niewkasciwym += nazywamy stalg
wartos¢ funkcji b(x). Podobnie definiuje sie wartos¢ dystrybucji w punk-
cie - .
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Catka nieoznaczong dystrybucji f(x), okreslonej w I, nazywamy kazda dy-
strybucje V (X) okreslong wi o whkasnosci V'(X) = f(xX) dla xe l.
Catka nieoznaczona istnieje dla dowolnej dystrybucji 1 jest wyznaczona
z dok¥adnoscig do stalej addytywnej. Tak wiec dystrybucja
b
JfX+t)dt =V(X +b) -V + a), a, be l (1.3D)
a

nie zalezy od wyboru konkretnej calk . nieoznaczonej V (X).
Catka oznaczong dystrybucji f(xX) na przedziale [a, b], gdzie a, b punk-
ty regularne f(x), nazywamy wartos¢ dystrybucji P f(x + ©)dt w punkcie
a

x = 0. Oznaczamy ja symbolem é f(odt.

Zauwazmy, ze zachodzi analogiczny do klasycznego zwigzek pomiedzy cak-
ka oznaczona a nieoznaczona:
b

[ f(© dt av () “ V(@)- a-32)

a

Wzér (1.32) pomocny jest takze dla definiowania cakki oznaczonej w
przypadku, gdy a lub b jest nieskonczone oraz gdy istnieje wartos¢ dystry-
bucji f(X) w punkcie +°° badz w punkcie - . Mianowicie:

J) f(Hdt = VE) - V(@)
a
b
J f(odt

00

Vo) - v(—> (1.32a)

oo

J f(dt =V @ - V(—°).

Stuszny jest takze wzOr na calkowanie przez czesci:

b b
| w(t) F@®dt + J w'(@® Fdt = wh)F@®) - w@Ff@, (¢-.33)
a a

przy czymw (X) jest funkcjg gladka. Stad i z (1.15) tatwo otrzymuje sie
WZory:

b

| 1(®© 8¢t - xQ)dt » I(xQ), a<x0<b a 34)

a
i
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b
J I(DE(t - xQ)dt = 0, xQ< a<b lub a<b<xQ. (1.35)
a
Wzér
6
i f(dt = | f(s(t)) 6"(dt (1-36)
6@

jest prawdziwy pod warunkiem, ze calka nieoznaczone z f(x) ma wartosci w
punktach 6 (@) 1 () oraz, ze G(X) jest funkcja jednej zmiennej spekniajg-
cg zatozenia ze wzoru ( .10).

Ponadto dla catek nieoznaczonych zachodzi implikacja?

b b
Jezeli fn~r — " FX)» to Ifn (x+t)dt— J F(x+t)dt. 1-37)
a a

2. Podstawowe po.iecia rachunku prawdopodobienstwa

Idagc za mysla Stratonowicza [5], rozwinieta w pracy [4], przedstawimy
inne od tradycyjnego ujecie podstaw rachunku prawdopodobienstwa. W ujeciu
tym pojeciem wyjsciowym jest zmienna lo"sowa rozumiana inaczej niz zwykle

], 211 [B]1- *

Rodzine t ciggow liczbowych f;«z, e» ,..., 2 ..» «eAtakich, ze dla
i
kazdego xeR = Ru ; {<ij granica n
<H(x -1 )>= lim i Z HKX - %), Q.1)
n 1=1 1
gdzie:
HOO = 2.2

istnieje i nie-zalezy od wyboru piagu 5«, iS(nie zalezy od «6 A ),
nazywamy zmienng losowa. !

Interpretujac powyzszg definicje przypusémy, ze kazdemu wynikowi dos-
wiadczenia przypisana jest pewna liczba. W zaleznosci od przypadku mozemy
otrzyma¢ rézne wyniki doswiadczen, tzn. rézne liczby. Przypusémy dalej,,
ze w identycznych warunkach wykonamy n doswiadczen} otrzymamy woéwczas
n liczb 1» Gdyby liczba doswiadczen wzrastata nieograniczenie,

otrzymaligjy§my ni]eskoﬁczony cigg liczb 5......... ,---- — jest to jeden
1

z ciagow w powyzszej definicji zmiennej losowej -
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Zauwazmy jeszcze, ze ze wzgledu na postulat niezaleznosci granicy(2.1)
od «6 A wystarcza znajomos¢ tylko jednego ciggu.
Jest rzeczg widoczng, zet

jeshi Xl s x2, to <HON - 1)>e <H(x2 -5) , @.3)

oraz, ze:
<H( =~=])>=0, <H(+ W _g)>,, 1. Q.4

Ponadto z (2.3) wynika, ze <H(x - g)> ma co najwyzej przeliczalng
ilos¢ punktéw niecigglosci, co oznacza, ze prawie wszedzie rowna jest pew-
nej funkcji niemalejacej, lewostronnie ciagtej Fg(x) o whkasnosciach:

FI -(-%)=0, RE) =1 -(2-42)
W rezultacie zapiszemy:
F5 & n<H(x - g)> prawie wszedzie. 2.5

Funkcje Fg(x) nazywamy dystrybuanta zmiennej losowej e .

Przypusémy teraz, ze wykonujemy doswiadczenie, w wyniku ktdérego moze
zaj$s¢ zdarzenie A. Wykonquc je n-krotnie stwierdzimy, ze zdarzenie A za-
szdo nA rasy. Stosunek — nazywamy frekwencja. U podstaw rachunku prawdo-
podobienstwa lezy obserwowalna doswiadczalnie prawiddfowos¢ polegajgca na
tym, ze frekwencja interesujgcego nas zdarzenia, w serii doswiadczeh pro-
wadzonych w identycznych warunkach, waha sie wokéd pewnej wartosci. Tak
wiec przez prawdopodobienstwo zdarzenia A rozumie sie liczbe P(A)= lim ~

"W szczegolnosci jezeli zdarzenie A polega na tym, ze w wyniku dos-
wiadczen opisanych zmienng losowg ¢ otrzymujemy liczby z przedziatu(a,b),
1o

gdzie: n
n@b) “X (H(b-D- H(a- 5))- -8
i-1 1 1
Ze wzorow (2.7), (-8) i (2.1) otrzymujemy:
Pj([a, b)) -<H(b - F)> -<H(a - sP> .9
Stad 1 z (2.5
Fg ([a, b)) - Fg(b) - Fg(@, .10

gdzie a, b sa punktami ciggltosci 19(X)-
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Wzér (2.10) upowaznia nas do przyjecia go za definicje w przypadku o-
gélnym (@, b - dowolne), tym bardziej, ze <H(x - g)> = Fg(X) wszedzie,
co uzasadnimy dalej na innej drodze,

Pg([a, b)) jest miarg przeliczalnie addytywng i unormowang na ciele,
ztozonym ze skonczonych sum przedziatéw lewostronnie domknietych - prawo-
stronnie otwartych. Miare te mozna zatem rozszerzy¢ w sposob jednoznaczny
do miary przeliczalnie addytywnej, unormowanej okreslonej na O-ciele zbio-
réow borelowskich [i] , [6]. Tak otrzymang miare nazywamy prawdopodobienst-
wem zmiennej losowej g , a zbiory borelowskie zdarzeniami. Zamiast Pg(B)
piszemy takze P(geB), gdzie B oznacza zbiér borelowski.

Ciag funkcji lokalnie catkowalnych
n

Sn®X) =n X H(X -.5«) .1D)
i=l

jest zbiezny do 1"g(X) oraz ograniczony przez funkcje lokalnie catkowalng
(np. identycznie rowng 1). Tak wiec na podstawie twierdzenia (ii) 1 czes-
ci pierwszej ciag Sn (X) jest zbiezny dystrybucyjnie do Fg(x). Korzystajac
z (.23) i @-11) otrzymujemy:

d Fg(x) ds & .o»
- 3x lim - a8 -1i® ¢ Z S(x-0 . -12)
a— 1
Oznaczajac
SX -9g)> =lim 1 £ 8K - g (granica dystrybucyjna) 2.13)
n~* 1=1
oraz:
d Fg®)
s 8§&" = — dx*~ (pochodna dystrybucyjna) 2.14)
otrzymujemy:
99() =< S(x -\)> . 2.15)

ktérg nazywamy gestosciag rozkdadu prawdopodobieristwa zmiennej losowej g

Zmienna losowa jest wyznaczona przez swoja gestos¢ badz dystrybuante.

W celu poréwnania wyzej zdefiniowanej zmiennej losowej z klasyczng, wy-
korzystamy twierdzenie Kodmogorowa - Chinczyna z teorii rachunku prawdopo-
dobienstwa, ktére glosi, ze cigg X"Xg, ... niezaleznych zmiennych loso-
wych (funkcji U mierzalnych) o tych samych rozkkadach i réwnych wartos-
ciach oczekiwanych EXn = m posiada wkasnosc:

Xs — m @)
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prawie wszedzie wzgledem miary P, okreslonej na 0 -oiele U podzbioréw
przestrzeni probabilistycznej a

Niech dana bedzie dystrybuanta F(x) oraz ciag Xn, ne”r , niezaleznych
zmiennych losowych o tych samych rozk#adach wyznaczonych przez F(x). Ciag

Yn(X) - H(x - Xn), (®)

gdzie H(xX), okreslona we wzorze (2.2), speknia zatozenia (przy kazdym u-
stalonym x) wspomnianego twierdzenia Kodmogorowa - Chifozyna. Jest miano-
wicie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tych samych rozkkadach i
wartosciach oczekiwanych

EYnG) = FC).- ©
Zatem na podstawie (@) dla kazdego ustalonego x zachodzi*
n
rli-JvnaJ i ?(1 H(x - X @) = FX) @
n i=

prawie wszedzie wzgledem miary P. Funkcja F(x) jako lewostronnie ciggla

jest wyznaczona jednoznacznie przez swoje wartosci na zbiorze przeliczal-

nym i gestym |x* j kefj. Granica (d) istnieje dla kazdego x*, ke”™ , 1

wszystkich , gdzie = 0. Oznaczajac B =~ Bx otrzymujemy,
*

- k
ze granica (d) istnieje dla kazdego x bedacego punktem ciggtosci F(x) i
dla wszystkich W6S\B, przy czym P(B) = O.

Cigg dystrybuant Fn () - £ 2% Hix-X"co)) jest zbiezny na zbiorze ge-

stym [xk 1 ke~Jdo F(X), a zatem jest zbiezny takze w punktach ciggltosci
FC&O .-

Oznaczajac przez {yk j k 1Jf]zbidr wszystkich punktéow nieciggtosci o-
raz przez B zbidr miary P-zero tych toe 3, dla ktérych zbieznos¢ () w

punkcie x » y”™ nie zachodzi, zauwazamy, ze zbieznosS¢ ta ma miejsce dla
wszystkich x oraz we fa\B, gdzie B =B.uU B i P(B) =0.
1 kejr "k
Ustalajac toeilNB otrzymujemy = Xj P)- Rodzina ciggow n

W6& B, jest zmienng losowg w sensie przyjetej przez nas definicji.

Czesto zdarza sig, te wynikowi doswiadczenia przypisana jest niejed-
na liczba, lecz ich ukdad. Dlatego przyjmujemy nastepujgca definicje (ana-
logiczng do definicji zmiennej losowej).

Rodzine (dl,-.-,s") ciagow N-ukkadow liczb (11«, I §) B (Zél. ,

1 «

*12 N
P e I¥), ... .. -(l&> ; -i--»§*)»---} oesA, N-liozba naturalna; takich,
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ze dla kazdego ukdadu (<1, xW), gdzie xle H = Ru{-°0oJu [+00}, i=LFf
-.-Nj granica
n N
<H(xl-gl)....... H(XIE8T)> = Tim 1 ~ A Hxk-]1k) (2.16)
i-l k1 1

istnieje i nie zalezy od wyboru ciagu uk¥adow (¢,-.., W), ie”j (nie za-
i e
lezy od wyboruaeA), nazywamy N-wymiarowym wektorem losowym.

Ze- wzgledu na postulat niezaleznosci granicy (2.16) od wyboru ae A wy-
starczy znajomos¢ tylko jednego ciagu ukdadow.

W przypadku, gdy N=1, powyzsza definicja pokrywa sie z definicja zmien-
nej losowej podang wczesniej.

Zauwazmy, ze jezeli = -0 dla pewnego 1<i<N, to

<SH(XW) ...... H(-0° -sl1), ... ,HGH-]ID)> =0 @.17)

Jezeli mamy do czynienia ze zdarzeniem polegajacym na tym, ze w wyniku
doswiadczen opisanych wektorem losowym (d ,-..,gW) otrzymujemy ukdady
liczb XN) z przedziatu [a, b), gdzie a=(al,...aK), b=l ,.. .bW),

to ,
N

Pr . I([ab)) =<fl (Hbk - Fk) - H(ak - gk))> (2.18)
5 S k=1

istnieje na podstawie (2.16) i jest miarg przeliczalnie addytywng i unor-
mowang na ciele ztozonym ze skoriczonych sum przedziakdéw N-wymiarowych le-
wostronnie domknietych - prawostronnie otwartych. Miare te mozna rozsze-
rzy¢ do miary przeliczalnie addytywnej, unormowanej, okreslonej na 6 -cie-
le zbiordw borelowskich w sposob jednoznaczny [1] , [6] - Tak otrzymang mia-
re nazywamy prawdopodobienstwem wektora losowego (11,..., gip), a zbiory bo-

relowskie zdarzeniami. Zamiast P ...... ji®) piszemy takze P ((dl,..-, N)sB),
1 &
gdzie B oznacza zbior borelowski .
Funkcje

Fjoeo X -ocx )=P 1 ... N (=0, xX1)* ... ?[—<, xH)) .19
% % % 1
nazywamy dystrybuantg wektora losowego (dl,..., di).
Ze wzorow (2.19), (2.18) i (2.17) wynika, zes

F1... ,04,-..,xS) a<H(xl - j1)...... H(xK = IN)> . .20
i 5
Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym ciag funkcji lokalnie catko-
walnych
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n
Sn (x XN) =¢21 (HXL - ~)- ... HX®- £)) @.21)
i=1 1 1

jako zbiezny do Fo/l)...o/jj (x*,... ,xK) 1 ograniczony przez funkcje lokalnie
0 0

catkowalng (np. identycznie rowng 1) jest na podstawie twierdzenia (ii) z
pierwszej czesci zbiezny dystrybucyjnie do F 1... H(...xli Tak wiec na

podstawie (1.23) i @.21) otrzymujemy« * ?
SNP 1f.._,gN Od-.-.,xN) QNSNn(O.-... xN)
lim J Z s - == *SON - j?))
n— 11 1 i
<S(x1 - dl); -.. =SCN - EN)> . 2.22)
Oznaczajac
5 * Ik t,,,» )
g »eee» ~(X »eeenx ) “ ———— n "y (pochodna dystrybucyjna)
~ ~ OX eee ©X
.23)
otrzymujemy«
gEL - XN) =< 80Cd - R)* -.. rSGN-jN)>, .29

5 ))***9/\

ktérag nazywamy gestoscig rozkdadu prawdopodobienstwa wektora  losowego
eeentN)e
Wektor losowy jest wyznaczony przez swoja gestos¢ badz dystrybuante.
Na zakonczenie odnotujemy jeszcze kilka wkasnosci dystrybuanty i ges-
tosci wektora losowego (Sl,...,eN).
Z definicji (2.19) wynika, ze P5—j,.-.,®w wl,...,xN) jest TFunkcjag nie

malejaca i lewostronnie ciagla, a ze wzoru @.20) wynikajg warunki syme-
trii
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i zgodnosci:

F1 T UQ("((...»X*S + ¢ ’...)+“ 1 =
S xk), dla 1«£Ek<N, (2.26)
oraz ze:
\
Fa K(+«.” *,+®) » 1, @.27)

natomiast ze wzoru (2.17), iz:

Pr1 NGL.*—, ™ °° .. xN)=0j i«i«N. 2.28)
_...’5 (.)

Yiarunek symetrii dla gestosci

3 N ecoes)y SeeolX' e e*yN)
! ﬂ‘ . X X o )
Sgi j ti CNQXL, ..., x)...,xl....xN)dla ki<jsl
gl »eeeSi hees)§ ¢ ) ) J

.29

wynika ze wzoru (2.24).
Zauwazmy jeszcze, ze wazng role w rozwazaniach odegrato pojecie Sred-
niej po pewnej rodzinie ciagow realizacji:

n
<f(x -1)>=Tlim I ~ Ffx- s),
n~~ ™

jesli istnieje i nie zalezy od«G6A.

Definicje te mozna poda¢ w przypadku, gdy f(x) jest dystrybucjg, a gra-
nica - granica dystrybucyjng. Jest ona wéwczas rozszerzeniem pojecia Sred-
ni?j dla funkcji f(x) - lokalnie catkowalnej, dla ktéorej ciagg S ()

n n
“n N x “IS/N jest zbiezny prawie wszedzie i ograniczony przez funkcje

lokalnie catkowalng, co wynika z (ii) z czesSci pierwszej.

Uwagi koncowe

Podjeta w artykule tematyke mamy zamiar kontynuowa¢ w nastepnych pra-
cach. Bedziemy starali sie podawa¢ i1 thumaozy¢ z pomocg aparatu  teorii
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dystrybucji kcnsekwencje plynace z przedstawionego ujecia rachunku prawdo-
podobienstwa. Dlatego tez zamiescilismy tak obszerny przeglad  podstawo-
wych faktéw teorii dystrybucji, mimo iz nie wszystkie zostaly wykorzysta-
ne.

Tematyka, ktorag rozpoczelismy i mamy zamiar przedstawia¢ nadal, byla i
bedzie przedmiotem dyskusji seminarium Zakdadu Mechaniki Teoretycznej w
Instytucie Matematyki Uniwersytetu Slaskiego.
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OCHOBH TEOPHH BEPOHTHOCTH B .BJiCTPHEyUHOHHOM nOfiXO,HE
Pe3 bme

B paaore npeflCTaBJieHa bo3moschocti> nocipoeHHH Teopnn BepoaTHOCTH.OTCiynaa
or rpaHipiOHoit cHcreMu KojiMoropoBa. ABropu xotht HaflTH oStacHeHHe HeKoro—
pax $aKTOB Bioa reopHH Ha ocHOBaHHH reopHH flHcrpHSynHH. 3ra objiacTB MaTeMa-
THHecKoro 3HaHHH no3BoaaeT hx jierkO 3aMernrt h 6Gjiaro,rgofl aiOMy HBJiaerca cy-
meCTBeHHOa B HpHMeHeHHH=

THE FOUNDATIONS OF PROBABILITY, CALCULUS BASED ON THE THEORY
OF DISTRIBUTION

Summary

The present study discusses the possibility of constructions the calcu-
lus of probability, departing from the traditional Kolmogorow systems.The
authors want to find an explanation of certain facts of this theory on
the basis of the theory of distribution. This field of matematics makes
it possible to notice them relatively easily and thanks to this turns out
to be essential.



