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Streszczenie. W pracy do rozwiązania zagadnienia zastosowano po
dejście wariacyjne, które jest równoważne problemowi brzegowemu za
dania. Wykorzystując twierdzenie o minimum energii uzupełniającej 
zastosowano do minimalizacji podstawowego funkcjonału metodę podob- 
szarów, co prowadzi w efekcie końcowym do układów równań algebraicz
nych metody.

1. Wstęp

Badaczem, który postawił zagadnienie skręcania prętów złożonych z róż
nych ośrodków i wyprowadził równania opisujące to zjawisko był N.I. Mus- 
ohieliszwilli [1] j zadanie sprowadził do równania całkowego Fredholma i 
udowodnił twierdzenie o istnieniu rozwiązania tego równania, korzystając 
przy tym z teorii funkcji zmiennej zespolonej.

Z innych prac analitycznych wymienimy badania I. Wekuy i A.Ruchadze [3], 
którzy stosowali do rozwiązywania zadania odwzorowania konforemne.

K. Czobanian [4] podał metodę rozwiązania wykorzystując funkcję naprę
żeń Prandtla.

I.W. Gonczariuk [5] rozwiązywał problem brzegowy przy wykorzystaniu R- 
funkcji.

W pracy [6a] podano zlinearyzowany ciąg iteracyjny problemów brzego
wych dla rozwiązania nieliniowych zagadnień skręcania prętów o obszarach 
wielospójnych, a w [6b] podano algorytmy numerycznego rozwiązania zadań 
brzegowych dla ośrodków fizykalnie nieliniowych.

Autorzy pracy [8]- stosowali metodę Ritza do rozwiązywania problemów 
brzegowych skręcania prętów złożonych z różnych ośrodków.

W niniejszej pracy do rozwiązania zadania zastosowano metodę wariacyj- 
no-różnicową, korzystając przy tym z wyników podanych w pracy [7] .
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2. Sformułowanie zadania

Weźmy pod uwagę pręt pryzmatyczny zajmujący obszar D x(0,l) o przekro
ju poprzecznym D, który składa się z częścią x(0,l) wypełnionej mate
riałem izotropowym sprężystym o module sprężystości poprzecznej i ob
szaru D2 x (0,1), wypełnionego ośrodkiem sprężystym i izotropowym o module 
sprężystości poprzecznej Gg, tak że Dg = D,D^nDg = 0. Brzeg przekroju 
D^,oznaczmy przez L^t a krzywą oddzielającą obszary i Dg przez Lg.

Oznaczając przez:

niezerowe składowe tensorów naprężenia i odkształcenia dla obszaru 
D^(ł*1,2) a funkcję naprężenia przez:

U1 (x,y) dla (x,y)6 D1,

D

gdzie 8 jest jednostkowym kątem skręcenia.
Wykorzystując twierdzenie o minimum energii uzupełniającej zadanie 

(2.3) sprowadzamy do równoważnego mu zadania minimalizacji następującego 
■ funkcjonału:

(2.1)

U(x,y) =<
Ug(x,y) dla (x,y)e Dg, 

otrzymujemy (por. [4] , [5]) następujące zadanie brzegowe:

(2 .2 )

v 2Ui (xfy) » - 2Gt dla (x,y)eDi, (2.3)

U

Moment skręcający M określimy z równania:

(2.4)

? 2 „ 182 V  1V - -j- A .  t*-
i-1 1

przy spełnieniu warunków (2.3)2 i (2 .3 )2 *
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3« Rozwiązanie zadania

Do rozwiązania zadania zastosujemy jedną z metod wariacyjnych - metodę
podobszarów. Przeprowadzamy podział obszaru D na podobszary trójkątne

i przyjmujemy w tych podobszarach funkcję UŁ jako liniową

U(x,y) = « + n2x + «, y dla (x,y) e A. . (3-1)
i i* i iJ 1

Wartości funkcji naprężeń w węzłach siatki trójkątnej oznaczamy przez
*2* P3‘ i 1 iJ

Wariacja funkcjonału w podobszarze ma postać»

gV = (SF ) (k P - D). 
i i i i i

(3.2)

Macierz k, zwana macierzą sztywności elementu 6 D . (j«*1,2), ma postać» 
i 3

i = ^ ?

s2 + (t -1 )2

s* -t(t -1)

t-1

—S - t (t-1 )

s2 + t2

t-1

-t

-t

(3.3)

gdzie

h2 XC
8 m E f  * ~ Ej" (3.3)

w (3.3) h1 jest podstawą, h2 - wysokością, a xQ - odciętą wierzchołka 
trójkąta.

Macierz £ jest macierzą szukanych wartości funkcji naprężeń w węzłach 
siatki trójkątnej, D macierzą wyrazów wolnych,postaci»

D “ [1 11 i 1] T * (3*4)i I ' J

Wariacja funkcjonału w całym obszarze D jest określona przez

(3.5)SV - 102 ( SPT)(KF-D)

Z warunku koniecznego minimum funkcjonału'

SV = 0 (3.6)
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dochodzimy do układu równań algebraicznych, liniowych

KF-D - 0. (3-7)

gdzie K jest macierzą sztywności układu, utworzoną blokowo z macierzy
K, F - macierzą niewiadomych wartości funkcji naprężeń w węzłach siatki 
i
trójkątnej, D-macierzą wyrazów wolnych, zbudowaną z macierzy D.

Rozwiązując układ (3.7) należy także uwzględnić warunki (2.3)2* na'to~ 
miast warunek (2.3)j po dyskretyzacji można zapisać następująco»

Fi - a Fi+1 + b Fk + c F±_1 + d F.. (3-8)

Równość ta określa wartość funkcji naprężeń F^ na linii rozdziału o-
środków, przy pomocy wartości w punktach sąsiednich obszarów i Dg. Sta
łe a, b, c, d wyrażają się wzorami«

Gg ochg G2
a + Gg othg + /$ * c Ĝ  +  Gg othg' + /łh.j *

Ĝ  n  hg
b = s p n ę  «\jg + j h -  *

tutaj a , /i są cosinusami kierunkowymi pochodnej normalnej w danym punk
cie linii Lg rozdziału ośrodków.

4. Przykład liczbowy

Przekrój poprzeczny pręta przedstawia rys. 1a. Obszarem jest pro
stokąt o wymiarach 2a i fib, zaś obszar Dg kołem o promieniu R.

Uwzględniając symetrię obszaru względem obu osi współrzędnych bierzemy 
pod uwagę jedynie obszar zawarty w I ćwiartce. Przeprowadzamy podział ob
szaru D na podobszary trójkątne, oddzielając wąskim "pasem" obszary 
i Dgj numerując węzły jak na rys. 1b z warunku brzegowego j Ł « 0  otrzy- 
mamy f

G., /»h,
d - «v2 +

F18 ” P19 "•**“ *26 “ 0
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Rys. 1 a

Rys. 1b
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Biorąc pod uwagę jeden z trójkątów leżących w obszarze Dg uzyskujemy 
następującą macierz sztywności*

K
i

1
2G2“

a 2  +  (ocG  -  1 ) 2 o c .  2  - f t c ( a c  _  1 ) | « c  -  r

I
.................................. J ..............

2  I
“ 06 -  O fg ( « c - 1  ) |

2  2  
«  +  * 0  - « c

a c  -  1 I - ° b  ! 1

gdzie « = rl/^ „ JL „ a 
*1 VT c

Macierze sztywności dla trójkątów zawartych w mają postać*

,2

K = ^TTs j 2G1B

S* + 1
-s2

-1

- e -  - 1

,2

(4.1)

(4.2)

gdzie s = T71.

Maoierz sztywności całego układu będzie miała postać*

1 '

0 I Kr,
(4-3)

gdzie jest macierzą sztywności ćwiartki obszaru Dg o wymiarach 4x4,
K„ - Obszami D., o wymiarach 13x13* Są one blokowo utworzone z macierzy k,

2 1 i
określonych w (4.1) i (4.2). Przedstawiono je w tablicach 1 i 2.

Tablica 1
C

8 l“ 2+(<* - 1 )2] -<*2- ( « - 1 ) 2 -w2- ( a  - i  )2 -a 2- (a  -1 )2

-a2- (a - 1 ) 2 a2+a2 + 1

-.a2- (*0-1 ) 2

-a2- (a0-1 ) 2

" ac

0

- a

? p a -K*0 + 1 -a

/
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W tablicy 2 wprowadzono oznaczenia!

«1 - TÍ2 + 1, «5 = ÍF -1.

r2 Y? a - r2
®2 \>-r2 ' a6

r2 f t

(X
r2fT (YF-1)

f t
a " r2

3 b - r2 * 7
r2 (2-V21)
a - rp«4 » 1, *8 ■ \r- V

Macierz D ma postać:

D = [8 / i j2 0  ; 2/4 | 2 *1  /31 +  /i3+ 2 (/}2+ (J4 )i/)1+ lJ4; 0 5j (i1+3/ł2 !6/S2 :

3 (l>2+ h j ) I 3 (/*3+/J8)! ̂ 4+ (4̂ +2 (|ł3+ )| (J5+ /^+2 ((44+ /4g )| 2 ̂ +3 £g|

6^6|3(/46+^7)! 3(V ' áb)!6^8]T ' (4,4>

1 _ 2 ,
h -

r1 f> 5
3Í2 ’

Z D. «6

r2 (b-r¿ 07
bfl

r2(b-r2)(lfT-1)
_ i-. 9 08

(a - r2)r2
6 f ?

r2(a - r2 )(VT-1)

*  - -7 ? ^  7

¿3

^4 " ł (r2 ‘ ^ )2*

Zadanie polega na rozwiązaniu układu równani

KF - D » 0. (4.5)

Wartości funkcji naprężenia na brzegu L2 można obliczyć z równań!
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Współczynniki a, b dane są wzorami«

G2(R-r1) 
a " ^  (r2-R)+C2{H-r17*

G1 ̂r2 "
13 “ ^  (r2-KJ+U2(H-ryr

5. Wnioski końcowe

W niniejszej pracy ograniczono się do przedstawienia równań algebraicz
nych przykładu liczbowego. Rozwiązywanie tego typu równań należy przepro
wadzać na maszynach cyfrowych. W pracy nie zajmowano się też problemami 
zbieżności i oszacowaniami rozwiązań przybliżonych} zagadnieniami tymi 
zajmiemy się w dalszych pracach.

LITERATURA

[1] Muschieliszwilli N.I.t K zadacze kruczenija i izgiba brusiew sosta- 
wlennych iz razlicznych materiałów. Izw.AN SSSR 1954«

[2] Arutiunian N.Ch., Abramjan B.Ł. s Kruczenije uprugich tieł, Fizmatgiz 
1963,

[3] Wiekua I.N., Ruchadze A.K. t Kruczenije i izgib popieriecznoj siłoj 
brusa, sostawlennogo iz dwóch materiałów ograniczennych konfokalnymi 
elipsami, Prikł.Mat. i Mech. 1,2 (1933), 167-178.

[4] Czobanian K.S.: Primienienije funkcji naprażenij w zadacze o krucze- 
nii prizmaticzeskioh stierżniej sostawlennych iz razlicznych materia
łów, Izw.AN SSSR, 2, 1955, 17-30.

[5] Gonczariuk I.W.i Kruczenije prizmaticzeskioh stierżniej sostawlennych 
iz razliaznych materiałów, Wyczysl. i Prikł.Mat., 17,1972, 28-38.

[6] Borkowski Sz.t a) Skręcanie prętów o przekroju wiełospójnym przy u- 
względnieniu nieliniowości fizycznej ośrodka, III Ogólnopolska Konf. 
Zast.Mat., Rzeszów-Polańczyk 1974, Materiały 31-33.
b) Wariaoyjno-różnioowa metoda rozwiązywania zadań brzegowych ośrod
ków fizykalnie nieliniowych, Zesz.Nauk.Pol.Sl. s. Mat-Fiz.(w druku).

[7] Wójcik R.» Wariaoyjno-różnioowa metoda rozwiązywania zadań brzegowych 
nieliniowej teorii skręcania prętów, Zesz.Nauk.Pol.Sl., Mat.-Piz., w 
druku.

[8] Bevilaoqua L., Feijoo R., Rojas M.L.» A variational principle for the 
Laplaces operator with application in the torsion of composite rods, 
Int.J.Solids sind Structures, 10, 10 (1974), 1091-1102.



92 Teresa Dudek

HHCJEEHHOE PEH1EHHE KPAEBHX IIPOEJIEM TEOPHH KPYUEHHH 
CTEPHHEi! COCTOHIHHX H3 PA3HO0 CPEffiJ

P e 3 m M e

B paeoie fljia pemeHHa 3a^aaK npHMeHHeTOH BapHaHTHidt no^xoa, OKBHBajienTHuft 
KpaeBOil npofijieMe 3a^aHna. Honoju>3ya leopeMy o MHHHMyMe flonojiHHTejiLHOfi 3Hep- 
THH, npHMeaaeToa s-M MHHHMajiH3a«HH ocnoBHOro $yHKUHOHa.ia Meio,n noflvacTeg, 
vto Beflei b oohobhom k CHCieMe ajirefipaHqecKHX ypaBHeHHft Mero.ua.

NUMERICAL SOLUTION OP BOUNDARY PROBLEMS IN THE THEORY OP 
BARIRON ROADS COMPOSED AF DIFFERENT MEDIA

S u m m a r y

In the paper for the solution of the problem a variational approach 
has been adopted. It is equivalent to the boundary problem of the task. 
Utilizing the assumption of the minimum complementary energy, there was 
used a method of subares to minimize the fundamental functional. This way 
leads in its final effect to the system of the algebraic equations method.


