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NUMERYCZNE ROZWIAZANIE PROBLEMOW BRZEGOWYCH TEORII SKRACANIA
PR|TOW ZELOZONYCH Z ROZNYCH OSRODKOW

(Komunikat)

Streszczenie. W pracy do rozwigzania zagadnienia zastosowano po-
dejscie wariacyjne, ktére jest réwnowazne problemowi brzegowemu za-
dania. Wykorzystujac twierdzenie o minimum energii uzupedniajacej
zastosowano do minimalizacji podstawowego funkcjonatu metode podob-
szaréw, co prowadzi w efekcie koncowym do ukdtadow réwnan algebraicz-
nych metody.

1. Wstep

Badaczem, ktéry postawit zagadnienie skrecania pretéow zdozonych z réz-
nych osrodkéw i wyprowadzid4 réwnania opisujgce to zjawisko by# N.1. Mus-
ohieliszwilli [1] j zadanie sprowadzit do réwnania catkowego Fredholma i
udowodnit twierdzenie o istnieniu rozwigzania tego réwnania, korzystajac
przy tym z teorii funkcji zmiennej zespolonej.

Z innych prac analitycznych wymienimy badania 1. Wekuy i A.Ruchadze [3],
ktérzy stosowali do rozwigzywania zadania odwzorowania konforemne.

K. Czobanian [4] podat metode rozwigzania wykorzystujac funkcje napre-
zen Prandtla.

I.W. Gonczariuk [5] rozwigzywat problem brzegowy przy wykorzystaniu R-
funkcji.

W pracy [6a] podano zlinearyzowany ciag iteracyjny probleméw brzego-
wych dla rozwigzania nieliniowych zagadnien skrecania pretéw o obszarach
wielospéjnych, a w [6b] podano algorytmy numerycznego rozwigzania zadan
brzegowych dla os$rodkéw fizykalnie nieliniowych.

Autorzy pracy [8]- stosowali metode Ritza do rozwigzywania probleméw
brzegowych skrecania pretéw ztozonych z réznych osrodkow.

W niniejszej pracy do rozwigzania zadania zastosowano metode wariacyj-
no-réznicowg, korzystajac przy tym z wynikéw podanych w pracy [7] -
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2. Sformutowanie zadania

Wezmy pod uwage pret pryzmatyczny zajmujacy obszar D x(0,1) o przekro-
ju poprzecznym D, ktéry sktada sie z czesciag x(0,1) wypeinionej mate-

riatem izotropowym sprezystym o module sprezystosci poprzecznej i ob-
szaru D2 x (0,1), wypednionego os$rodkiem sprezystym i izotropowym o module
sprezystosci poprzecznej Gg, tak ze Dg = D,D™Dg = 0. Brzeg przekroju
D”~,oznaczmy przez L™t a krzywa oddzielajaca obszary i Dg przez Lg.

Oznaczajac przez:

¢-1)

niezerowe sktadowe tensoréw naprezenia i odksztatcenia dla obszaru
DA(#*1,2) a funkcje naprezenia przez:

Ul(x,y) dla (x,y)6 D1,
ulx,y) =< @.2)
Ug(x.y) dla (x.,y)e Dg,

otrzymujemy (por. [4], [6]) nastepujace zadanie brzegowe:

v2Ui(xfy) » - 26t dla  (x,y)eDi, .3)

Moment skrecajacy M okreslimy z réwnania:

@-%

D
gdzie 8 jest jednostkowym katem skrecenia.
Wykorzystujac twierdzenie o minimum energii uzupetniajacej zadanie
(2.3) sprowadzamy do réwnowaznego mu zadania minimalizacji nastepujacego
m funkcjonatu:

przy spednieniu warunkéw (2.3)2 i @€ -3)2*
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3« Rozwigzanie zadania

Do rozwigzania zadania zastosujemy jedngz metod wariacyjnych -
podobszaréw.Przeprowadzamy podziat obszaruD

metode
na podobszary tréjkatne
i przyjmujemy w tych podobszarach funkcje Ut jako liniowag

Ux,y) =« + nNn2Xx + «,
i N

y dla (x,y)eA. . G-D
i* i iJ 1

Wartosci funkcji naprezen w wezdach siatki trdjkatnej oznaczamy przez
i1 2Ry
Wariacja funkcjonatu w podobszarze ma postac»

G2

Macierz k, zwana macierzg sztywnosci elementu 6 D .(Jj«*1,2), ma postac»
i

s2+ (t-1)2 -S -t (1) t1
i="N? G-3)
s* -t(t -1) s2 + t2 -t
t-1 -t
gdzie
h2 XC
SmEFf * ~Ej" G3.3)
w (3.3) hl jest podstawa, h2 - wysokoscig,
trojkata.

a xQ - odcieta wierzchotka
Macierz

£ jest macierzg szukanych wartosci funkcji naprezen w wezkach
siatki tréjkatnej, D macierza wyrazéw wolnych,postaci»

g BuigT-

(€aD)
Wariacja funkcjonatu w catym obszarze

D jest okreslona przez
SV - 102 (SPT)(KF-D) (3.5)

Z warunku koniecznego minimum funkcjonatu®

SV =0 (3.6)
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dochodzimy do uk#adu réwnan algebraicznych, liniowych
KF-D - 0. G-7

gdzie K Jjest macierza sztywnosci ukdadu, utworzong blokowo 2z macierzy

K, F - macierzg niewiadomych wartosci funkcji naprezen w weztach siatki

i

trojkatnej, D-macierza wyrazéw wolnych, zbudowana z macierzy D.
Rozwigzujac uktad (3.7) nalezy takze uwzgledni¢ warunki (2.3)2* nato~

miast warunek (2.3)j po dyskretyzacji mozna zapisa¢ nastepujaco»

Fi - aFi+tl + bFk + c F+ 1+ d F.. 3-8

Réwnosc¢ta okresla wartos¢ funkcji naprezen F* na liniirozdziatu o-
Srodkéw, przy pomocy wartosci w punktach sasiednich obszaréw i Dg. Sta-
te a, b, c, d wyrazaja sie wzorami«

Gg ochg G2
a + Gg othg + & * c G\ + Gg othg' + /thj*
ea » hg G, /h,
b=spne «\jg+ijn- - * d- «V2 +

tutaj a , /i sg cosinusami kierunkowymi pochodnej normalnej w danym punk-
cie linii Lg rozdziatu osrodkoéw.

4. Przykdad liczbowy

Przekréj poprzeczny preta przedstawia rys. la. Obszarem jest pro-
stokgt o wymiarach 2a i fib, za$ obszar Dg kodtem o promieniu R.
Uwzgledniajac symetrie obszaru wzgledem obu osi wspédrzednych bierzemy
pod uwage jedynie obszar zawarty w I ¢éwiartce. Przeprowadzamy podziat ob-
szaru D na podobszary trdjkatne, oddzielajac waskim "pasem™ obszary
i Dgj numerujac wezty jak na rys. 1lb z warunku brzegowego Jt «0 otrzy-
mamy f

F18 7 P19 'e*** *26 “ 0O
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Rys. 1la

Rys. 1b

82
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Biorgc pod uwage jeden z tréjkatéw lezacych w obszarze Dg uzyskujemy
nastepujacg macierz sztywnosci*

a2 + (oc6 - 1)2 oc. 2 -ftc (ac _ 1) | «c - r

262 “ 052 - ofg («c-1) I| : . : “-D

-
+
o

-«c

gdzie «= /" ,.JL ,,a
*1

VT C
Macierze sztywnosci dla tréjkatéw zawartych w maja postac*
sc+1 ¢
2
- -Ss2 ’ “4.2)
§ = 2618
-1

gdzie s = T1l.

Maoierz sztywnosci catego ukdadu bedzie miata postac*

“-3)

gdzie jest macierzg sztywnosci c¢wiartki obszaru Dg o wymiarach 4x4,
K,, — Obszami D., 0 wymiarach 13x13* Sg one blokowo utworzone z macierzy K,
i

2 1
okreslonych w (4.1) i (4.2). Przedstawiono je w tablicach 1 i 2.

Tablica 1

81 2+(<* -1)2] -<2-(«-1)2 -W2-(a -i)2 -a2-(a -1)2
-a2- (@ -1)2 a2+a2 + 1 -a

5
—@- (*0-1)2 "o a 48+ 1 -a

—a2- (a0-1)2 0



Mumeryczne rozwigzanie probleméw brzegowych.
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W tablicy 2 wprowadzono oznaczenia!

« - T2+ 1, & = TF -1.
r2 Y? a- o
®2 \>-r2 " a6
r2 ft
r2fT (YF-1) aw o
“3 b-r2 *~ "7 '
ro (@-V2)
a- rp
«4 » 1, *S m \r- V

Macierz D ma postac:

D = [8/ij20 ; 2/4| 2*1 [3L+ A3+2(/}2+ (4)i/)1+ D4; 05] (i1+3/42 16/S2:
3 @20 N IB (LB M+ (M 2(IB+ )| B+ /M2 (@+ Al 27 +3 £

676 |3(A6+NTHI3(V " D) 16N8]T - “4,4>
ri 5 -2
"o3I2
@-r2)r2
©
Z D_ 6 f?
. r2(a - r2)(vr-1)
r2(b-r¢ o7
* - -7oAN 7
r2 (b-r2)(H-1)
3 . 9 08

Nt (2 N )2*
Zadanie polega na rozwigzaniu uktadu réwnani
KF - D » O. 4.5

Wartosci funkcji naprezenia na brzegu L2 mozna obliczy¢ z réwnan!



-Numeryczne rozwigzanie probleméw brzegowych. < 31

Wspotczynniki a, b dane sa wzorami«

G2 (R-rl)
a "~ (r2-R)+C2 {H-rirx

612
B A (r2-KJ+U2 (H-ryr
y

5. Wnioski koncowe

W niniejszej pracy ograniczono sie do przedstawienia réwnan algebraicz-
nych przykdadu liczbowego. Rozwigzywanie tego typu réwnan nalezy przepro-
wadza¢ na maszynach cyfrowych. W pracy nie zajmowano sie tez problemami
zbieznosci i1 oszacowaniami rozwigzan przyblizonych} zagadnieniami tymi
zajmiemy sie w dalszych pracach.
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HHCIEEHHOE PEH1EHHE KPAEBHX I1IPOEJIEM TEOPHH KPYUEHHH
CTEPHHEI! COCTOHIHHX H3 PA3HOO CFEffiJ

Pe3mMe

B paeoie fljia pemeHHa 3a”aaK npHMeHHeTOH BapHaHTHidt no”~xoa, OKBHBajienTHuft
KpaeBOil npofijieMe 3a”aHna. Honoju>3ya leopeMy o MHHHMyMe TflonojiHHTejiLHOFI 3Hep-
THH, npHMeaaeToa s-M MHHHMajiH3a«HH ocnoBHOro $yHKUHOHa.ia Meio,n noflvacTeg,
vto Beflei b oohobhom k CHCieMe ajirefipaHgecKHX ypaBHeHHft Mero.ua.

NUMERICAL SOLUTION OP BOUNDARY PROBLEMS IN THE THEORY OP
BARIRON ROADS COMPOSED AF DIFFERENT MEDIA

Summary

In the paper for the solution of the problem a variational approach
has been adopted. It is equivalent to the boundary problem of the task.
Utilizing the assumption of the minimum complementary energy, there was
used a method of subares to minimize the fundamental functional. This way
leads in its final effect to the system of the algebraic equations method.



