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O PEWNYCH PROBLEMACH APROKSYMACJI RÓŻNICOWEJ WARUNKÓW BRZEGOWYCH 
PRZEPŁYWU CIEPŁA NA STYKU DWÓCH OŚRODKÓW

Streszczenie. W praoy przedstawiono metodę polepszenia dokładnoś
ci modelu różnicowego w przypadku niestacjonarnego przepływu ciepła 
w ośrodku niejednorodnym przy znacznie różniących się właściwościach termofizycznych podobszarów.

1. Wstęp

Weryfikacja rozwiązań numerycznych (różnicowych) zadań ' z dziedziny 
przepływu ciepła w podobszarach niejednorodnych z danymi doświadczalnymi 
wykazała, że symulowany na EMC proces przebiega znacznie mniej intensyw
nie niż w rzeczywistości - szczególnie, gdy ze względów technicznych sto
suje się niezbyt gęsty podział.

Przeprowadzona przez autorów analiza tego zjawiska doprowadziła do 
wniosku, że przyczyną małej dokładności modelu różnicowego jest aproksyma
cja pochodnej normalnej na brzegu podobszarów operatorem różnicowym a  rzę
du Oh. Okazało się jednak, że przybliżenie au/an operatorami wielopunk- 
towymi poprawia wynik stosunkowo nieznacznie.

Tematem artykułu jest pewien sposób przybliżania przebiegu funkcji U w 
pobliżu brzegu parabolą stopnia a i przedstawienie ulepszonej w ten spo
sób metody różnicowej obliczania niestacjonarnego pola temperatury w ob
szarze niejednorodnym.

2. Opis matematyczny i różnicowy model numeryczny procesu wymiany ciep
ła

Obszar , w którym zachodzi proces przepływu ciepła, jest sumą dwóch 
podobszarów£Łm m = 1,2, których właściwości termofizyczne cm, q m, -/\n znacz
nie różnią się między sobą.
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Rozpatrywany obszar ograniczony jest brzegiem J « U f~2 > zaa kontur 
rozdziela podobszary Si ^ i £ł 2 (^y8* 'O*

Nieustalony przepływ ciepła w ww u- 
kładzie opisuje układ równań różniczko
wych Fouriera.

©UB (X,t)
— ZS---

Rys. 1

' V. Am v Um (X,t); m»1,2 (1)

gdzie»
o <? a właściwe pojemności ciepl- m ni m ne, gęstości i współczyn

niki przewodzenia w po- 
dobszarach m,

Um(X,t) - pole temperatury, X - 
współrzędne, t - czas.

Równanie (1) uzupełniają warunki brzegowe»

fm * Am(X,t) 8U» ? ,1). + Bm (X,t) Um(X,t) - Cm(X,t)

9 U . ( x , t )  „ eu2( x, t)— = 7\o ■ 1 a 11 — ■ 1 3n on

(2)

(3)
U1(X,t) - U2(X,t) 

warunek początkowy»

Um(X,°) = Umo(X), m-1,2, (4)

oraz geometria układu»

(x * <pm(x) - o] m-0 ,1 ,2. (5)

1 2Dla uproszczenia zapisu przyjmijmy X » x , x .
Aby rozwiązaó w sposób przybliżony problem, obierzmy w obszarzę fiS dy

skretny zbiór punktów Vhjk, będących wierzchołkami prostokątów. Węzłem 
wewnętrznym obszaru siatkowego nazwiemy punkt x.j), -taki,
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1 2 1 2że węzły (xi+1, x,.)...(x| xj_i) należą do tego samego podobszaru. Punkty 
nie będące węzłami wewnętrznymi tworzą zbiór węzłów brzegowych.

Y/prowadzamy jeszcze dyskretny zbiór punktów tA, gdzie t e [ 0, =»=■) i t o- 
znacza czas. 1 2Punkcję określoną na zbiorze 7^ k x tA oznaczać będziemy U(xi,x;j,tA). 

W szczególności dla dwóch sąsiednich węzłów t wprowadzono oznaczenie

U(x^, Xj, tA) = U(x^, xjt tA+^) = j* )

Zgodnie z zasadą jawnych schematów różnicowych równania określające
funkcję U w punktach wewnętrznych obszaru£ih k można napisać w postaci«

Hdt' '1‘1, = c^ ę “  V h,k ‘ *ijV hk Uij’ (7)

gdzie«
1 2°ij’ ? ij * ?V ij ” wartości stałych fizycznych w węzłach (xi , x.j)t

\7_ , - operator różnicowy odpowiadający operatorowi 7̂ .ntK
Przyjmując

V  • » „ V .  » u  - ¿IV,., *

gdzie«
s . 2Ai+1..1Ai.1 (9)V l , j  •”

dochodzimy dO( równania liniowego«

°ij § ij ■ E (^ifi.j + ^i-T.j) + E<*i,j+1 + î.j--,) (10)

gdzieś

ql+1 . (11)
i+1 *i 0.5 hfe-*- +\ -  1 — ) 

ij Ai+1,j

można interpretować jako jednostkowy strumień ciepła przepływający między
węzłami (xj xlj), (x1+1, x“j) itd. Mianownik w równaniu (11) jest oporem
cieplnym na odcinku h « x^+1 - x|.



Równania (10) pozwalają na bezpośrednie wyznaczenie wartości U^. w węz
łach wewnętrznych*

h i  - ui j + 4 j  ui+i,j+ ui-i,j - Aij ui,3+i + aŁ  ui,d-i <12>

przy czym dla zapewnienia stabilności rozwiązania musi być A°^ > 0.
W klasycznej metodzie różnicowej pochodną na brzegu przybliża się wyra

żeniem*
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euB(x, t )  u±i -  u±- v ui i - ° i . j " ŁJ-g— Ł J COB u  b + k. Ł 3 oosflkf (13)m ' 
an

gdzie*
i’ j‘, i"» j" - indeksy węzłów sąsiadujących z brzegowym (i,j)6 które 

wykorzystano przy tworzeniu ilorazu, n[cos«h, cosa kJ.
Wykorzystanie (13) do aproksymacji warunków (8) prowadzi do równań li

niowych uzupełniających równania (12).
Przedstawiony wyżej schemat przybliżonego rozwiązania problemu przepły

wu ciepła w ośrodku niejednorodnym jest zbieżny i przy odpowiednio gęstym 
podziale różnicowym wystarczająco dokładny dla celów praktycznych.

Okazuje się jednak, że przy znacznie różniących się właściwościach ter- 
mófizycznych podobszarów ii ̂ i ilg rozwiązania numeryczne, nawet przy 
stosunkowo małych krokach siatek przestrzennych (ograniczenia wynikają tu 
przede wszystkim z pojemności pamięci operacyjnej użytej do obliczeń ma
szyny cyfrowej), znacznie różniły się od oczekiwanych na podstawie danych 
literaturowych i doświadczeń własnych przebiegów procesu przepływu ciepła. 
Podjęte wówczas próby zastosowania do aproksymacji pochodnej na brzegu 
operatorów wiełopunktowych dały również wyniki niewiele odbiegające od u- 
zyskanych poprzednio rozkładów pola temperatury.

W związku z powyższym autorzy niniejszego artykułu przyjęli metodę u- 
lepszenia dokładności modelu różnicowego, polegającą na nieliniowej aprok
symacji funkcji U(X,t) między węzłami brzegowymi z sąsiadującymi z nimi 
węzłami wewnętrznymi podobszarów il ̂ iflg*

3. Modelowanie warunku brzegowego na styku podobszarów

Niech punkty (xj_1, x2), (x|+1, x2) będą węzłami siatki różnicowej są
siadującymi z węzłem brzegowym (x|, x2) intl.Oj.
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xf

O------- ) --o--—

r• 0

Rys. 2

Rozkład temperatury w kierunku x1 przyjmijmy w postaci*

U-|(x1,t) - U1(xJ_1, x2, tA ) + a1 (x1 + h.,) ; x16[xj_1t

U2(x1,t) - U2(xi+1 ; xj* + a2(x1 “ h2> 2»x?6 (xl+. xj+1]

Wykorzystując warunek brzegowy (3) * x1 » 0 dochodzi się do równań*

Ui-1,j + a1h1 1 ■ Ui+l,j + (“1 " 2 2 (15)

*i-1,j a1 h1
a 1-1 «p-1 «o-1

81 “ ^i+1,j 82("1) b2 •

Załóżmy dodatkowo =. «2 = «. Eliminując z układu równań współczynni
ki a-j, a2 dochodzimy do wzorów*

U1 (x1» - Ui-1 , j + -— "■‘i ~ r1-1"1 (x1 + h1)
h«(1 + B f)

(16)

U2(x1, t) - U + -¿tliJ. ~ Ui.-1ai(x1 - h2)a (-lf~1,i+1,j T « Ł
h2 (1 + jl)

gdzie *

Em “ ó • m”1»2 “ jest oporem cieplnym między węzłami P. . p iubm p , t> 1-1 »j ij
Pij» Pi+1,j
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Wprowadzając analogicznie do (10) oznaczenie«

(18)

dochodzimy do równania opisującego funkcję (x1, t) w postaci«

Y * 1.*) - Ui-I,j - * «1(1 + q )  .

skąd*
?1TT (V + ̂ A n i fr̂ 4> N

^  3 "i K1 <* p  • (19)
0U., (x,t) 

en
d U1(x1,t)

.. ~ ^   -OI o 1 oG  ax' n  ui

Wynikający z przyjętej aproksymacji funkcji U^(x,t) strumień ciepła 
przepływający między węzłami Pi_>1 P ^  wynika z równania«

_ au1( x , t)
“ Ai-1 1 “ 4 ---- " (20)a 1 1"3 Sn „

I o

Można łatwo wykazać, że przyjęcie « = 1  jest jednoznaczne z realizacją 
modelu numerycznego omówionego w rozdziale poprzednim, zaś korekta ot *1 
prowadzi (por. wzór 10) do równań typu«

uij = Aij uij + Aij ui+1,j + Aij Ui-1,j + *Aij Ui,j+1 + Aij Ui,j—1 *
(2 1)

przy czym we wzorze (21) dla ustalenia-uwagi przyjęto, że rozpatrywany wę
zeł wewnętrzny sąsiaduje z węzłem na brzegu , położonym na prawo od

Wartości funkcji U na brzegu można obliczyć z równania (16a) lub 
(I6b), z których dla x a 0«

U^O.t) = U2(0,t) . V ’ (22)

niezależnie od <* , zaś współczynnik korygujący a występuje w równaniach 
typu (21) dla zbioru węzłów wewnętrznych, sąsiadujących z brzegowymi.

W zależności od konfiguracji (np. węzły narożne na [̂ ) może zachodzić 
potrzeba poprawiania większej liczby składników wzoru (21).
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4« Oszacowanie współczynnika

Jak wynika ze wzoru (20), współczynnik a jest stosunkiem rzeczywistej
wartości jednostkowego strumienia ciepła przepływającego w pkcie (X,t)
między obszarami SI 1 i SI ? do wielkości strumienia oiepła obliczonego1 1przy zastosowaniu operatora a  U w siatce o krokuAx.j = AXg a h2*

Lokalna wartość współczynnika « jest funkcją czasu, 'właściwości ter- 
mofizycznych podobszarów, odległości między węzłami w pobliżu brzegu.

Obliczenia stosunku qa : q polegały na porównaniu rozwiązania numerycz
nego z rozwiązaniem przybliżonym na bardzo gęstych siatkach lub z rozwią
zaniem analitycznym (w przypadku ośrodków półnieskończonych z warunkiem 
IV rodzaju).

Dotychczasowe wyniki są dość fragmentaryczne i wykorzystano je przede 
wszystkim dla doraźnych potrzeb związanych z konkretnie rozwiązywanymi 
problemami.

Na rys. 3 przedstawiono przykładowo zależność c*= a(t) dla jednowymia
rowego przepływu ciepła między stygnącym odlewem staliwnym U., (X,0)=1500°C 
a formą z masy CMS U2(X,0) = 50°C przy h1 = 0,05 m, h2 = 0,025j 0,05j
0,1 m [2].

Rys. 3

Pewne elementy pracy związane są z badaniami numerycznymi prowadzonymi 
w ramach problemu podstawowego, koordynowanego przez Instytut Odlewnictwa 
Politechniki Śląskiej
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HEKOTOPHE nPOEJIEMH ,ĘH<&£EPEHI®AJIhHOM AHPOKCHMARHH 
KPAEBHX yCJIOBHił TEUEHHH TEIDIA HA CTHKE ÆBYX CPE#

P e 3 10 m e

B pafioTe n p e ^ c i a B ^ e H  Meiofl yjiytuneHHH t o w o c t h  .HHiJxïiepeHUHajibHoro MOflejia b 
cxyvae H e c T a n n o H a p H o r o  TeveHHS T e m a .  b HeoflHopoflHoił ope^e . inpH 3H a v H T e a b H 0 
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ABOUT SOME DIFFERENTIAL APPROXIMATION PROBLEMS OP BOUNDARY 
HEAT TRANSFER CONDITIONS AT THE TWO MEDIA CONTACT

S u m m a r y

In the paper a method has been presented to improve the differentional 
model precisian, in case of a non-stationary heat transfer in a heterogene- 
us medium, when the thermophysical subareas differ greatly in their pro-̂  
perties.


