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ROWNOWAZNOSC WARIACYJINEGO | OPERATOROWEGO UJ?CIA PLYT
FIZYKALNIE NIELINIOWYCH

Streszczeniei W pracy rozwaza sie niektore wkasnosci _ operatora
réwnania ugiecia cienkich, geometrycznie liniowych i fizycznie
nieliniowych (oSrodek Kauderera). W oparciu o te wkasnosci, w ra-
mach hipotezy elementu normalnego, modyfikuje sie ten operator i
formutuje problem wariacyjnie.

Wstep

Problematyka nieliniowych plyt cienkich wystepuje nader czesto w za-
stosowaniach inzynierskich, szczegélnie w zagadnieniach duzych ugie¢ (nie-
liniowo$¢ geometryczna) a takze przy analizie materiatéw o wybitnie nieli-
niowych zwigzkach fizycznych. Zagadnienia te sg aktualnie w centrum zain-
teresowania zarowno inzynieréw jak i matematykéw - z uwagi na nowe proble-
my dotyczace zadan brzegowych dla nieliniowych réwnan rézniczkowych.

Prezentowana praca dotyczy wkasnie takiej problematyki. Celem jej jest
takie zbudowanie operatora nieliniowego, opisujacego ugiecie plyt cien-
kich, aby zachodzida rownowaznos¢ problemu brzegowego i zadania wariacyj-
nego.

1. Réwnanie teorii phyt

Przedmiotem rozwazan bedzie teoria plyt cienkich o statej grubosci h,
madej w pordwnaniu do pozostakych wymiaréw plyty, geometrycznie liniowa
i nieliniowa fizycznie (0oSrodek H. Kauderera [1] ).

Analize ugiecia phyt cienkich przeprowadzimy, przyjmujac wszystkie za-
+ozenia w stronie statycznej i geometrycznej, ktore sa uwzgledniane w przy-
blizonej teorii zginania plyt Kirohhoffa [4].

Jako uk#ad odniesienia przyjmiemy prostokgtny ukdad wspodrzednych (X,
Y, 2), z pkaszczyzng z » 0, pokrywajacg sie z nieodksztakcalng powierzch-
nig sSrodkowa phyty..
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Ha podstawie powyzszych zatozen skkadowe odksztakcenia £x, £y, *
wyrazaja sie przez funkcje ugiecia w = w(x,y) plyty réwnaniami«

2w e2,- a2
£ty - - zB'" Tw - -2*srr <>

Przyjmujemy dalej, ze modelem fizycznym phyty bedzie osrodek Fizykal-
nie nieliniowy Kauderera.

Zgodnie z tym zatozeniem zwigzki konstytutywne dla plyty, (por. [1]) be-
da mialy postac«

6X = 3 KV("E2)E  + 26x(e2)(Ex - £ ),

6y -3KV(£2)E + 2G%(e2)fy - fi), a.2)
Txy =
gdzie:
& + iy).
2.1 e. 55’53_ £y2 e -‘GL—IcTTZ’ ; (10)
- fxiy @ - +iw]

W @2 i (1.3) V(¢2) jest funkcja wydtuzenia wzglednego, X( e2) -

funkcja odksztakcenia postaciowego, fix, ¢ , N sg wspotrzednymi ten-
sora odksztakcen, fi jest Srednim wydtuzeniem wzglednym, e - intensywnos-
cig tensora odksztatcenia, K, G, - staklymi materiatowymi.

Przyjmujac w réwnaniach (1.2)«xV(£cC) = 1, X(e ) = loraz uwzgled-
niajac w nich (1.3), otrzymamy réwnania stosowane w teorii liniowej.
Wypisujac warunki réwnowagi dla elementu pdyty przy obcigzeniu poprzecz-
nym p = p(X,y) i uwzgledniajac w nich zaleznosci (1.2) otrzymamy réwnanie,
ktére wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi okresla ugiecie plyty. Row-
nanie to ma postac«
o . > n -2
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W (1.4) przyjeto nastepujace oznaczenia:

1 1-21

i{G-D2[i + + @*,2 [ +_x_"-

Q9uU*2 1 a2 8y 1-9)2

02w 82w I. 2-51.,, 320\2.

S7 o2 "TTANI r 1.5)
Kz2 3X(2£2)dz = D.,pE2), D, =

3
26z (2e2)dz = D2f(e2), D2 - ji- O.

0
W przypadku zadania liniowego (f(e) - 1, ¢ ) ” 1) operator P przyj-

muje postac operatora biharmonicznego (P- m maaW).
12(1-42)

Funkcje qu ), F(&°), okreslajace nielimiowosé Fizyczna odrodka, wyste-
puja w zaleznosci miedzy Srednim naprezeniem 6 i wydduzeniem wzglednym e

- Re2)E 1.6)

oraz miedzy intensywnoscig naprezenia T i odksztakcenia e

§ - f(e2)e. @.n

Rozpatrywa¢ bedziemy tylko takie osrodki, w ktoérych  funkcje PER2),

f(e2), uzyskane na podstawie badan doswiadczalnych, speiniajg nastepuja-
ce warunki :

1. f(e2), v(£2) e c2

2. M[pE2)E]° BR) + 2 y(£2)e2”~ > o,
(1.8)

[T(e2)e] f(e2) + 2FF(2)e2™ v, > o

3. fO® =20 -1
4. Krzywe <p(£2 )E oraz f(e2 Je sa wkleste.
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Z warunkéw (1-4) wynikaja nastepujace ograniczenia na same funkcje 9 i
T

9(0) > >l F(f2)$ 0

Q.9 -
fO) > F(2)>v2 F@&)< 0

gdyz, dla przyk¥adu«

*(@i2) = I[9(E2)F]- 1 / A i x L dE3yv
(0]

e(£) .Adl.y € O.

Analogicznie wykazuje sie ograniczenia funkcji f(e2).

2. Wkasnosci operatora ugiecia phvtv

Oméwimy te wkasnosci nieliniowego operatora ugiecia plyty, ktoére wyko-
rzystamy do modyfikowania teorii phkyt nieliniowych i do konstrukcji zada-
nia wariacyjnego.

Oznaczmy przez L2 @) przestrzen funkcji sumowalnych z kwadratem w ob-
szarze < pedacymzarazem obszarem powierzchni Srodkowej plyty, znormaj

Mk =/ 2(x,y)dQ. (2.1)
Za obszarokreslonosciD(P) operatora P przyjmijmy zbior funkcji  czte-

ry razy ciagle rozniezkowalnych w SI =£4uP i spedniajacych na brzegu f1
obszaru & warunkit

w“I1f “0 &»))Sr (2.2)

Obliczmy pochodng Gateaux operatora P, (réw4l.4))zdefiniowang nastepuja-
co (por." [Z] i
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Pochodna ta wynosi+

2
N + 5™ -<p(i +
OW OXE 27 9(E2)Ah + 2D1 j5™—<p(i2)P(w,h)Aw
+ ~ Dg f(22)@3 | b2 FE&)HL(w,h) B - y"-AWNH
+ T=T + 2 D1 ~zSig)(i2)p(w,h) aw +
+ j D2 f(2)(3 » Ah) + | D2 f"(e2)H1 (w,h) (3" aw)| +
*2 r .
+2D2eSyj"2)fer+2i'(!%>)"(w.h) | ~ L -9

gdzie r (W,h), H*(w,h) sg formami biliniowymi, zdefiniowanymi nastepuja-
co!

h = jJET + * o+ iz +
p@.h) =A (JEF)2 (GA ?)X éy oy SX %X /6; . .5)
Huh) =4 2 +—tL £ itk]+ [2+— =/ @0 <0 +
(1-1)2 ox2 ox2] (1-4r Qy O©Oy*
segw azh . 29 APAA [, ._LL~1 EfwEh 0<M 1

By axsy L (1 gy2 Tox2 oy2 (1-9)2) Oy2 oX2 2*

Jak wida¢, operator P(h) jest liniowy ze wzgledu na h.
Obliczmy wielkos¢ (Pw hl, h2) dla h,, h2,we D(P). Korzystajac z defini-

cji iloczynu skalarnego w Lg(ii) oraz z (2.4) otrzymamy:

Bv hv h2) =] h21~? [D1irT«£2) i + 2Dn A"P"(£2)F(W,h1)Aw +

2
+3 D2 F(2)@ Ahl)+§ D2 F(e2)HL(W,h1)(30 -gz»)] +
+ fD1 T=T 9(£2)A i + 2D1 9"(E2)F(w,hl)aw +
2
+i D2 Fe2)B A -3}=T A h,) +§ D2 FEMHLW,h1)@E — £ - }="raw)] +
1 °y-
02h

+ Hey tf(if2) SSe? + 2f(e2)H1(w,h1)y y I da.

Catkujac dwukrotnie przez czesci wyrazenie (2.6) i uwzgledniajac (2.2)
otrzymamy:
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@; hv h2) = J{9 D1 ~[i>(E2)P(r h2) + 2p"(E2)P(w,h2)F(w, bl)]+

+\ D2[F(E)H2 (hv h2) + 2 F(&)HL (w,h1)H2 (w,h2)]] dhi @.7)

gdzie H2 (w,h) jest formg biliniowa, okreslong nastepujaco:

tatwo zauwazy¢, biorac pod uwage (2.5), (@.7) 1 (2.8) ze:
(; hit b2) « (p; h2, h,). 2.9)

Poniewaz, (P +tj.-h2) nie jest symetryczne, wiec zgodnie 2z twierdze-
niem z [5] operator Pw nie jest operatorem potencjalnym, czyli nie ist-
nieje funkcjonakt, ktorego gradientem bydby operator P.

Z drugiej strony wiadomo, ze istnieje funkcjonat energii catkowitej,
przyjmujacy w stanie réwnowagi wartos¢ najmniejsza.

Rozwigzanie rdéwnania operatorowego i minimum funkcjonatu musza byc¢ ze
soba rownowazne. Aby zachowa¢ te odpowiednioS¢ proponujemy, w ramach sto-
sowania hipotezy elementu normalnego, przyjac¢ przyblizong wartos¢ H1 (w,w)
w postaci:

@)
Przy zmianie tBi’ funkcja f(e ) zachowuje \gl—asnoéci (1.8) 1 w réwnaniu
(1.4 funkcje f(e ) nalezy zastgpic¢ przez f(e ).
Obliczajac ponownie wyrazenie (v W, h2) otrzymamy:

@w hi< b2) =] {9 Dl T=$M wPi~)i*(h1,h2) + 2 P(E2)P(w,h1)P(w,h2)] +

+ A D2[F(e2)H2 (h1,h2) + 2 | F(€2)H2 (Wl ,h1)H2 (w,h2)]I dii. 2.11)
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Jak datwo zauwazyc:

®; hv h2) = (Bw h2, hl) .12)

i zgodnie z twierdzeniem z [5] operator P Jest operatorem potencjalnym.

Twierdzenie 1

Wyrazenie (P h, h) dla w, hsD(P) speknia nieréwnosc:

@ h, B> 2]hl2 v-cosnt @.13)
Dowéd
Biorac pod uwage (2.11) otrzymamy:

@®w h,h) _§]. \ yb1 ~ . [ 3H€2)F(h,h) + 2y(@j2).P(w,nPw,h)] +

+ N D2 [f(e2)H2 h,h) + 2F(€2) | Hg W, h)Hg (w,h)1] i .19
Z nierownosci Schwarza dla form F(w,h) oraz H2 (w,h)
H2 (w,h) $ H2 (w,w)H2 (h,h) .15

oraz z warunkéw (1.8) otrzymamy:

¢* h,h) > J-foD1 +2ip* (R2)F(w,w)1 F(Ch,h) +

S' n
+ N D2 [f(e2) + 2f(e2) | H2 (w,w)] Hg(h,h)} da. (2.16)
Uwzgledniajac w powyzszej nieréwnosci ograniczenia (1.8)2 oraz

definicje (2.5 i1 (2.8) otrzymamy:

®v h,h)>/ [9D1 ~ m « 1 F(h,h) + ~ D2 «2 H2(h,h)] dil>

] t (4)2 24 4 _2(n6.)2]4d,, @.,7
ft 0x 8y 0X2 Oy ®XSy
gdzie: # = min O 'K Dg Kg B 0» O<

Pamietajac, ze heD(P) 1 stosujgc w (2.17) dwukrotnie nieréwnosc¢ Frie-
drichsa [g]
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otrzymamy:
@®w h,h) > 8£ / h2 da. -9
£
Z nieréwnosci (2.19) wynika, ze pochodna Gateaux operatora P jest do-
datnio okreslona, czyli Zze spedniona jest nieréwnos¢ (2.13) - ze stalg
K2 = %/ chdb.
c

3« Funkcjonat zadania

Z whasnosci operatora P i twierdzen podanych w pracy [3] wynika, ze
dla réwnania P_ = p(1.4) rozwigzanie:

(1) - istnieje, w obszarze D(P)|
(i) - jest jedyne;
(iii) - minimalizuje ono funkcjonat.

1
&y =J v,wydt - @.wW) w DEP) G.D
0

oraz (iv) element wQe D(P) minimalizujacy funkcjonat (3*1) speknia réwna-
nie Pw o p.

Korzystajac z definicji operatora P, wyrazenie (3.1) zapiszemy w po-
staci:

J eow, wyat = Jar T reiz) JECARE+T 2@
0

0 a
SN AT o Dy (Rt + £ F®e2)E

128 2T .

2.
+ 2 doy D2 F 2RD) ixfy *] G.2)

Catkujacdwukrotnieprzez czesci wyrazenie(3.2), uwzgledniajac dalej
(2.5 1 (2.10) otrzymamy:

J (Pw,w) dt =J t dtj [9Dj YSN5E2i2) @ow)+
0 o a

+ | D2f(t2e2) | H2 (w,w)]dt. G-3)
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Zamiana zmiennych

2 ? 2 2
=te£, "x e
doprowadzi catke (3+4) do postaci:
1 P frFa.w
J (Ptw,w)dt = J dftd J | D1 QL)) 1 +
0 4 L o0
" HE Gy} 4
| i €x))
0 ]

Przyjmujac oznaczenia:
T. (w,w) = F(w,w)
Tg(w,w) = | Hg (w,w)

gl Gli) - )1 D1 G-5
RN F@) i d2

mozna funkcjonat (3.1) zapisaC ostatecznie nastepujaco:
r 2 ti(wsw)

/X J dMn 3.6)
-1 0

Si Si

Funkcj*M& (3.6) na podstawie (1.8) meze byC¢ rozpatrywany w przestrze-
ni Sobolewa W2 (). Minimum tego funkcjonatu w tej przestrzeni istnieje
[6] 1 jest ono rozwigzaniem uogdlnionym problemu brzegowego (1.4), (.2)
z modyfikacja (2.10).

LITERATURA

[f]1 Kauderer H.: Nichtlineare Mechanik, Springer Verlag, 1968.

[21 Lusternik 1.A., Sobolew W.I.: Elementy analizy funkcjonalnej, Warsza-
wa 1959-

[B] Langenbach A.: Variationsmethoden in der nichtlinearen Elastizitats
und Plastizitatstheorie, Wiss.Z.Humboldt Univ. Berlin.Math.-Nat.R.-IX
1959/1960.

4] Timoszenko S.: Teoria phyt i powtok, Arkady, Warszawa 1959.



110 Jedrzejczyk Jadwiga

BataSepr M_M.t BapHaujiOHHHe MeTo”H HCCJieAOBaHna HejmHeiiHnx onepaiopoB,
rooTexH3flai, MockBa 1956.

Mhxahh C.r. s HHCJieHHaa peajiH3aK.fi BapHanHOHHHx MeiOAOB, Hayjca, MooKBa
1966.

Jedrz_ejcz¥k J.i Metoda sprezystych rozwigzan dla ptyt nieliniowych fi-
zycznie, Zesz.Nauk.Pol.Sl., Mat.-Piz., w druku.

Jedrzejczyk J.t Metoda elementéw skonczonych w phytach  nieliniowych
fizycznie, Zesz.Nauk.Pol.Sl., Mat.-Piz., w druku.

8 3 3 3

3KBHBAJIEHTHOCTB BAPHAHTHOIl H ONEPATHBHOM TPAKTOBKH
IUIACTHH «HSHHECKH HEJIHHEIIHHX

Pes3sjnmne

B pa6oie oCcyacjjajoTCJi HejcoTopue CBoiicTBa onepaiopa ypaBHeHHH nporada toh-
khx miacTHH, reoMeipauecKH jiHHeitHHx h $H3HvecKH HejiHHeiiHbix (ueHip Kayjjepepa) -
OixapaacB sa sthx cBOgoTBax, b npesejiax rHnoiean HopuaJiBHoro sjieMeHia, npoBo-

AHTck MOAH$HKaiuta sToro onepaiopa a $opMHpyeicH npofijreMa BapnaHiHO.

EQUIVALENCE OP VARIATIONAL AND OPERATIONAL CONCEPTION OP
PHYSICALLY NONLINEAR PLATES

Summary

In the paper some properties of the thin plates deflection equation o-
perator have been discussed. The plates are geometrically linear and phy-
sically nonlinear (Kauderer’s medium).

Basing on these properties, within the hypothesis frame of a normal
element, this operator has been formulated in a variational way.



