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RÓWNOWAŻNOŚĆ WARIACYJNEGO I OPERATOROWEGO UJ?CIA PŁYT 
FIZYKALNIE NIELINIOWYCH

Streszczenie i W pracy rozważa się niektóre własności operatora 
równania ugięcia płyt cienkich, geometrycznie liniowych i fizycznie 
nieliniowych (ośrodek Kauderera). W oparciu o te własności, w ra­
mach hipotezy elementu normalnego, modyfikuje się ten operator i 
formułuje problem wariacyjnie.

Wstęp

Problematyka nieliniowych płyt cienkich występuje nader często w za­
stosowaniach inżynierskich, szczególnie w zagadnieniach dużych ugięć (nie­
liniowość geometryczna) a także przy analizie materiałów o wybitnie nieli­
niowych związkach fizycznych. Zagadnienia te są aktualnie w centrum zain­
teresowania zarówno inżynierów jak i matematyków - z uwagi na nowe proble­
my dotyczące zadań brzegowych dla nieliniowych równań różniczkowych.

Prezentowana praca dotyczy właśnie takiej problematyki. Celem jej jest 
takie zbudowanie operatora nieliniowego, opisującego ugięcie płyt cien­
kich, aby zachodziła równoważność problemu brzegowego i zadania wariacyj­
nego.

1. Równanie teorii płyt

Przedmiotem rozważań będzie teoria płyt cienkich o stałej grubości h, 
małej w porównaniu do pozostałych wymiarów płyty, geometrycznie liniowa 
i nieliniowa fizycznie (ośrodek H. Kauderera [1] ).

Analizę ugięcia płyt cienkich przeprowadzimy, przyjmując wszystkie za­
łożenia w stronie statycznej i geometrycznej, które są uwzględniane w przy­
bliżonej teorii zginania płyt Kirohhoffa [4].

Jako układ odniesienia przyjmiemy prostokątny ’układ współrzędnych (x, 
y, z), z płaszczyzną z » 0, pokrywającą się z nieodkształcalną powierzch­
nią środkową płyty..
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Ha podstawie powyższych założeń składowe odkształcenia £x, £y, ^
wyrażają się przez funkcję ugięcia w = w(x,y) płyty równaniami«

i2w e2,.. a2
£y - - z B '  Tw - - 2* s r r  <’•'>

Przyjmujemy dalej, że modelem fizycznym płyty będzie ośrodek fizykal­
nie nieliniowy Kauderera.

Zgodnie z tym założeniem związki konstytutywne dla płyty, (por. [1]) bę­
dą miały postać«

6X = 3 KV('£2)£ + 2Gx(e2)(£x - £ ),

6y - 3 K V ( £ 2)£ + 2G%(e2)(fiy - fi), (1.2)

Txy =

gdzie:

fi

(fx + iy).

2 . i[f| (2 . -LŁ_ . £2 (2 . _ŁL_, . (10)
9 x d —•?) y (i-d)2

- fxiy (2 - + i w ]

W (1.2) i (1.3) V( ¿"2) jest funkcją wydłużenia względnego, X( e2) - 
funkcją odkształcenia postaciowego, fix, £ , ^ są współrzędnymi ten­
sora odkształceń, fi jest średnim wydłużeniem względnym, e - intensywnoś­
cią tensora odkształcenia, K, G, - stałymi materiałowymi.O OPrzyjmując w równaniach (1.2)« V(£c) = 1, X(e ) = 1 oraz uwzględ­
niając w nich (1.3), otrzymamy równania stosowane w teorii liniowej.

Wypisując warunki równowagi dla elementu płyty przy obciążeniu poprzecz­
nym p = p(x,y) i uwzględniając w nich zależności (1.2) otrzymamy równanie, 
które wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi określa ugięcie płyty. Rów­
nanie to ma postać«

. o . , n -2



W (1.4) przyjęto następujące oznaczenia:
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¡{(3-|)2[i + + (i*,2 [, + _±_^-
9 U * 2 1 (1~V)2 8y (1-9)2

- i

0 2w 82W r. 2 - 5 1 . , ,  32w\2 .S7 o " ? 11 'TT^J r (1.5)

Kz2 3>(z2£2)dz = D.,<p(£2), D, =

h
\  3

2Gz2x (z2e2)dz = D2f(e2), D2 - ji- 0.

OW przypadku zadania liniowego (f(e) - 1, |>(ć ) ” 1) operator P przyj­
muje postać operatora biharmonicznego (P— ■ ■ a  a  w).

12(1-42)
Lniowość

pują w zależności między średnim naprężeniem 6 i wydłużeniem względnym 6
p „ o , ,Funkcje <p(£ ), f(e ), określające nieliniowość fizyczną ośrodka, wystę-

- !P(ć2)£ (1.6)

oraz między intensywnością naprężenia T i odkształcenia e

§ - f(e2)e. (1.7)

Rozpatrywać będziemy tylko takie ośrodki, w których funkcje <p(£2), 
f(e2), uzyskane na podstawie badań doświadczalnych, spełniają następują­
ce warunki:

1 . f(e2), v(£2) e c2

2. -̂[<p(£2)£]° <f>(£2) + 2 y(£2)e2 ̂  > o,
(1 .8)

[f(e2)e] = f(e2) + 2f'(e2)e2^ v ¿  >  O

3. f(0) = J>(0) - 1
2 24. Krzywe <p(£ )£ oraz f(e )e są wklęsłe.



Z warunków (1-4) wynikają następujące ograniczenia na same funkcje <p i
f«

9(0) > -»1 f(f2)$ 0

(1.9) ’
f (0) > f (S2) > v 2 f'(§2) < 0

gdyż, dla przykładu«

*(i2) = l[9(£2)f]- l / Ą i x L  d£3yv
o

ę ( £ )  „ . A d l L ] € 0.

Analogicznie wykazuje się ograniczenia funkcji f(e2).

■ ■ ^  — ------------------------   Jędrzelczyk Jadwiga

2. Własności operatora ugięcia płvtv

Omówimy te własności nieliniowego operatora ugięcia płyty, które wyko­
rzystamy do modyfikowania teorii płyt nieliniowych i do konstrukcji zada­
nia wariacyjnego.

Oznaczmy przez L2(Si) przestrzeń funkcji sumowalnych z kwadratem w ob­
szarze SŁ , będącym zarazem obszarem powierzchni środkowej płyty, z normąj

llfll2 =/ f2(x,y)dQ. (2.1)

Za obszar określoności D(P) operatora P przyjmijmy zbiór funkcji czte­
ry razy ciągle rożniezkowalnych w SI =£łuP i spełniających na brzegu f-1 
obszaru S5, warunki t

w “ I f  “ 0 (x»y)S r  (2.2)

Obliczmy pochodną Gateaux operatora P,(rów4l.4))zdefiniowaną następują­
co (por.' [2] )i
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Pochodna ta wynosił
. 2

Ow 0x£ 'fl2  ̂9(£2)Ah + 2D1 j5̂ -<p(i2)P(w,h)A w +

+ ̂  Dg f(22)(3 | D2 f'(e2)H1 (w,h) (3 - y^-AW^H

+ T= T  + 2 D1 ẑSig)(i2)p(w,h) a w +

+ j  D2 f (e2 )(3 ^  Ah) + |  D2 f'(e2 )H1 (w,h) (3 ^  a  w ) |  +

*2 r
+ 2 D2 e S y j ^ 2) fely + 2 i'(52) ^(w.h) | ^ L~2> (2.4)

gdzie F (w,h), H^(w,h) są formami biliniowymi, zdefiniowanymi następują­
co!

p(w,h) = A (j£f)2 ( Ą  Ą  +  £ *  +  i z  Ą  +  Ą  Ą ) ,
6x Ox ©y 0y Sx ©X Oy

24 i a2w s2hj

(2.5)

H1 (w, h) = 4 [2 + —ŁLj £f| i!k]+ [2 + --- =_̂ j +
9 1  (1-i)2 ox2 ox2J (1-łr Qy ©y‘

, c a2w a2h r. 293x8y axsy L1 ^ ] Ą Ą . [ ,  . _ L L ^ 1  £ f w£h 0<^ 1
(1-9)2 ox2 0y2 (1-9)ZJ Oy2 ©X2 2*

Jak widać, operator P(h) jest liniowy ze względu na h.
Obliczmy wielkość (Pw h1, h2) dla h.,, h2,we D(P). Korzystając z defini­

cji iloczynu skalarnego w Lg(ii) oraz z- (2.4) otrzymamy:

(Pw hv  h2) =| h2 l ~ ? [D1 i r T « £ 2)^i + 2Dn ^'P'(£2)F(w,h1)A w +
2

+ } D2 f (e2) (3 A h l )+ § D2 f,(e2)H1(w,h1)(3 0  - g ż » ) ]  +

+ fD 1 T = T  9(£2 ) A Ł>i + 2D1 9'(£2 )F(w,h1 )a w  +

2

+ i D2 f(e2)(3 ^  - }=T A h,) + § D2 f'(e2)H1(w,h1)(3 — £ - }=^aw)] +

+ Hey tf(if2) SSe? + 2f(e2)H1(w,h1) y y l  da.

i ° y ‘

02h

Całkując dwukrotnie przez części wyrażenie (2.6) i uwzględniając (2.2) 
otrzymamy:
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(p; hv h2). = J{9 D1 ^[i>(ć2)P(br h2) + 2p'(£2)P(w,h2)F(w, b1)] +

dfii (2.7 )

gdzie H2(w,h) jest formą biliniową, określoną następująco:

Łatwo zauważyć, biorąc pod uwagę (2.5), (2.7) i (2.8) że:

(p; h1t b2) * (p; h2, h,). (2.9)

Ponieważ, (P̂  łtj,-h2) nie jest symetryczne, więc zgodnie z twierdze­
niem z [5] operator Pw nie jest operatorem potencjalnym, czyli nie ist­
nieje funkcjonał, którego gradientem byłby operator P.

Z drugiej strony wiadomo, że istnieje funkcjonał energii całkowitej, 
przyjmujący w stanie równowagi wartość najmniejszą.

Rozwiązanie równania operatorowego i minimum funkcjonału muszą być ze 
sobą równoważne. Aby zachować tę odpowiedniość proponujemy, w ramach sto­
sowania hipotezy elementu normalnego, przyjąć przybliżoną wartość H1(w,w) 
w postaci:

OPrzy zmianie tej, funkcja f(e ) zachowuje własności (1.8) i w równaniup p(1.4) funkcję f(e ) należy zastąpić przez f(e ).
Obliczając ponownie wyrażenie (Pw ĥ , h2) otrzymamy:

(Pw h1< b2) = | { 9 D1 T = Ś M  ■Pi^)i’(h1,h2) + 2 P(£2)P(w,h1)P(w,h2)] +

+ ^ D2[f (e2)H2(h1,h2) + 2 | f'(e2)H2(w1,h1 )H2(w,h2)]l dii. (2.11)

+ \  D2[f (e2)H2(hv h2) + 2 f'(S2)H1(w,h1)H2(w,h2)]|
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Jak łatwo zauważyć:

(p; hv  h2) = (Pw h2, h1 ) (2.12)

i zgodnie z twierdzeniem z [5] operator P Jest operatorem potencjalnym. 

Twierdzenie 1
Wyrażenie (P̂  h, h) dla w, hsD(P) spełnia nierówność:

(Pw h, h) > -r2 I I  h I I2, v-cosnt (2.13)

Dowód
Biorąc pod uwagę (2.11) otrzymamy:

(Pw h,h) -J \ yD1 ^ . [ 3>(e2)F(h,h) + 2y(ij2).P(w,h)P(w,h)] +Si. I

+ ^ D2 [f(e2)H2(h,h) + 2f'(e2) | Hg (w, h)Hg (w,h)]| dSi. (2.14)

Z nierówności Schwarza dla form F(w,h) oraz H2(w,h)

H2(w,h) $ H2(w,w)H2(h,h) (2.15)

oraz z warunków (1.8) otrzymamy:

(P̂  h,h) > J-f9D1 + 2ip‘ (f2)F(w,w)] F(h,h) +
SI ^

+ ^ D2 [f(e2) + 2f(e2) | H2 (w,w)] Hg(h,h)} dfi. (2.16)

Uwzględniając w powyższej nierówności ograniczenia (1.8)2 oraz 
definicje (2.5) i (2.8) otrzymamy:

(Pw h,h)> / [9D1 ^ ■ « 1 F(h,h) + ̂  D2 «2 H2(h,h)] dil>

I  t ( 4 ) 2  * 2 4  4  . 2(^6.)2] d„, (2.,7)
ft 0x 8y 0X2 0y ®XSy

gdzie: fi = min (D̂  "K̂ Dg Kg 51 0» 0<
Pamiętając, że heD(P) i stosując w (2.17) dwukrotnie nierówność Frie- 

drichsa [6]
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otrzymamy:

(Pw h,h) > §£ / h2 da. (2.19)
sfc

Z nierówności (2.19) wynika, że pochodna Gateaux operatora P jest do­
datnio określona, czyli że spełniona jest nierówność (2.13) - ze stałą
„2 2xi , iK = -jy cbdo. 

c

3« Funkcjonał zadania

Z własności operatora P i twierdzeń podanych w pracy [3] wynika, że 
dla równania P_ = p(1.4) rozwiązanie:

(i) - istnieje, w obszarze D(P)|
(ii) - jest jedyne;
(iii) - minimalizuje ono funkcjonał.

1
<t> (w) = J (Ptw,w)dt - (p,w) w D(P) (3.1)

0

oraz (iv) element wQe D(P) minimalizujący funkcjonał (3*1) spełnia równa­
nie Pw o p.

Korzystając z definicji operatora P, wyrażenie (3.1) zapiszemy w po­
staci:

2.2w, S2w,J (Ptw, w )dt = J df f w iP(t2i2) jEt AWt + T f (t2e2̂(3
0 0 a

. 1^1 Aw)t]+ [D 1^. 9(t2£2)t&w + £  f (tŁ e2) (3I Tl gyC I I Tl .> Q^c.

Sx‘

1-2-S ,2 r „ *2.
+ 2 dby fD2 f^ 2fc2) txfy *] (3.2)exsy L 2 ' y 8X8y

Całkując dwukrotnie przez części wyrażenie (3.2), uwzględniając dalej
(2.5) i (2.10) otrzymamy:

J (Ptw, w) dt = J t dtj [9 D.j Y5^‘5’(t2i2)p (w»w) +
0 o a

+ | D2f(t2e2) | H2(w,w)]dt. (3-3)



Równoważność wariacyjnego i operatorowego.... 109

Zamiana zmiennych

2 ? 2 2 = t £ , " * e

doprowadzi całkę (3• 4) do postaci:

1 p fF(w,w)
J (Ptw,w)dt = J dftó J | D1 «p(v̂1 )dY) 1 +
0 41 L 0

^  H 2 (w ,w )l2 vw »vy j -|
I0 J dii.

Przyjmując oznaczenia:

T. (w,w) = F(w,w)

Tg (w,w) = | Hg (w,w) 

g1 (»Ii) - ) I D1

g2(1)2  ̂“ f(l̂ ) i d2

można funkcjonał (3.1) zapisać ostatecznie następująco:
r 2 ’ri(w>w)

/ X J stM̂ n
Si .i-1 0

(3*4)

(3.5)

(3.6)
Si

Funkcj*M& (3.6) na podstawie (1.8) meże być rozpatrywany w przestrze­
ni Sobolewa W2 (ffl). Minimum tego funkcjonału w tej przestrzeni istnieje
[6] i jest ono rozwiązaniem uogólnionym problemu brzegowego (1.4), (2.2)
z modyfikacją (2.10).
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3KBHBAJIEHTH0CTB BAPHAHTHOil H ONEPATHBHOM TPAKTOBKH 

IUIACTHH «HSHHECKH HEJIHHEilHHX

P e 3 jo m  e

B pa6oie oCcyacjjajoTCJi HejcoTopue CBoiicTBa onepaiopa ypaBHeHHH nporada t o h - 
k h x  miacTHH, reoMeipauecKH jiHHeitHHx h  $H3HvecKH HejiHHeiiHbix (ueHip Kayjjepepa) . 
O ixapaacB  sa s t h x  cBOgoTBax, b npesejiax rHnoiean HopuaJiBHoro sjieMeHia, npoBo- 
AHT c k  MOAH$HKaiuta sToro onepaiopa a $opMHpyeicH npofijreMa BapnaHiHO.

EQUIVALENCE OP VARIATIONAL AND OPERATIONAL CONCEPTION OP 
PHYSICALLY NONLINEAR PLATES

VS u m m a r y

In the paper some properties of the thin plates deflection equation o- 
perator have been discussed. The plates are geometrically linear and phy­
sically nonlinear (Kauderer’s medium).

Basing on these properties, within the hypothesis frame of a normal 
element, this operator has been formulated in a variational way.


