ZESZYTY NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ mi

Seria: Matematyka-Fizyka z. 29 Nr kol. 559

Jerzy KLAMKA

Instytut Automatyki Przemystowej i Pomiarow -
Politechnika Slaska

Lestaw SOCHA

Instytut Mechaniki Teoretycznej -
Politechnika Slgska

STEROWALNOS6 STOCHASTYCZNA NIELINIOWYCH UKLADOW DYNAMICZNYCH

Streszczenie. W pracy przedstawiono zagadnienie -sterowalnosci
stochastycznej dla liniowych i nieliniowych uktadéw dynamicznych.Ko-
rzystajagc z metody stochastycznej funkcji Lapunowa podano warunki
wystarczajace sterowalnosci stochastycznej. Otrzymane w pracy wyni-
ki zilustrowano prostym przyktadem.

Wstep

Jednym z podstawowych probleméw teorii sterowania jest zagadnienie ste-
rowalnosci uktadéw dynamicznych. Przy rozwigzywaniu tego zagadnienia w de-
terministycznej teorii postugiwano sie réznymi metodami, miedzy innymi w
roku 1971 Gershwin i Jacobson w swoim artykule [1I] do badania sterowal -
nosci ukdadéw nieliniowych wykorzystali metode funkcji Lapunowa. Metoda
ta i wyniki przez nich uzyskane pozwolidy grupie japonskich badaczy na u-
og6lnienie zagadnienia na uktady opisane stochastycznymi roéwnaniami Ito
21. [31-

W niniejszym artykule bedziemy sie zajmowali badaniem sterowalnosci sto-
chastycznej uktadéw nieliniowych opisanych stochastycznymi réwnaniami lto-
Gichmana. Otrzymane wyniki sg uogélnieniem wynikéw zamieszczonych w [2] i

[3]-

Postawienie problemu

Bedziemy rozpatrywa¢ uktady dynamiczne, na ktére dziatajg procesy sto-
chastycznie ciggte o przyrostach niezaleznych.

Poniewaz kazdy stochastycznie ciagty proces s(t,w) o przyrostach nieza-
leznych, mozna przedstawi¢ w postaci sumy continuum niezaleznych proceséw
Poissona skokowych i procesu Wienera. Mozna to zapisa¢ w sposéb nastepu-

Jacy:
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&(t) =!w(t) + | 3(t, dx) + / (t,dz),
lxli < 1 lIxli>1

gdzie:

9[t,A] jest miarg Poissona, ktérej rozktad prawdopodobienstwa jest o-
kreslony wzoremj

@ n(t,A)db)k :

t =
POHEAl = kK}= - = - exp[—\] x(t,A)dt],

0
t

gdzie Ir(t,A) jest pewng miarg nielosowa, spedniajacg warunek ~Tr(t,A)dt< 0

dla kazdego T 0 oraz dla kazdego zbioru A nie zawierajacego w sobie

{o} 6Rn,

2(t,A) - 2(t,A) -j ir(t,A)dt
0

N ~ proces wienerowski niezalezny od miary 9

W zwigzku z tym w dalszej czesci pracy bedziemy sie postugiwaé¢ formutag
Ito-Gichmana.

dx(t) » FCE,x(E), u(t,x))dt + GCt,x(E))dw(t)+ 1 t(t,x (), V) 9(dt, dv),
Rn
R (€Y}

gdzie:
f(t,x(t), ut,x(t))), G(t,x(t)), ~(t,x(t),v) - sg funkcjami determini-
stycznymi,
f,"} - przyjmuja wartosci z En, te[o,T], xeEn, veEn,
G - jest macierza nxp,
u(t,-) - jest wektorem sterowania m - wymiarowym o wartosciach z prze-
strzeni Em (mgn),
w(t) - jest p-wymiarowym procesem Wienera,
3(t,A) = 9(t,A) - tir(d),
9(t,A) - jest miarg Poissona w EI,

E9(t.A) = tir(d),

proces w (t) i miara 9 (t,A) sa niezalezne.
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W dalszej czesSci pracy bedziemy zaktada¢, ze speknione sa zatozenia
twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan [4]-

Definicja
Méwimy, ze stan poczatkowy x0 ukdadu 1 jest stochastycznie £ -sterowal-
ny z prawdopodobienstwem 9 w sensie normy kwadratowej wzgledem okreslone-

go zbioru docelowego z normg fF w przedziale czasowym [0, ©Y , jeSli ist-
nieje sterowanie u(t,x) takie, ze:

XL 23E | x(0) = xQO-€ 1 - S, &)

gdzie: 0<?<1, |

W rozwazaniach naszych bedziemy sie postugiwaé¢ funkcjag V(t,x), ktéra
ma ciggte pochodne wzgledem czasu te[0,+ °0) i ciagte pierwsze i drugie po-
chodne wzgledem wspétrzednych przestrzennych xeRn, gdzie x » x(t) jest
rozwigzaniem réwnania stochastycznego (1).

Korzystajac z formuty Ito - Gichmana [4] mozemy wprowadzic operator
rozniczkowy L(.), ktory dziata na funkcje V(t,x) w sposéb nastepujacy:

Lv = f(t,x,n) + \ tr[sT(t,x) »

- 6G(E,x)] +fF JvLt, x +y (t,x,V)] - V(t,x) - H*(-fc,x,v)

Gkowne wyniki

Twierdzenie 1

Stan poczatkowy xg ukdadu (1) jest stochastycznie £ - sterowalny z praw-
dopodobienstwem 9 w sensie normy kwadratowej ze wzgledu na stan koricowy w
przedziale czasu, [o, t] , jesSli speknione sa nastepujace warunki:

1) Funkcja skalarna V(t,x) posiada ograniczone i ciagte pierwsza i dru-
ga pochodna wzgledem neEll oraz pierwszg pochodng wzgledem t, t # tj.

X)) Vi) > 1 xT (by) x(t.,) -
111) Istnieje takie sterowanie u(t,x), ze wzdtuz trajektorii uktadu (1}
zachodzi nieréwnosc:
L(V) € O,

gdzie L(V) jest okreslone wzorem (3).
17) Dla dowolnego warunku poczatkowego spedniona jest nieréwnosc¢:

v(t0,x0) e (1-?) £.



114 J. Klamka. t. Socha

Dowéd

Prawdziwos¢ tezy wykazuje aie w spos6b analogiczny jak w twierdzeniu 1
[2] - Korzysta sie z nieréwnosci Czebyszewa oraz warunku 111 i podobnie jak
to byto pokazane w [5] otrzymuje sie nieréwnosc:

fsup V(0 > £ 1x@ = x e | TN romopr @
su X ix = x 1« T oy— 0"
P e<t ' rad

korzystajac z Wkasnosci prawdopodobienstwa

i (t ,x)

r r 4 v
pJ sum V(E,x)>F|x(0) » i U pJsum V(t,x)>E£ [x(0) =>x k —— — o)
|trgtC- of 16 t € ~ f

z warunku (1) i (11) otrzymujemy:

Zajmiemy sie obecnie badaniem sterowalnosci uktadu liniowego opisanego
nastepujacym réwnaniem:

dx(t) @ F(E)x(t)dt + C(E)u(t,x)dt + x(t) 6 (t)dw(t) + J D(E)x(t)3(dt dv)

Rn
Q)

gdzie: F C, D sa macierzami odpowiednio o wymiarach n*n, n«m, n*n oraz
0O(t) jest p-wymiarowym wierszowym wektorem, ponadto

J m(du) * = const.

Rn

Podamy teraz warunki wystarczajace sterowalnosci stochastycznej uk#adu

liniowego (7).

Twierdzenie 2

Stan poczatkowy xQ uk#adu (1) jest stochastycznie -sterowalny z praw-
dopodobienstwem ? w sensie normy kwadratowej ze wzgledu na stan koncowy
w przedziale ozasu [0, tJ , jeSli speknione sg warunki (1) i (IV) twier-
dzenia 1 oraz nastepujacy warunek:

V) Istnieje ograniczona symetryczna i dodatnio zdefiniowana macierz S(t)
dla te(o, t[l speiniajaca warunek:
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z warunkiem koncowym:

S(t..) = ®

*
Dowod

Przyjmujac funkcje V(t,x) o, postaci:
V(t,x) = x1S(t)x (10)
oraz sterowanie
u(t,x) = - | CT() S(B)x [¢hD)

i korzystajac z (@) i (7) otrzymujemy:

L) = xf + FT(D)S(E) + S(OF(L) - S(E)C(E)CT (B)S(Y) +
+\ tr|6T (£)6()|s(t) + ALT (t)S(t)D(t)j x = 0. 12
Stad oraz z zakozenia (V) otrzymujemy:
LVEoO. K

Wykorzystujac warunek (9) otrzymujemy teze twierdzenia.

c.b.d.o.
Przyktad

Rozwazmy roéwnanie skalarne:

dx(t) = P x(t)dt + C u(t,x)dt + x(t)dw(t) + J D x(t) ? (dt,dv),
@

gdzie F, C,6 , D sa liczbami rzeczywistymi

At, jesli jlJ-CA
tir (A)
0, jesli [|1j-OA.

Korzystajac z réwnania Rikatiego (8)otrzymujemy nastepujacy warunek:

+2 P S(t) + C2 S2(t) + e2S(t) + AD2 S(t)= 0 S(t.,)=1.
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Rozwigzanie tego réwnania ma nastepujaca postac:

S(H =
(<t 1) exp A(t-tl) - |

A = 2F + 62 + AD2,
B = C2.

Definiujac e przez:

?= plIXCELIR<E [x(0) = xQ

i korzystajac z warunku IV otrzymujemy:

‘max = 1 “ E x& s(®) Xg

~ e, 1
T 0 it BSexp (A" tH— B

?max

Twierdzenie 2 mozna rozszerzy¢ na nastepujaca klase uktadoéw nielinio-
wych:

dx(t) = F()x(t)dt + h(t,x)dt + C(t)u(t,x)dt + x (t)6 (t)dw (L) +

+ J D(t) x(t)i (dt,dv), 3)
En

gdzie h(t,x) jest n-wymiarowa nieliniowg funkcja wektorowg. Wéwczas, aby

teza twierdzenia 2 zostata spedniona, musi dodatkowo zachodzi¢ warunek:

V1) Nieliniowa funkcja h(t,x) istnieje i spetnia warunek

C() q(t,x) + h(t,x) = - pCOR(LIX,

gdzie:
q(t x) - jest m-wymiarowa Ffunkcja wektorowg deterministyczng, zadang w
przedziale czasowym [0, ©Y] .
p(x) - jest nieujemna deterministyczng fHPkcja skalarna;
R(E) - jest macierza n*n taka, ze SR + R S jest dodatnio okreslona.
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Dowéd tego twierdzenia wynika natychmiast, przyjmujac bowiem

u(t,x) =" CT(B)S(t)x + q(t,x)

oraz V(t,x) tak jak w poprzednich twierdzeniach otrzymujemy:

1V(E,x) = xTli-]iH + FT(OS() + S(OF(L) - S(t)C(L)CT (B)S(L) +

+

tr] 6T (B)6(L)] S(t) + ADT (£)S(E)D(L)j X + 2 xT S(t)

[c(t)a(t,x) + h(t,x] , as
stosujac warunek VI otrzymujemy:
L V(t,xJ = - p(X) xTjs(t)R(t) + RT()S(t)j- x « O,

z czego wynika teza twierdzenia.

Uwagi ogo6lne i1 wnioski

W celu wyznaczenia zaleznosSci Tfunkcyjnej miedzy wielkosSciami ?max» « ,
t, tl dla danego Uktadu mozemy postuzy¢ sie nastepujaca procedura [2]-

1. Dany jest stan poczatkowy i obszar docelowy okreslony liczbg £ oraz
czas koncowy t".

2. Rozwiagzujemy roéwnanie Ricatiego z warunkiem koricowym S(t") = j 1 znaj-
dujemy wartos$¢ poczatkowa S(0).

3. Wyliczamy ? =z roéwnosci powyzej i rysujemy zaleznosci miedzy f i a z
wartosciag t jako parametr.

Warto podkresli¢, Zze chociaz metody dowodzenia twierdzen sa podobne do
metod stosowanych w [2] i [3], jednak rozwazana klasa uk#adéw dynamicz-
nych jest szersza.

Zauwazmy, ze w podobny sposéb mozna poda¢ kryteria sterowalnosci sto-
chastycznej z prawdopodobienstwem 1.
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CTATHCTHHECKOE ynPABJIEHHE HEJIHHEMHHMH 1*HHAVH*ffiCkKHVH CKCTEMAMH

Be si » e

B padoie npeflcTaBjieHH Bonpocu - cToxacTngecKoro ynpasxeHH« jyia jiHHeTiHbix
h HejiHHedHux AHHaMjigecKHX cHCTeM. HcnOjiB3y.fi MeioR cioxaciHvecKOM (JyHKinm Jla-
mnyHOBa, npHBOfljuca ~ocTaiogHHe yoJiOBHa CToxacTHnecKoro ynpaBJieHHH. UojiyveH -

HHe b padoie pe3yxBTaiM npoHJunocTpHpoBaHM npociuM npHMepoM.

STOCHASTIC CONTROLLABILITY OP NONLINEAR DYNAMIC SYSTEMS
Summary

The stochastic - controllability of continous nonlinear stochastic dy-
namical systems is considered. Using a stochastic Lyapunov - like approach,
the sufficient- conditions for stochastic - controllability are formulated.

Finally a simple example of stochastic - controllable systems is ilso pre-
sented.

Praca wptyneta do Redakcji
w pazdzierniku 1976 r.



