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UKEAD ROWNAN ALGEBRAICZNYCH O MACIERZY RZADKIEJ METODY
WARIACYJNO-ROZNICOWEJ ZAGADNIENIA TARCZOWEGO

Streszczenie: W prac% podano ukdad rownan okreslajacy ﬁar('jzyblizo—
ne rozwigzanie zadania brzegowego _teorii sprezystosci. Uk#ad™ ten ce-
chuje istotnie mniejsza liczba dziatan w nim wystepujacych w porow-
naniu ze znanymi uk¥adami otrzymywanymi dla tego zaOadnienia metoda
roznicowa-

Wstep

Metoda elementu skonczonego sprowadza rézniczkowe zagadnienie brzegowe
do zadania polegajacego na rozwigzaniu ukdadu liniowych réwnarn  algebra-
icznych, na ogét o duzej liczbie niewiadomych. Jedng z dobrych cech takie-
go ukdadu (ze wzgledu na jego rozwigzywanie) jest maka liczba dziatan wy-
stepujacych w ukdadzie - macierz rzadka ukdadu.

W pracy niniejszej porownano (ze wzgledu na liczbe dziatan) dwa ukdady
rownan, okreslajacych przyblizone rozwigzanie zadania brzegowego, wynika-
jace z przyjecia dwoch réznych przestrzeni Rn (tj. przestrzeni o roznych
bazach) .

Wykazano, ze proponowana metoda prowadzi do ukdadu réwnan o istotnie
mniejszej liczbie dziakan, a rzad zbieznosci metody jest taki sam jak me-
tody roéznicowej -

1= Sfo audowanie mrobiemu

Niech dany bedzie obszar 0: ={(X,y): o<x<a, o0=y=b). Nalezy znalez¢ ta-
ka funkcje wektorowg w « ‘u, u), ktdéra speknia nastepujace warunki:

(1.1)

P2 dla (x,y)6 D,
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fiv au_ -~
Ox Q= 11 ¢-2)

fy +idfix = f2 dla (X,y)6](X,y):xe(0,2) A (y = ovy = b,
u,v) =0 dla &yY)s *(x,y) sye (0, b) a « = ovx = aj-- .3

Rownania (1.1), (@.2), (@.3) okreslajg pole przemieszczeh  tarczy u-
twierdzonej na brzegach, odpowiadajacych x=0, x=a i obcigzonej na
brzegach, odpowiadajacych y=o0, y=b.

Wariacyjne sformutowanie zadania polega na minimalizacji funkcjonatu,
postaci:

W) =w@ - 1w [(=))
w zbiorze w(@)

gdzie W(w) jest danym funkcjonatem kwadratowym, I(w) - funkcjonatem linio-
wym 9

Przyblizonego rozwigzania sformutowanego w (1.4) zadania poszukiwa¢ be-
dziemy w zbiorze funkcji liniowych w tréjkatnych podobszarach.

Rozwazmy dwie rézne konfiguracje trojkatnych podobszaréw  obszaru D

(ys. D

a/ b/
Rys. 1

Kazdemu z podziatow a), b) obszaru D na trojkaty prostokatne odpowiada
przestrzen Rn funkcji liniowych w poszczegélnych trojkatach. Przestrzenie
Rn, odpowiadajgce podziatom a), b), maja tylko wspolne elementy liniowe w
obszarze D. Sg wiec roznymi zbiorami funkcji liniowych w rozwazanych po-
dobszarach.

"M\ 1 ifj

f. 21
s 3 j?ﬂ,(/_ou;zi a2l |, u , S\\2 , ,su , Ov, L dxdy,

() J 4 Aex+sy) £ By #

Iw) =4/f .wdxdy + g f.wdl, P= @ P, f=(, .
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Podziat a) jest znanym klasycznym podziatem, stosowanym w metodzie ele-
mentu skonczonego, a odpowiadajacy mu ukdtad réwnan jest ukdadem otrzymywa-
nym metodg roznic skonczonych.

W przypadku podziatu b) otrzymany ukdad jest ukdadem réwnan o macierzy
istotnie rzadszej w stosunku do6 macierzy ukdadu odpowiadajacego podziato-
wi a).

2. Poréwnanie ukkadéw réwnan

Przez poréwnanie ukdadow réwnan odpowiadajacych podziatom a, b) rozu-
mieC bedziemy! pordéwnanie rzedow zbieznosci ciagéw przyblizonych rozwig-
zan - okreslonych tymi Ukkadami oraz pordownanie ilosci dziakan wystepuja-
cych w poszczeg6lnych ukdadach.

Twierdzenie 1

Jezeli rozwigzanie zadania (1.1), (@1.2), (@.3) w 6 W*2\D), to rzedy
zbieznosci ciggow przyblizonych rozwigzan odpowiadajacych podziatom a) i
b) sa réwne.

Dowdd wystarczy przeprowadzi¢ dla w eCM(D).-

Oznaczmy przez w” funkcje nalezacg do Rn i taka, ze ij = w wierzchok-
kach tréjkatnych podobszardow.

Wtedy
X. = X
= AL h ), gdzie: 1 i=1,2
X2 =y
w punktach dowolnego trojkata obszaru D,
Stads
IW-w<] =1udl =g( h), @.1)
Ut
tow.
Wariacja funkcjonatu (1.4) jest réwna:
sl(w) = w(w, i) - 1 (j), €-2)

gdzie W(w,|) Jest funkcjonatem dwuliniowym i W(w,w) = 2 Ww).
Warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia minimum funkcjonatu (1.4)
jest rownosc:
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"7 zbiorze Rn warunek (2.3) ma postac:

WY Sn* " 1(*n) = 0

Odejmujac stronami (2.3), (2.4) otrzymujemy dla | =% réwnosc:
w(* - *n, In) = o.
Podstawiajac w (2.5) - wn otrzymamy:
W(aw, wE - wn) + 2 W(w~ - wfl) = 0 @-.6)

Poniewaz funkcjonat W(w) jest dodatnio okreslony ([1] ), zatem:

I FI2€ M(TellA"n]2 +FfK  -*n]|2)* @)

gdzie £> 0,
skad:

S~ VLA 3

Z (2.1) i (2.8) otrzymujemy:

< -wj =° (n) 29

Z (2.9) 1 (2.1) dostajemy:

- "l = 0 ox (2.10)

Wykazalismy zatem, ze w przypadku a) i b) rzedy zbieznosci ciggow przy-
blizonych rozwigzan sa réwne.

Rownania okreslajace przyblizone rozwigzanie zadania brzegowego mozna
otrzyma¢ na drodze minimalizacji calkowego funkcjonatu (1.4) w zbiorze
RnCWg (por. [2])-

V/ zbiorze tym, po wykonaniu wystepujacych w funkcjonale operacji, sta-
je sie on funkcja kwadratowg wielu zmiennych. Minimalizacja funkcji kwa-
dratowej generuje ukdad réwnan liniowych okreslajgcych element nalezacy
do przestrzeni Rn i1 minimalizujacy funkcjonat.

Nalezy zauwazyC, ze rownania rézniczkowe Ffizyki matematycznej wynikaja
z bilansu wielkosci fizykalnych (np. energii, sit) dla dowolnego pcdobsza-
ru rozwazanego obszaru. W zwigzku z tym ukdad réwnan okreslajacy przybli-
zone rozwigzanie rozwazanego przez nas zadania mozemy otrzyma¢ dla prze-
strzeni RnCWg z réwnan réwnowagi dla dowolnego podobszaru zkozonego z°*
wszystkich tréojkatow o wspélnym wierzchodku.
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Wezmy zatem pod uwage plaski stan naprezenia, okreslony przez napreze-
nia r~, ri2 = r 1. Naprezenia te wyrazajg sie jak wiadomo poprzez
przemie€. oser.ia u, v odpowiednie w Kierunku X, y w sposéb nastepujacy:

T " <*+2,0 §£+*8*
r22—/\+(*+2/\)f22 Q-ll)

"2 = T2

gdzie A ,” sa stabymi Lamego.

Oznaczamy przez t » (%, 12) naprezenie w przekroju przechodzacym przez
punkt (X,y) z normalng n.
Wéwczas

41 " 11 + T24 m*

€-12)

- 2n + 2P ra>

gdzie 1 =cos (h,X), m=cos (, y)."
Wezmy w obszarze D dowolny podobszar postaci jak na rys. 2.
Réwnanie rownowagi dla tego podobszaru ma po-
stac:
4
s N 11 + 2hilR2 - ©» .13
i=1
gdzie s oznacza ddugosS¢ boku podobszaru, Po -
Srednig wartos¢ funkcji wektorowej ? w podebsza-
rze, i1 - jest kolejnym wskaznikiem boku podobsza-
ru.
bdstawiajac (¢-11), (2.12) do (2-13) otrzymu-
jemy rownanie réwnowagi o postaci
N

h_h
1A+ 2fij . - u?ycosa + fi (1,- - Uy) sina — P ?1 (.19

A+ 2u i, - vy ;sina + (vA - Vl) Cos« = ﬁ%hz ¢

gdzie u , v,, u,, vj. su ilorazami réznicowymi lub uogdlnionymi pcehoén® -
mi funkcji z R
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Dla podobszaréw postaci jak na rys. 3 w sposéb
analogiczny otrzymujemy réwnania postaci;

(7\+2f]) (Ux-u-)cosa+/I(Uy-Uy dsinct+(a+,n) €k
-1 2 hihp
- VX ) sinot F1 .15
+ 11
F&2,u) (Ww-v-)sin«+N(vx-vs Yooaot+ (/) (N

m L 2 h.h,, *
- ily 1) cos«k —— ——- F2,

gazie:

vi.np Virlait uy -

Podobszary majace czes¢ wspdlng z brzegiem obszaru D mogg by¢ posta-
ci jak na rys. 4.

Rys. 4

Ha rys. 4 uwzglednilismy tylko podobszary majgce wspélng czes¢ z brze-
giem y = b. Ha pozostatych brzegach wystepowa¢ mogg figury typu wymienio-
nego wyzej -

Réwnanie réwnowagi dla podobszaréw przedstawionych na rys. 4 sg odpo-
wiednio postaci:

NND i *
(N\+2,1) (ux-Ug)cosa-,u(2uy+vx+vs)sina= - F1 - 2 f~sina

N vx"'vx)cCs«—[2(M2M)v7+Mux+u”)] sina = - hinz _ 5 fg sina (2.1b)

A+2/1) (U -ux)cosa-QQRUIKFVX 1Y "™ AB"17"")sinoc+tA(vxX-vXx *1/2)sina =
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/'(W-v-)eosa-[2 A2;U)W+A(UN "2+1C172)sincHU(iIG1 -u”1  )cosa =

Dla podziatu a) obszaru D, przedstawionego na rys. 1, odpowiednie réw-
nania majg postac;

(A+2,1) (Ux-us Yoosot Uy -I"P)sinnt MAHT) (V=172 + vIIN2 - vx)sino=
.19

M vx-vx)COM+ (A+2/D(w-V§)sinat+ TA+a)(y“L 1/1+ uT1~1-Uy)eosa =

Rie podajemy tutaj rdéwnan odpowiadajacych podobszarom majgcym czesc
wspolng z brzegiem, jako ze istotne rdéznice wystepujg miedzy  réwnaniami
odpowiadajacymi podobszarom wewnetrznym obszaru D.

Poréwnujac ukdady réwnan (2.19) z ukdadem réwnan (2.14) i (2.15)stwier-
dzamy, ze liczba dziatan wystepujacych w ukkadzie (2.19) jest istotnie
wieksza; por. p. 3* Oznacza to, ze macierz uktadu (2.14) 1 (2.15) jest
istotnie rzadsza.

3. Pordwnanie ukdadéw réwnan
Rozwaza¢ bedziemy rozwigzanie zadania (1.1), (1.2), (@-3) w przypadku,

gdy A#J, h, =h2, F=0, f1=f2=0 dla y=0 i f1=0, f2=
dla y = b.

Przyjeta wartos¢ funkcji 2 i warunki Aqu, = h2 oraz § = 2 powo-
duja,- ze uktady réwnan okreslajace przyblizone rozwigzanie zadania nie za-
leza od parametréw a, b, hl, h2, = Wspodczynniki wystepujace w ukda-

dzie (1.1, (@.2) wyrazajg sie poprzez A i p, nastepujaco;

2 przyjetych warunkéw brzegowych wynika, ze funkcja u Jjest parzysta
wzgledem prostej x = s
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Przy powyzszych warunkach ukfadom réwnan okreslajacym przyblizone roz-
wigzania odpowiadajace podziatom a) i b) mozemy nadaC nastepujgca postac;

M.o.(u) - A O(v) =0,

NV - ~ACu) - fij. e
gdzies
Mo @) - »ij-0~Stu.~+un."N) - 0,125 Wi fj+rux—],j)*
A J(v) - 0,125(vi+1fj+vij_i+v._1+vi +1-2vi rvi+ijj_1-vl_i>j+i)t
Nij (D * vi3-0»375(Ti+ifj*Vi.ifI)-0FL25Vifj+i+Vifj.i)F
Bij(u) = 0,125Qi+i,jrui+itj+uifj+l+ui-1,j uij-1-2uij-ui-1,j+1 *©
" i+l _j-15,
i = 2(H2-1, j = 2(1)N1-1;
Mij(u) » ui .-0,375(u.tj++uij. 1)-0,25 . u”™ .,
A..(v) = -WF3+1)].
G.2

NijQ) “ vij ™ °>75 vi-1,j " ©7125(vi,j+l+vi, j-1)’

~
<
A

0«125[uts5—-i i+2 Ui_i > Ui J“Ui_i (J+i1) + uit +1]
i =N2, jJ»2@MW-15

Mij @) = uij“c»375uij+1,HiI-1) " °*25 Ui+l,j”

AT M)

0,125 vij+l + Tif3-1 + 2 (VI+1fi - vij - vi+1>. 1),

Nij@) “ vij ™ °775 Ti+l,j - ©125°(vi,j+1 + vi,d~1F
Bij (U) * °.125[ui,j+i + «i.j-1 + 2<«i+l,j * °i,j “ ui+l,J-1>]"

i=1, jJ=2(1)N - 1;
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lilg(v) = 0,375 (VI+1f3 + v._1f ) + 0,25 *u j _ *
Bij u* =°>25 (ui,j-1 ~ ui+l j-1™~

JrN  i=2Q)U2 -1,

Nij(v) = vij - °775 vi-1,j - °725 vi,j-1"

0,25 ulfJ 1t

Bij(w)

i =H2, j=mu5

V. V> =vid - °*75 Ti+l1.3 = 7’25 Vi,j-v
Eij‘u% = '"»25 ut,j_r
i=1, jJj=Nr
uij “vij = * 1=11 "Kgj 3-1,
fij “°* 1 =1(1»2-1_ .3 -2(1)Hj*
fij = 1=V 3 =2(1 WMr
przy czytn réwnania te dotyczg podziatu jak na rys. la).

W przypadku podziatu b) M“(u), 1., j() 33 identyczne jak w
a), natomiast A..(V) i BIJ(U) maja postac:

Alj(v) = °7125 (vi+l,j+1 + vi-1,j-i " Vi+l,J-i ~ vi-1,j+1>"

= 0,125 <ui+lfj+1 + - u._143+1),
dla 1=2) U2 -1, J= 3(ON1L - 2,
lub 1 =3(2VH2 -1, Jj=21, -1,
Aij(v)="-,
B..(u)=0, L -
dla i s2(2)N2 - 1, j o= 2(2)11., - 1,

lub §ia3(H2 - 2,  j = 3(»l - 2;

127

przypadku
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V. v>= °7125(vi,j-1 - A j+15° G.3)
Bid(u) - 0,125@*. ., - uif +1),

dla i =N2, j=3@)XK1-2,

A..(v) = 0,125[vi>j+l - vi>_ 1+ 2(v._14. 1 -v._. 1j+1)],
Bi;j() = 0,125[uiij#l - + 2Qi_-],jJ-1 “ vi-1,j+D]»
dla i=N2, j=2@1" - 1;

A+;j(v) = 0,125 (vi_;jjl -

B..(u) = 0,125 (ui>j+l - ui>; M),

dla i=1, j=3)" - 2;

Bij(u) -0

dla i -3N2 -2, j=N,,

BI3(@W) = 0,25 - ui+=j ; M),

dla i =2@)N2 -1, j=H.,;

A ™ %% ey

B4R = -2 U g ¢

Ai3(V) = 0,125 [vifqi -vif3+l + 2(vi+1>+41 -vi+lf3_13],
Bi(w) = 0,125[ui>;j 1 -ul>;j+Hl+ 2ui+l™ {1 - Bi+l>;j 1),
dla 1=1, j=2(2)HL - 1.

Poréwnujac ukdad réwnan (3.1) o wspétczynnikach (3.2) z ukdtadem (3.1)
c wspotczynnikach (3-3) stwierdzamy, ze liczba dziatan w jednym 2z réwnan
ukfadu odpowiadajacego podziatowi b) jest mniejszaniz wodpowiednim row-
naniu ukdadu odpowiadajacego podziatov/i a).

Biorgc pod uwage réwnania odpowiadajace punktom wewnetrznym obszaru D
zauwazamy, ze liczba dziatan wystepujacych w tych réwnaniach wynosi
28(2n-1)"2 dla podziatu a) oraz 14(2n-1)2 dla podziatu b), czyli okoto 2
razy wiecej w przypadku podziatu a) (bez uwzglednienia punktéw brzegowych);
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jest to istotne przy rozwigzywaniu ukdadéw réwnan metodami stosowanymi do
rozwigzywania ukdadéw o macierzach rzadkich.
Przyktadowo rozwigzano uktady réwnan odpowiadajace podziatom a) i b),
przyjmujac = I2 = 5;9. Obliczenia wykonano na maszynie cyfrowej 'Y/ABG'.
Stosowano przy tym metode iteracyjng, w ktorej ciag kolejnych przybli-
zen okresla wzor:

Zi+l = Xi + X *1ri> G.9

gdzie:
Rt - AX1 - F,
P
I)<(—1 ri - Ri’ @3.5

przy czym tk(i:1,2,-_.,p) okres:flaja réwnanie:
P
QRi, rp +~ *1i(Ar*, rp =J. @(3.6)
k=1
Stwierdzono przy tym, ze czas potrzebny na wyznaczenie kolejnej itera-
cji w przypadku uktadu odpowiadajacego podziatowi b) jest istotnie krot-
szy niz w przypadku podziatu a).
Dla wyznaczenia 20 iteracji w przypadku ukdadu odpowiadajacego podzia-
towia) czas obliczenn wynosit 17min., a w przypadku drugim - 13minut.
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THE ALGEBRAIC SYSTEM WITH RARE MARTIX OP THE VARIATIONAL
DIFFERENCES METHOD OF SHIELD OF TWO DIMENSIONAL STRESS

1
Summary

In this paper there has been given the construction of linear system
which determines the approximate solution for the boundary problem of ela-
sticity theory. This system characterises indeed the" smaller number of o~
perations in comparison with the known systems used for this problem which
are received by a difference method.



