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PROBLEMY PRZEWYŻSZEŃ W DYNAMICE UKŁADÓW NIELINIOWYCH

Streszczenie. W pracy przedyskutowano problemy "przenoszenia się" 
przez układy nieliniowe o ̂ wielu stopniach swobody, łącznej gęstości 
prawdopodobieństwa położeń i prędkości. Poruszono aspekt równań dy­
fuzyjnych^ jak również zaproponowano nową metodę, nazwaną tu bezpo­
średnią, wyznaczania gęstości. Dyskutowane problemy są istotne z 
punktu widzenia badania problemu przewyższeń sygnałów wyjściowych w 
wielowymiarowych układach nieliniowych.

Niniejsza praca jest dalszą kontynuacją pracy [5], w której podano o- 
gólną koncepcję rozwiązania wielowymiarowego problemu przewyższenia. Oka­
zało się wówczas, że w problemie podstawowym tkwi zagadnienie wyznaczania
gęstości   . |^,..., ,... ,xN/t). Temu właśnie zadaniu poświę­
cona była poprzednia moja praca [6 ], w której omówiłem problem przewyż—
szeń sygnałów wyjściowych w przypadku liniowych układów dynamicznych.

Obecnie przedyskutujemy ten sam problem w przypadku układów nielinio­
wych.

1• Równania uogólnione Fokkera-Plancka-Kołmogorowa dla równań dynamiki

Nieliniowy układ opisany jest równaniami różniczkowymi o budowie:

91 ■=v i (q1,*.-,qlV(t,co).... |*(tf»), t) (i = 1,...,2N) (1.1)

Równania (1.1) zapiszemy krócej:

ą1 = V i (q,t,w) (1.1a)

gdzie prawe strony są procesami stochastycznymi zależnymi od wielowymiaro­
wego procesu wejściowego §i (t,w).

Dokonujemy na (1.1a) formalnego przekształcenia polegającego na podzie­
laniu i pomnożeniu prawych stron przez liczbę f, , którą będziemy uważali
ca małą
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ą1 = iP1 (q,t), (1.2)

gdzieś

Całkując (1.2) oti^zymaray:
t

A ą 1 = qi - qi (0) =t J F1 (q, t1, <o)dt.,. (1.3)
0

Załóżmy, że funkcja F1 (q,t^,io) jest rozwijalna w szereg potęgowy tzn. 
że można ją przedstawić w postaci:

Fl (q,t1,(0) a FŁ (q(0), t^u) +

gF^Cąto^t-j.uj) 1 d ^(jloJ.tj.u)
+ ---- " i r “ 2--- A<ł + £ ----- 5----ń 2--- A q m Aqn+... (1.4)

Podstawiając (1.4) do (1.3) będzie:

Aqł = £ j V ( q « » ,  t1,w)dt1 + £ J dt +
0 0 ć)q 1

. } 8V ( q ( 0 ) , t llM)
+ ęfJ ---- g m “ ii A(1 A(ł dt1 + •”  (1*5)

Jq °q
*1

Podstawiając w (1.5) pierwsze przybliżenie Aq m =t /  Fm (q(0),t2,<o)dt2 o-

trzymamy drugie przybliżenie ńą1

1/ t
\  , 2 i f  6Fi (q(0),t1,<o)

Aą1 = £ J F (q (0) ,  t-pO^dt., + tŁ J  J  ------^ ---- -----  Fm(q(0) , tgMjdt., d t2
n n ri ‘ł0 0 0

(1 .6 )

Jeżeli teraz (1.6) znowu podstawimy do (1.5) i ograniczymy się do wyrazów 
przy £J , to:

A qx = £ai| + £2 a2 + £3 a^ + ... (1.7)



Problemy przewyższeń w dynamice układów.. 157

gdzie:

(1.7a)

i | dFl (q(0),t1 ,aj)

Jo

i *f 8Fl(q (0)>

^ F (q(0), t2 ,id)dt2

'i3 'J 0qm

dt. j (1.7b)

1 eFm (q(0),t2.w ) [ ( « , , , 5----  |J Fn (q(0 ),t3 u.)dt:
Lo
rt.

8q
dt. .dt̂  +

+ 2 J ~  ■ J Pm (q(0),t2,UJ)dt2 | Fn (q(0),t3u))dt3jdt1.0 ®q 3qn Li J Lo
(1 .7 o)

Jeżeli przyjąć zerowe warunki początkowe ( A  q^(0) = 0) to = q*.
Przyjmiemy, że ruch układu zaczyna się w początku układu, oo w niczym nie 
zmniejsza ogólności rozwiązania; można bowiem zawsze tak przyjąć układ 
współrzędnych, ażełjy zrealizować to założenie.

Funkcja charakterystyczna procesu ą1 (t,<»0 (wyjściowa) jest następująca:

0q(u1» • • • «U2W* ̂  =

£  ł‘expl A  JT
2H
£

j-i > • •• l
(t)uJ v u3, > ’

s=1 j^ , • • • , j S"1
L(q) (1 - 8 )

gdzie:

k^l* ’ ̂ s (t) jest korelacją s-tego rzędu procesu ą^t.m) | 6 ]

*<l) <*>■ "(,) <*> ł

i i 1 Z  -  Z
1 %

sl H ^°n~ ^ l n )

n=2 •«i-i v r 1 W — W

n- 1

gdzie: cn « s - H( ) funkcja Heaviside’a, zaś
i- 1
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(d-t«• • • ds)D (t,  ̂) jest częścią symetryczną wyrażenia
(n)

di»***tds 1 mds-bin1)+1,...,;ls(t)"n q (t)...m rn-1 * *

n - 1  .
(n) V -1b^ = %  przez m^ (t) oznaczono moment s-teo rzędu sygnału

i=k
q (t,w),

mq̂1 ’ * * * * **s(t) -<n qjk(t,w)>, (1.10)
k«1

gdzie nawiasy < •> oznaczają wartość średnią.
Gęstość rozkładu określimy jako odwrotną wielokrotną transformację Fo­

uriera funkcji charakterystycznejt

V
r r 2Ii

2]j(z 1 f * » x N/'t) = I ••• I exP [ -i .¿L x“ u« ]
» • " ’I ^  - i  -i oe-1

tŁ axp
P.N

2 S .  Z  $
s=*1 j-J»...fjB=1

(t) udi” *uda] du.j... du2Ij. (1.11)

Jeżeli funkcję charakterystyczną, będącą funkcją wykładniczą zastąpi­
my szeregiem potęgowym

exp
2N

r s  z  $
-S= 1 j'J»...,j0 3 1

(t)u. ...U. 
3 1 s

■ 1 + r
2U

iT Z. . W
d -i»• • •*d

3 = 1 j.| , . . . » dg“ ”!

* c+n

("fc . • • «u. +
J 1 ■’s

2N
+ łr X  ź m  ¿ 7  ą̂,1’ ’0°(t) ^i,,*‘,rn(i)

c,n=1 j-j» • - *. dc=1 r-j»* • •»rn=1

u. ...u. u ,...,u +
J1 Jc r1 n



to całka (1.11) przedstawi się wzorem!

g ' 1 2 ir(x^>***»x ^ t )  = (1 + R) j~j B(xk )-f- (1.12)
q .---.ą k=1

gdzie R jest operatorem o budowie:

2N s
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r = x h x  n ,ds(̂  +
s=1 j.,.....js-1 k= 1  x k

2 N  2 N

+ h  cHTT 2 7  2 7  n  (- n  (- ¿ r - )  *
C > n = * 1  j>| 9 • • • 9 t)C a ^ r i > # # # > r n =*1 k**1 ps*1 P

*̂*1 9 * * * f

* ‘ d )  ‘« w  ” <*>*

«  2N 2R 2H
+ h  2 7  cTnTTT X  2 7  2 7  (1 <- " T “)

cfn fl® 1 r-j»• • • » m*|»• • • > * ^ * * 1  k» 1  Qjr k

n 1 a
n <--V np=*1 0 x p e= 1  9x
^iłł,*łjrt ^ 1 1 • • • » r * • • •«ffl._

X k (q) (t)kd )  (q) (t) + **• (1‘r3>

S(xk) jest dystrybucją Diraca.
Przy wyznaczeniu operatora R wykorzystuje się twierdzenie o dystry­

bucjach S , gdyż wielokrotnie korzysta się z zależności typui

^  (f (x)S(x) ) = f (0) ^  (S(x)).

W związku z tym w (1.13) funkcje korelacji zależą od współrzędnych x^, 
które weszły formalnie na miejsce qi (0 ), które założyliśmy równe zeru (ze­
rowe warunki początkowe). Innymi słowy na miejsce funkcji P 1  (q(0),t,u>) =
3  F (Oft,u)) należy dla obliczenia funkcji korelacji k ^ ^  (t) przyjąć
funkcję Pi (x,t,u), przy czym x jest tu parametrem (a nie funkcją czasu!). 

Dla skrócęnia zapisu gęstości (1.12) oznaczymy literą g, zatem:
2N

g “ ( 1  + r) n  S(xk) (1 .1 4 )
k-1

\
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Różniczkowanie po czasie t daje:

l~ 21i
If = lf n  *(**). (1.15)

k=1

2N
Z (1.14) wyznaczmy f] S(xk ) 

k=1

2N
FI S(xk ) » ( 1  + R ) " 1 g. (1.16)
k=1

Podstawiając (1.16) do (1.14) otrzymujemy równanie:

|f “ It  (1 + R ) 1 S' (1*17)

Operator
(1 + R ) “ 1 = 1 - R + R2 - ...

czyli

= | f (1 - R + R^ - ...)g. (1.17a)

Widać, że prawa strona (1.17a) posiada nieskończoną ilość wyrazów. W 
związku z tym należy ograniczyć ich liczbę, a tym samym zdecydować się na 
przybliżenie rozkładu prawdopodobieństwa g.
Rozpisując operator R i ograniczając się do wyrazów zawierających po­
chodne trzeciego rzędu otrzymamy:

R(°  = " ¿ 1  f k!(q)(X,t)(* ^ + 2T 0Tlnvm [**") (x’ł

TT

03
" i n [ k (q) (x,t)kq(x »t) (• )]

S3

-  4-y y  ■■ ■ ■■ - -  [ k ( q ) ( x »'t ) kl( q ) ( x * 1:) k “ q ) ( :!C»'k ^ . ) ]  + * * * 
31 0x Sx ox

" ł 9x^0xmBxn
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6  [ * J ( * , t ) ( . ) ]  + ł r r r r s i k S ) ( x ' t )  +  ^ q ) ^ . t ) ^ i l ) ( * , t ) ) ( . ) ]  -0X-L‘- q J

®X 0XT0X
f

+ ^ (q) (x > ̂ )k (x, t )k (x, t)] *** (1*18)

W wyrażeniu (1.18) obowiązuje konwencja sumacyjna (sumowanie po powta- 
rzających się wskaźnikach od 1 do 2N). k(q) (x,t) należy rozumieć

j-j..»jj -j pigjako k ^  a (x ,...,x ,t). Związek pomiędzy momentem s-tego rzędu, a
korelacjami [6] jest następujący

m (q) (x *t) “ k (q) (x tł) +

+ X  1 f  y  3 1 H(cn - ?>B (n)’ ,Js)(x,t^1>...,V .|)
n= 2 * , - 1  }„.!=!

n-1
gdzie: °n = s “ ^  ?±t H (*) “ jest funkcją Heaviside’a,

i=1

 j J®(n ) (x,t,-9^.... łn_i) - jest częścią symetryczną wyrażenia

(di > • • •»dH),
B 1 8 (x,t,?r ...9n_i) »

d-1 ) • • • > »3 a_Vj (^) dg_-u(u) . (ni  1
“ k(q) 1 (x>t) • ••• k (q) n-1+ 1  Js, .» bk “ *

(x » t )  1=k 1

Ze związku (1.19) wynika, że:



«£)(*,t) - + 3 kW x’t)kV x ’t)k(q)(X,t)’
(1 .22)

gdzie: (x,t, 1  ) - jest częścią symetryczną wyrażenia

k}“ )(x,t)k^q)(x,t).

Widać'zatem, że:
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ć) 2
R(.) » - — t  [m (q)(***)(•)] + h  8T " 8'i [m U ) (x>*><•>], "

“ 0x1e'x5W I [ ■ ( O ix,t)(° ]  + “ • (1-23)

gdyŻ e / e > 7 /

“ 0x 1 0x V [3 B ( i r )(x*t*1)(‘)l *

Momenty s-tego rzędu obliczamy wg wzorui i

mJ1 ,‘” ,;lB(x,t) - < n  q3k (x,t,(s)> (1.24)
k- 1

< • > -  znak wartości średniej.
Zatem

R(.) » - [ < q 3 (*»t*w)> (.)] +[^y g"Tg” “̂ ^ ^ x ’^’u )^

1 e 3 ( < q 1 (x,tfco)qm (x,t,(s)qn (x,t,uj)> (. )] + ... (1-25)
" 3T 0x 1 0xln0xn

q^(x,t,<o) tworzymy podstawiając w miejsce q(0 ) parametr x, tzn.

q1 (t.u>) » q1 (q(o), t,u>))

przecbodzi w qł (x,t,io).
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Na podstawie (1.7)

q1 (x,t,«i) =£a|(x,t,u) + £ 2 a^x.t.u) + £ 3 a^(x,t,w) + ... (1.26)

S q ^ x . t . i o )  Oał (x,t,<o) p S a i  (x, t,u>) ,  0a3 ( x , t , u )

 Ft “ i “ H i  + £ “ S i  + i ei 1 ' + •”
3Ograniczając się do wyrazów zawierających t napiszemy:

(1.27)

R(.) = £b. + £ bp + £ b, + (1-28)

oraz

AT? ®b1 2 ^b2 3 2 3£1 = £ _ L + f¿ _ ¿  + £-> — 2 + ... =£0. + £ Cp + £ o- +
at at ot ot

(1.29)

gdzieś
d

o"

0X
«2

[<aj(x,t,<o)> (.)]

[ <  ap (x,t,io) >  (.)]

+ *nr — T— E [ < a j ( x , t , u ) a ® ( x , t , w ) >  ( . ) ]¿! Ox-’-Sx® 1 1
b3 “ rt< a3 >  (- )1 + TT eP^s{[< a l a2> + < a 2 al>  1

- I r  y \  ■„[<&} a“  a ? > ( . ) ]71 Ox 0x Ox 1 1 1

L * + j

(1-30)

(1-31)

(1.32)
Ox

0

te
r 0a^(x,t,io) ■] a2 ^ a ^ x . t . u )  ;
[ < — ^  > ( . ) ]  . ^ [ = 3 — H —

0 [^ 8 a 3 (x,t,<o) ,

— > < •

(1-33)

62 fr^.9a3 (x,t,(o) n# _ ^  ^aa3 (x,t>(o) ffl/ _ ^
+ r S K  Śt a2 (x,t,to)> + <; ^  a1 (x,t,u>)J>

0x Ox (•)
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1 6 -
^ ox^oxmoxn

,0 a1 (x,t,co)
^ ----  a“ (x,t,u) a°(x,t,u)^> (. ) (1.34)

Mając określone operatory o^, c2, c^, oraz b2 możemy przy ogranicze­
niu się do wyrazów rzędu Ł^ zapisać równanie (1.17a) w postacis

|f = £ °i (g) + £ 2 [ (c2 ” °lbi ) +

+ £ 3ĵ [o3 - - (c2 - c1b1)b1] (g)| (1-35)

Zaniedbując w równaniu (1.35) ostatni człon prawej strony, zawierający
3 * *l  , otrzymamy znane [7] równanie Fokkera-Plancka-Kołmogorowa dla równań

dynamiki (1.1).
Przekształćmy operator c2 - c^ b̂

c 2  “  ° 1b 1
0

0X
p"(x,t1,co]>dt1 -

- J < j 1 (x,t,u) Frn(x,t1^)>dt1 (•)?■“

- (J<Pm (x,t1,c0 ) > d t 1)(.)j

1 (-X,. t ^ a(x,t1,co)>dt1 -
0X ‘ '

- (<  'aFl fr  ̂ ) > f < P m (x,t1, m ) > d t 1)
0X o

*t
J - O ^ . t . u )  Pm (x,t1,u)>.dt1 -
.0

t
< P 1 (x,t,u>)>j<Fm (x,t1 ,u) dt1

O

j  K i  ^ I ( x , t „ u ) ) ) pm (Xj t 1 , u )

( • H  +

02
+

( . » -

0X

02
+ 0xm0X1

t
iO

[fL o

( • U  +

K P1 (x,t,w), Pm (x,t1,w) dt^ (.)], (1.36)
- J
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gdzie symbol K [ ,] oznacza korelację, tzn. K [a,b] = < a b > - < a x t o .  We 
wzorze (1.36) obowiązuje umowa o sumowaniu.

Podstawiając (1.36) do (1.35) oraz opuszczając składnik przy otrzy­
muj emy s

rt = " £ X  ^ Tj [ < P 1 (x,t,<o)>gJ +
1=1

+ 6
2N
Zm=1 1 1 I

dt1
8)

F“ (x,t.,,<o)

■ U i— —
| K[pm (x,t,m), Pl (x,t1,m)

2U
+ C2 X  " b" I K|Pm (x,t,a)), Pl (x,t1,m) dt1 gj,. (1.37)

•f-r‘ . 0 x Qxm, 1=1

Ponieważ

1 - 1F (x,t,u) = - V  (x,t,<d),

co wynika ze wzoru (1.2), przeto równania (1.37) można przepisać w posta- 
ci:

2N

2N
* z

ra=1
2Nz

ra, 1=1

D (x,t1lU)
9x

f f«m - 1J K h* (x,t,io), V (x,t.,,w)

g y +

dt. (1 - 3 8 )

W przypadku, gdy prawe strony układu (1.1) są procesami stacjonarnymi 
w szerszym sensie, mamy:

K ^ m (x,t,w), v l (x,t1 ,u)J = (f “l (x,t-t1 )

2IT r 1 ~\
S  K |_ ¿ m t,iyJ ^"(«.t,,«)] = S>|(x,t-t.,).
*m=1

i



Podstawiając t-t1 -f otrzymamy:

166__________________________________ Bogdan Skalmierski

■ 2N
Sf = - X  - r r i < v 1 (x,t,u>)>g +et 

2N

m, 1=1

1-1

dx®8?

~t -i
J <P2(x*r )drJl 
_0

>+

t -i
J (P̂ Cs.TidrJi (1.39)

Musimy zdawać sobie sprawę z faktu obciążającego funkcję
ną w wyniku całkowania równań (1.38) lub (1.39)

-i ..i
g(x

wyznaczo- 
..,x2N| t)Funkcja

Im przyrostAą1 jest mniejszy, tym doobowiązuje dla przyrostów q~ = Aq‘
kładniej g(x1,... ,x2N| t) przybliża rozkład właściwy.

Duże przyrosty procesów można scharakteryzować przyrostami mniejszymi. 
Ich suma stanowi przyrosty duże. W tym przypadku należy założyć, że pro­
ces wielowymiarowy jest jednorodnym procesem Markowa. Jeżeli małe przyro­
sty są statystycznie niezależne to zachodzi (równanie Smoluchowskiego):

s (x 2*'**,x2 I ^2*^1^ =
O© oo

= J* *' * 9(x ’***,x I i) S i ,_2N I „1

x dx , 2N1 *•• Qa 9 
4

(1.40)

przy czym:

g(xV _2N ,X2^,tp,t.) - g(x1 - X 1,...,x |tg-t^).
1 *  1 2 1 1 1

Widać zatem, że czyni się tu założenie co do jednorodności. Wystarczy
więc określić g(x1 ..,x21Ilt)

W 2N (x
1 x21i(t) przy dowolnych

warunkach początkowych.
Wzór (1.40) uwzględnia podział przyrostu ą1 na dwie części. Umożliwia 

on również podziały na dowolną ilość przyrostów. W celu określenia gęstoś­
ci g należy całkować równanie różniczkowe o pochodnych cząstkowych w po­
staci (1.35) względnie (1.38). Zadanie to nie jest proste. Nieco prostsze 
zadanie stanowi rozwiąz-anie problemu stacjonarnego, tzn. przypadek gdy

= 0. Przykłady rozwiązania problemu stacjonarnego można znaleźć np. w 
r ipracach 11, 3, 7J ■

Natomiast nie stanowi poważniejszej trudności wyprowadzenie tych(1.35) 
lub (1.38) równań, odpowiadających konkretnemu problemowi dynamiki ukła­
dów.
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Przykład

Niech będzie dany układ dynamiczny o skończonej liczbie stopni swobody 
z więzami hólonomicznymi skleronomicznymi, opisany następującym układem 
równań:

“i . r i  -n -n „i
q I mn q q = Q (a)

(i=1,...,N),

gdzie: j-'mn są symbolami Christoffela II rodzaju, - kontrawariantnymi 
składowymi sił.

Załóżmy, że siły QŁ są procesami stochastycznymi. Natomiast parametry
strukturalne układu uznamy za zdeterminowane.

Wprowadzając oznaczenia:

• i i+Nq = q

otrzymamy równania o budowie:

ą1 = i 1 (q1,...,q2N,t,u) (b)
(i=1,•..,2N),

izie s
^ ( ą 1 q2II,t, ) = q1+H dla 1 = 1 N 0raZ
^ ( q 1,...,q2S,t, ) - - ń j  + ) dla i - H+1.... 2H.

(c)

Zanim wprowadzimy tak przyjętą konstrukcję równań różniczkowych ruchu 
do równań Fokkera-Planeka-Kołmogorowa przyjmiemy oznaczenie:

x1+H = y1 ' (a)
(1=1,...,N)

Po wprowadzeniu tych oznaczeń napiszemy równanie (1.38) w postaci:

^  ^  ^  V  + 6 ) ł1=1 q l,r,s=1 1

—  »2 r ł -i
+ X  FTT15 1 <| K^Ct,«), Qm (t1su)] dt^gl. (e)

i,m=i y y L o J
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2. Propozycje metody bezpośredniej wyznaczenia gęstości

Szczegółowa dyskusja metody równań Fokkera-Plancka-Kołmogorowa sugeru­
je obranie odmiennej drogi - bezpośredniej - prowadzącej do określenia gę­
stości. Wyznaczenie gęstości wiąże się z wyznaczeniem funkcji charaktery­
stycznej (1.8).

Korelacje występujące po prawej stronie zależności (1.8)posiadają włas­
ność:

Kts31;...,*3* + < A  sds] = >

= k [S3-1....  S3k,...,i38] + k[|1.....|3s] (2.1)

dla dowolnego k, co bezpośrednio wynika ze wzoru (1.9).
Własność (2.1) jest istotna w przypadku, gdy procesy wyrażane są za po­

średnictwem sum (patrz wzór (1.7))«
Korelacje posiadają jeszcze jedną własność, zachodzi bowiem:

k ( j 1 <x$k gJs] = «k[ g*5"1, — , g3*  ł B] , (2.2)

gdzie a 6 R. jk -
Jeżeli zatem A q  = q = z_, t Sj , to na podstawie (2.1) oraz (2.2)

1=1
wnioskujemy, że:

l V 2" i.+ +i_ r .i. ¿ . i
(2.3)

Spostrzeżenie (2.3) odegra ważną rolę przy wyznaczaniu gęstości,bowiem 
na podstawie tej zależności można określić funkcję charakterystyczną:

0(q)(u1>***> U2NI^ ̂ =

5 eIP I  H  X  £ 1 ... . ^ I ..... a ^ u ^ — Uj]
s=1 l.,...,ls=1

1----------Wprowadzono tu oznaczenie

kJ1 3s = Kts31 Î 8]
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Wyznaczenie poszukiwanej gęstości q 2JJ(x1,... ,x2N t) polega na
9 q

wykonaniu odwrotnej transformacji Fouriera. Przy wykonywaniu tej operacji 
posłużymy się metodą zademonstrowaną w poprzednim moim artykule [6], gdzie 
wprowadzono ąuasimomenty określone wzorem:

!(t)= k0*1 * • • • »Jg (+) +
s s

* I i T Z
n=2 9-j j • • •

n-1

8l H<en -?>B(n) 1 (t, ,... )

(2.5)

gdzie: cn = s - H( . ) jest funkcją Heaviside’a oraz
i=1

(d -J .*« *»  j g )
(n)

jest częścią symetryczną wyrażenia
di,- -•,d£
( n )

'1’■ •*»Js-b.1... k 8 K -\+v

n-1
gdzie b” =

i=k

Wprowadzając quasimomenty można [6] przekształcić wzór (2.4) do posta-
cj.:

0(q)(U1 »• • •»u2u | ̂ 5 = exp
2N . 2N , ,

1 X  k(0{t>u3l . X  kq1 2{t)uj.,
j-|=1

r “ o 2u

[’ł £  s . 2:. i-i * • • •»dE (t)u (2.6)

w naszym przypadku:

* & * >  - Ź  *  K [4;] - X
1 , - 1  L  1 J  i , = i  1

> w ' » £  £l,łl2 k  [4;. . N ,
1,, 3-2=1

(2.7)

(2.8 )
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b ^ S t )  = X  £ll+l2+l3Kł(q)
■̂1 * ̂ 2*333 ^

J-i Jo d 3
ai > ai » al1 2 3

^1« 2*) 3" 4
b(q) (t) = A .  £ 1 4

D ń 9 •

“ i o

+ 10 B

^6

(j-j»• • •»jg) 
(2)

6»> ■ zz i '
lg=1

!-•+••• +lc
K lai ^  aig

(t,3) U

gdzie: Bd-|>***»óg(2 ) (t,3) = K U '  a5 3a-, a-. K " 34 Mal * • • • »ai.L 1 1 _ 4 Łl

Dalsze quasimomenty ustala się podobnie na podstawie wzoru (2.5 
stość rozkładu prawdopodobieństwa określimy przez wykonanie na (2 
wrotnej transformacji Fouriera

g 1 2Hq , . • ., q
(x1,...,x2Nlt) =

2N
3......3’ <*> n  < - ^ > j

k=1

2N
(x1,...,x2lJt)

gdzie:

5 1 2Wq , • . •, q
(x1 ,...,x2II|t)

(2TT)N Vdet k(q)3 2 (t)

exp
2N

X  k (q)j1j2 (t)(X 1“k(q)(t))(X 2 " k (q)(t)) 
j v Ó 2=1

(2.9)

(2.1 0 )

(2 .1 1 )

(2 .12)

)• Gę- 
.6) od-

(2.13)

(2.14)
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Widzimy zatem, jak można określić gęstość rozkładu przyrostów A q Ł. W 
zależności od konkretnego przypadku (stopnia dokładności przybliżenia 
(1.7))rozkład określony wzorem (2.13) możemy uważać za dobry w większym 
lub mniejszym otoczeniu punktu startu (warunki początkowe). Rozszerzenie 
ważności rozkładu jest możliwe przez założenie, że proces jest typu Marko­
wa o przyrostach niezależnych oraz przez wykorzystanie równania Smoluchow- 
skiego (1.40).

Ra zakończenie należy podać dość istotny wniosek. Wynik naszych rozwa­
żań dobitnie wskazuje na celowość poszukiwania gęstości metodą "bezpośred­
nią" a nie przez całkowanie równań Fekkera-Plancka-Kołmogorowa. Co więcej, 
można postawić tezę, że rozwiązania równań cząstkowych typu Fokkera-Planc- 
ka-Kołmogorowa można poszukiwać w klasie funkcji określonych równaniem 
(2.13).

Przedstawione ujęcie zagadnień nieliniowych bazuje na przyjętej meto­
dzie poszukiwania rozwiązania. Każda inna metoda od tej, jaką tu wykorzy­
stano, może być podstawą do analogicznego wyznaczenia funkcji charaktery­
stycznej, a następnie gęstości.
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HPOEJIEMH ÜPEBHmEHHË B iUfflAMHKE HEJIHHEaHHX CHCTEM 

P e 3 io m  e

B p a ë o T e  o f i o y s c f l a i o T c a  n p o Ô ji e M u  " n e p e H O o a "  q e p e 3  H e j iH H e ü H u e  o n c T e M t i  oo m h o -  ' 

rH M H  O T en eH Ü M H  OBOSOflH, C O B M eC T H O ft IU IO TH O C TH  B e p O H T H O C T H  n O JIO X eH H fl H O K O p O O - 

T e f t .

3aiparHBaeTOJi acneKi flH$<J)y3HOHHhix ypaBH6Hn8, a  TaKsce npeflJiaraeTca h o b h 8 
MeTOfl, Ha3HBaeMHit 3^eob Henocpe,ncTBeHHHM, onpe^eJieHHa njioTHOcTH.06cyx,naeMbie 
HpOÔJieMH HBJIHIOTCfl CymeCTBeHHHMH C TOVKH 3peHHfl HCCJieflOBaHHÍI npoôjieMH npeBU- 
m e H H a  BXOflHHX CHTHajIOB B M H O T O M e p K H X  HejIHHeÜHHX CHCTeMax.

StEPASSING PROBLEMS IK THE DYNAMICS OF NONLINEAR SYSTEMS
I

S u m m a r y

In the paper some problems of transmisión through the nonlinear sy­
stems of all probability density of positions rates has been discussed.

The diffusion equations aspects have been touched on and a new method, 
called in the paper a direct method to determine density has been propo­
sed. These problems are essential from the point of view of investigations 
of input signals surpassing in multidimensional nonlinear systems.


