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stabilno$¢ stochastyczna uktadéw wielowymiarowych

Streszczenie. W pracy podano kryteria stabilnosci stochastycznej
z prawdopodobienstwem 1 dla pewnej klasy uk#adéw wielowymiarowych
nieliniowych, na wejscia ktorych dziatajg biate szumy. Otrzymane wy-
niki zilustrowano przyktadem.

Wstep

Zagadnienie stabilnosci stochastycznej jest obecnie bardzo intensywnie
rozwijane. W ostatnich latach zaczeto stosowa¢ do badania stabilnosci sto-
chastycznej czestotliwosciowe kryteria. Przy ich pomocy badano stabil-
no$¢ uktadoéw dynamicznych z jedng nieliniowosciag poddanach dziataniu bia-
+ego szumu [4-7] = Niniejsza praca jest proba rozszeszenia tych wynikéw na
uktady z wieloma nieliniowosSciami.

Wykorzystuje sie tutaj wyniki otrzymane przez Jakubowicza dla uk#adow

deterministycznych.

Postawienie problemu

Rozwazmy nieliniowy ukdtad dynamiczny opisany réwnaniem:

dx = [Ax + bypldt + D(x) dw(t), 6= cT X, (€Y
gdzie:
A,b,c - state rzeczywiste macierze o wymiarach odpowiednio nxn, nx?,
nxm
D(x)“ - macierz szuméw o wymiarach n n
w(t) - n*wymiarowy proces Wienera
X - wektor stanu owymiarach nxl1
0=[Sj] - wektor wejs¢ owymiarach mxl

- wektor wyjs¢ owymiarach -5xi.
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W dalszej czesci pracy bedziemy korzystali z wynikéw uzyskanych przez
Jakubowicza dla deterministycznej czesci uktadu, tzn.s

ﬂ:Ax+b<p, 6= c'x. a”

Macierzowg funkcje przejscia liniowej czesci ukdtadu okreslamy jako ma-
cierz o wymiarach mO0

K(s) =cT( - sD)"1 b =[K jh@©E] . &)

gdzie wejsSciami sa 64, gm, awyjsciami <+, 4 I -jest macierza jedno-
stkowg .
Uktad (17) mozemy zapisa¢ w postaci:

6= - K(s)e>, (s = (©)]

lub w postaci skalarnej

Kjh(s®"n“0~ Jwi="** @
n=1
Wystepujace we wzorach (@3) 1 (4) wielkosci sif ,w odréznieniu od
wielkosci 6 i-<p wystepujacych w uktadzie (@), sa transformatami Lapla-
ce’a wielkosci 6 (t) 1 PBE) -
Bedziemy zaktada¢, ze mozna zbudowac¢ jednorodne formy kwadratowe
wzgledem wejs¢ 6_ i wyjsé 9 ktére beda spetniaé¢ warunki:

Qf =0 dla j « 1,.ee,k", 0 dla j = k*+1,...,k. ®)

Przyktad ilustrujacy budowe takich formkwadratowych z wykorzystaniem

do badania stabilnosci zamieszczono w dalszej czesci pracy. Inne liczne
przyktady takich form mozna znalez¢ w pracy Jakubowicza [1] -

Kazdej z form przyporzadkujemy pewien parametr rzeczywisty Ty przy
czym dla j = 1,...,kN jest on dowolny, a dla j=k"+1,...,k 0 i tT.. be-
dziemy naziwali dopuszczalnymi. Okreslimy nowg forme kwadratowg
Q(9,s) = Tj Q., ktoérg mozna przedstawi¢ w postaci:

j= 3 3
Ld 5 m m
Q(<P,6) -JT «jntPj?n + 2 1 X ¢jJnin *> X ijn~n * (6)
J.h=1 j=1 n=1 j,n=1

Z warunkéw (5) wynika, ze Q(<p,e)>0 przy wszystkich dopuszczalnych T...
Rownosc (6) jest okresSlona dla @*[ll . 6=[0Y ., gdy sa one zmiennymi rze—
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czywistymi. Rozszerzymy ;4 teraz na przypadek, gdy sg one zmiennymi zespc
lonyrai, przy czym forma Q bedzie hermitowska.

< 9 m m
Q(j>.6) = Re( X «jh<Pj<Pn+ 2 X X Ajhfjfln + X Tj ~o(7)
3.b=1 j=1 j=1 6, b=1

gdzie gwiazdka oznaczone zespolone sprzezenie.
Jednoznaczno$¢ takiego rozszerzenia zostata pokazana w [1] -
Wprowadzimy jeszcze jedno oznaczenie:

QP = AP, -KSY)- @®)

Deflnic.ia f

Rozwigzanie x = O jest stabilne z prawdopodobienstwem 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy:

A 0 qig)>0X" ® L <

Definicja 2
Rozwigzanie x = 0 jest asymptotycznie stabilne z prawdopodobienistwem 1
wtedy i tylko wtedy, gdy jest stabilne z prawdopodobieristwem 1 i lim x(t)=

=0 z prawdopodobienstwem 1 dla wszystkich xQ 2z pewnego obszaru zawiera-
jacego poczatek uktadu wspétrzednych.

Podamy teraz dwa twierdzenia Jakubowicza, z ktérych bedziemy korzystac
w dalszej czesSci pracy.

Twierdzenie Jakubowicza 1

Zat6zmy, ze w uktadzie (1°) A jest macierzg, ktérej wartosci wkasne spek-
niaja warunek: Re A (A)< d0<£ 0 oraz spekniony jest warunek (5).Niech forma
Q@©,0)> 0 dla wszystkich 6 i forma" Q* = Q” (-« + icofy)<0 dla wszyst-
kich D . i *») i dla pewnych dopuszczalnych wartosci T.. Wtedy:

IX(O]l € c e -(E+“0)(t-t0) ,[x(t0)], 10)
gdzie state c, £ nie zalezg od nieliniowosci 9 i
i

Twierdzenie Jakubowicza I1
Jezeli speknione sa zatozenia twierdzenia poprzedniego, przy czym for-
ma Q* speinia zalezno$é: «Q» (-«0 + 1» ftp)«0 dla wszystkich 9_ 1

+ 00) oraz rzad macierzy [t «fi.”L we wzorze CIl) wynosi m, rzedy macierzy
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$= [b, Ab,... An-1b], V.= [c,ATc,... A* n“1 o] wynosza n, wéwczas rozwig-
zanie x(tl uktadu (17) spednia dszacowanie (10).
W dowodach tych twierdzen pokazuje sie istnienie macierzy K = HT ta-

kiej, ze dla dowolnego rozwigzania uktadu 1~ spedniony jest warunek:
V< -2amV (11)

gdzies V = xTKx 12

J
V - pochodna wzdduz trajektorii rozwigzania ukdadu (1r).

Mamy bowiem:

V + 2« V = [2xTH(AX + by) + 2 aQ xTKx + Q &0)]m- Q(P6) =
= - [XTGx + 2 xTg9 + PTa<p]- Q(<p,6), a3)
gdzie -G =HA*+ «Q 1) + (A+«0 DT H+cicT (€7))
- g =Hb + C/I* . (5)

Poniewaz Q(<p,S)>0, z pozostatych zatozen wynika, ze wyrazenie w nawiasie
kwadratowym (13) jest dodatnio okreslone dla wszystkich x 19 .
W dalszej czesci pracy bedziemy zaktadac¢, te:

A tr|DCODT () H i « d2xTHx, . (16)

gdzie: tr - operacja S$ladu macierzy, d - stata rzeczywista dodatnia.

Zwigzek ten zachodzi np: gdy D(x) = xDT, (D - stata macierz), woéwczas:

tr 1QGQD"F(X) Hj> = x"Hx tr~D @j—> ozyli = tr jjb an
Z poczynionych zatozen o uktadzie (1) na mocy [2] i [3] wynika, ze u-
k#ad (1) posiada rozwigzanie, ktore jest silnym procesem Markowa. Z zato-
zeh tych i dodatkowo z warunku 1V<0 wynika asymptotyczna stabilnos¢ =z
prawdopodobienstwem 1 ukdfadu (1), gdzie operator L jest okreslony wzo-

rem:

L=£ + (AX + bV)T m$- +\ tr|D()ODT(X) -SLj , (18)

a V jest okreslone wzorem (12).
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Twierdzenie

Jezeli speinione sg zatozenia twierdzenia Jakubowicza oraz spedniona
jest nieréwnos¢ (16), wéwczas warunkiem wystarczajacym stabilnosci stocha-
stycznej z prawdopodobienstwem 1 jest nastepujgca nieréwnosc:

«0> £d . 19

Dowdéd jest prostym wnioskiem z przeprowadzonych rozwazan.
Na mocy twierdzenia Jakubowicza V< - 2c¢*Q V stad

LV =V + tr|D()DT (X)Hj g -2 (@Q - ~ d2)V. @0)

Zastosowanie powyzszego twierdzenia przedstawimy na przyktadzie ukdadu
z dwoma nieliniowymi blokami, dla ktérego stabilnos¢ wyktadnicza czesci
deterministycznej byta badana w [1].

Przyktad
Rozwazmy ukd#ad opisany réwnaniem:

dx = Ax +'b<p dt + xB' dw(t), 6= o'x, (21)

gdzie:

cT = [cv 0]

e 2g B1 91
b = B = 9=
0 b3 B2
“ state rzeczywiste i dodatnie
2
@ =v6d 2 =V 6, (23)

gdzie V - dowolna funkcja spedniajaca nieréwnosc:
0? V $ 3F
Na przykdtad funkcja V ma postac:
V=nf, gdy 0«02,$ X

@
V=x |, gdy 62,> *
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Podstawiajac (l= i ,/1g = — otrzymujemy, ze punkt (= "(61), /P =
2 1 2 2
= [V(®»] opisuje przy +uk paraboli /2 = (@1 od punktu (@ ,0) do

punktu (&, ), stad warunek;
Ql = (y2 61 - q2) =0 \% - (25

tTarunek ten jednak zachodzi niezaleznie od (4) i dlatego trzeba dorzucicé
Irugi dodatkowy, uwzgledniajacy np. nierdéwnos¢ ~

Q2 = (tif, - e2) 61> O. (26)
liejsca geometryczne punktéw spedniajacychzaleznosci @Q3) i (24 oraz

(25) 1 (26) pokrywaja sie.
Z (22) wynika, ze funkcja przejscia K(s) jest postaci;

- br@l + s) - b2s-(a.|b2+b,)
K(s) «e S T T @n
sS + a,s + a,,> ;’T
< 1 n o C y——
t,(bv) K2 (s)
B 2 al
iech 4 a2>al i “o< IT

6wczas bieguny funkcji przejscia leza w podptaszczyznie:

Re sc - «0 < O. 29

rzyjmiemy
Q =riQl + r2q2 (G0)
Q@ =Q =" [Re (@®6™) -| @l}2] + T2 Re [(?., - ®)%"] GD
Jzie 6 = -KNM(S) 9" - K2 (s) (p2 (dla zespolonego s). G2

Warunek rzedu A sprowadza sie do warunku;
Iri] + K1 * °* @33

.ad macierzy $ i V wynosi 2.

itomiast warunekQ (0,6)> O jest speiniony, bowiem Q(0,6) = 0 [€2))
Zbadamy warunek niedodatniosci formy Q7.

korzystujac zaleznos¢ ((B2) i podstawiajac do (R1l) otrzymujemy;
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g =T1 + ReijiTj-Tg)" Kjl - r2#]”~ 61+ (t'\-ﬂ)l(ﬁ:—)‘ﬁz
L

€]
T?
Podstawiajac T = — otrzymujemy z (35) dla Ki 2K”"sj, s = - sQ + iw
(-00”™. 0% »x0) nastepujace warunki:
~>0, 4(T, - 1)Re K2 - J@-T)HK~ - T*K2\2> 0. 36)

Ta druga nieréwnos¢ powinna by¢ spednionadla pewnegoT>0 i wszystkich
®Ef +Co -
Przeksztatcajac (36) do postaci:
a(<0)T2 - 2 b(co)r + c(<o0)< 0, (€))
gdzie: a (@) =|fFKg + 1L, b(s) = - 2 Re Kg+ |KM]2 + iRe (Kg KM

c(w) = |k,] 2 - 4 ReKg, Kt = Ki (~«0 + iw).

Zatozmy, ze a(w) ™ O.
iMieréwnos¢ (B6) jest spedniona chociazby dla jednego T >0, jesli

bt W) » a(w)c(w), infr™w) suptg(u)50, (38)

gdzie:

r, 2G., - -
Warunek (16) sprowadza sie w naszym przykdtadzie do warunku (17), tzn.:
tr|x BTBxT Hj = tr|BBT| xTHx = (B2 + B2)xTHXx, 39

tzn.:

d2 = B2 +Bg. (40)

Wobec tego, jesSli speknione sg warunki (28), (38)” oraz

«0> 2 (B1+B2)> czyli al>(Bl1 + B2 ">

to uktad 21 jest asymptotycznie stabilny® z prawdopodobienstwem 1.
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Uwagi koncowe i wnioski

Zamieszczone w pracy twierdzenie jak i przykktad pokazujag, ze dla pew-
nej klasy ukdtadéw nieliniowych przy wyznaczaniu warunkéw stabilnosci sto-
chastycznej nie jest konieczne znajdowanie funkcji Lapunowa postaci (12),
mozna sie bowiem postuzy¢ kryteriami czestotliwosciowymi.

Warto zaznaczy¢, ze badaniem stabilnosci stochastycznej wielowymiaro-
wych uktadéw przedstawionych w pracy zajmowali sie Tunik i Liczak [81.
przy czym wystepujacy proces stochastyczny w uktadzie dziatat w sposoéb
multiplikatywny na macierz b.
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CTOXACTH9ECKAH CTAEHJIHHOCIb MHOTOMEPHHX CHCTEM
Pe3mme
B CTailLe npeflciaBJieHH kphtepuH cTOxacmgecKOii CTaSonbHOCTH c BepoHTHOCt»

1 am B3BecTHoro KJiaeca HeMHeaHHx MHOroMepHHx cucieM, Ha bxojb KOTopux fleft-
CTByioT dejme oyuu, nojiyueHHtie pe3yjilLTaTH npojmunocTpupoBaHH npHMepoM.
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STOCHASTIC STABILITY OF MULTIDIMENSIONAL SYSTEMS
Summary

The criterion of stochastic stability with probability one of nonli-
near multidimensional Systems is presented. It is assuned that inputs are

driven by white maises. An example is given to illUstrate the applications
of the results of the paper.



