ZZ;7-"Z="Tx NAUKOWE POLITECHNIKI SLASKIEJ 1978
Seria: Hetsnatyka-?izyka z. 29 Kr kcl. 559

Janusz SZOPA

Instytut Mechaniki Teoretycznej -
.'olt%/ttechnika Slaska

WARIANCJA SOZWIAZAKIA STOCHASTYCZNEGO 11KIOWEGO ROWNANIA ROZNICZKOWEGO
\? PRZYPADKU WYMUSZENIA BEDACEGO SUMA ZMIENNYCH LOSOWYCH

Streszczenie» W pracy wyprowadzono wzory na wariancje stocba-
stycznego liniowego réwnania rézniczkowego, gdy wymuszeniem  jest
proces _bedacy sumg zmiennych losowych. Wykorzystano  stochastyczne
réwnania catkowe Valterry Il rodzaju. Rozpatrzono sume skoriczong i
nieskohczon? zmiennych losowych oraz oszacowano roznice wariancji
liczonych dla obu przypadkéw. /

W pracach [2, 3, 4] zaproponowano stosowanie réwnan caltkowych dc bada-
nia charakterystyk probabilistycznych uktadéw o zmiennej inercji w prze-
ciwienstwie dc metody impulsowej funkcji przejscia [I] , nieefektywnej w
tym przypadku.

i-o wazaC bedziemy stochastyczne liniowe rdéwnanie rozniczkowe postaci:

a,.(D) at ...+ ai® + a0 (Oy(t,W) - P(L,wW) O

gdzie: () an(t) dla i =0,1,...,n sa rzeczywistymi, mierzalnymi funkcja-
mi argumentu te[0,T] i T< &,
@) y(t,u) 1 P(t,w) sa rzeczywistymi, mierzalnymi procesami sto-
chastycznymi toeli, te [0,T] 1 T<'"°,
(iii) P (,u) jest ciggtym procesem rzedu drugiego.
Ciggtos¢, pochodne procesu i znak réwnosci w (1) sg rozumiane w sensie
Srednio kwadratowym [1].
Wykorzystujac powyzsze zatozenia odnosnie procesu P(t,w) mozna przed-
stawi¢ go w postaci szeregu (patrz [1]):

P(L, ) = K@ . & @®, ®
k=1

zbieznego w sensie Srednio kwadratowym przy kazdym te[o,T]; przy czym
K sg zmiennymi losowymi takimi, ze

s[zk@) .Sj@] =0, k/1
E72 =0,
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gdziew k i gk (®) sa odpowiednio wartosciami wkasnymi i .funkcjami wkasny-
mi réwnania catkowego
T
w.ip» (® = J Kp(t,w<j>Wdu (@)
0

a Kp(t,u) -Tfunkcja korelacjiprocesu P(t,u).

W dalszej czesci bedziemy zakltadac,ze szereg (2) jestskoriczony. Moze
to by¢ spowodowane aproksymacja P(t,to), sumg skoniczong lub zatozeniem o
takiej postaci tego procesu bez wykorzystania zacytowanego  twierdzenia,
pozwalajacego przedstawi¢ wg (2) dowolny proces. Przyjmiemy:

N
PNEO = Z zkM .9k@®, N<~ (©)
k=1

przy zatozeniach.(3).
Zakkadajac zdeterminowane warunki poczatkowe dla (1) mozna wyprowadzic
wzor na wariancje 6 N(t) przy wykorzystaniu stochastycznego réwnania cak-

kowego Volterry Il rodzaju [2, 3, 4 =
Zak¥adajac, ze wartos¢ Srednia E PN (t,w) = O, funkcja korelacji dla
() wgnogi:

N
Kp (ti,t2) = Zz “k i *7FM1
k=1
dlatego tez (Wg [2, 3]):
) Ft /- }'7? 1oﬁ—upr_l dud
®v B1 1 K ul ,u?)dupdul,
yN O 0 D1 anUbhan W) %-N(l 2) P ®
gdzie:
N N h
Ks, (tv t2) = Z Wk ¢« *k(tlitfci*2) - Z V9k<V *J HCA.u~.Niurdu,.
k=1 k=1 0
N \2
Z wk* J R(t2»u2™ «Ffk(u27du2 +
k=1 0

fOX 0 Wk ) I R(ti>ui)R(t2'u2r*il’krut )5k (u2)du2dutl’
0
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natomiast
R(t,u)="T (Dnkn+1(t,u) (ust) ©
n=0
Ki(oou) M [an_1()+*” + an-k(®) a0o(® 1~fFil JanfeT
@)
Tt

Kn+i (t,u) = J Kn (9K, (s,u)ds @

n ~ 192yeee

Jesli (B) jest aproksymacja (2) to mozna obliczy¢ bkad, z jakim otrzy-
muje sie wariancje (@»
Niech C2 oznacza zbidér wszystkich funkcjimierzalnych x:[0,T]«£l *'R
takich, ze sup Ix(t,w)]| ,,<o«, gdzie:
/]0,T] 2

— i2 “jj M Ny f2-

C2 jest przestrzenig Banacha (do ktérej przynalezy wyzej zdefiniowany pro-
ces P(t,u) z normg: ~

IKEoIll = sup T Kall \ (€V))
"c2  tel0.TIt 2j
Zaktadajac, ze:
|IP(t.«)- PHEW)| = IX e*KkW] ?2< Z Izk ¢ )-2k™dE]
c2 k=N+1 C2" k=N+1 c2
v @@
jest
A AN(EMtpi-Kp  (HL,AR2)|«E2 ad
t™"tget0.T] F *N
a stad wg B
™ n2
A !K_:(‘tffg 9 vf >u * J +
s 2N [05T]
SI %2
+1 ) R(t™Mu” )R(t2»U2)¢u26un] » (15)

0O o
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Przyjmujac [e===] — ¢(t~tjJ) 1 korzystajac z (7) jest:(

/. H-1 /.. N1
* II<,O(t) - 6‘9. A1) «? tod- 1f- E; 3 n -@up) A(ul,u?)du2dul
*{) elolil y y J 5 Kn-1)!) aa(u,)an(u2)

(16)
Przy zatozeniu, ze IK.,(t,u)|< M<°°, otrzymuje sie z (11) oszaco-
t,uG(,T]
«ranie:
A Fo+i (€,u) | ~Mn+l an
t.ue Jo.T]
a stad wg (9)s
(\e [o,T

co gwarantuje skonczong wartos¢ wyrazenia w nawiasie [====], wystepujace-
go w (15) oraz cakki podwdjnej w (16), o ile:

A i ) (t-uldn_1. (t-u2)n1
|_
te (0,710 O [(1)I' an@i)an

du2dUl< -

,1
Mozna wiec dobierajac N w_(13) otrzyma¢ £ dowolnie male, a wiec i do-
wolnie bliskie bedg wartosci 6,,(t) 16~ (.

Wykorzystanie réwnan catkowych do badania ukdaddéw o zmiennej inercji
[24] mozna wiec rozszerzy¢ na przypadek wymuszenia bedgcego sumg zmien-
nych losowych oraz oszacowa¢ bkad, z jakim otrzymujemy wariancje, gdy (G)
jest aproksymacja (2).
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AHCNEPCEIH PHUEHHH C*i"OXACTHVECKOrO JIHHEVHOrO JIHMSEPEHIATIDHOrO yPABHEHIt-1
B CJiyHAE BHHyiypJHHH HBIHAIOREOH CYEOI CIiyHAIIHHX HBFEMEHHHX

?€e3lome

B pa6oTe bboxhtch «JopMyjiu Ha ~HcnepcHX) cTOxacTHvecKoro jiHHeitHOro jiHiXxiie-
peHHHaJibHoro ypaBHeHHH, KOr.ua BbiHyjK,neHHeM hbjihctch npouecc byflyyHii cyMMOB
cJiyHagHbtx nepeMeHHhix. Hcnojib3yioTCH cToxacTHvecKMe HHierpajiBHue ypaBHeHHH
SojibTepbi I1l-ro BH.ua* PaccuaTpHBaeica KOHevHaa h becKoneHHaa cyMMa ca/naB-

Hbix nepeMeHHhix, a TaKsce ouenHBaeTca pa3HHua flHcnepcsiH cvHTaHHux am oGohx

cjrynaeB.

VARIANCE OP STOCHASTIC BOUNDARY SOLUTION OP A DIFFERENTIAL EQUATION
IN CASE OP AN EQUATION, IN CASE OP AN INPUT FUNCTION, BEING A SUM OP
RANDOM VARIABLES

Summary

In the paper formulae have been derived for the variance of a stocha-
stic linear differential equation in case wrhen an input function is a pro-
cess of a sum of random variables. Stochastic integral equations Volte-
rra’s of the sort have been utilized.

A Ffinite sum and an infinite sum of random variables have been discu-
ssed and the difference of variances for both cases has been evaluated.



