
ZZ;':'Z:'Tx NAUKOWE POLITECHNIKI ŚLĄSKIEJ 
Seria: He t snatyka-? izyka z. 29

______ 1978
Kr kcl. 559

Janusz SZOPA
Instytut Mechaniki Teoretycznej - 
.'olitechnika Śląska

WARIANCJA SOZWIĄZAKIA STOCHASTYCZNEGO IIKIOWEGO RÓWNANIA RÓŻNICZKOWEGO 
V? PRZYPADKU WYMUSZENIA BĘDĄCEGO SUMĄ ZMIENNYCH LOSOWYCH

Streszczenie» W pracy wyprowadzono wzory na wariancję stocba- 
stycznego liniowego równania różniczkowego, gdy wymuszeniem jest 
proces będący sumą zmiennych losowych. Wykorzystano stochastyczne 
równania całkowe Valterry II rodzaju. Rozpatrzono sumę skończoną i 
nieskończoną zmiennych losowych oraz oszacowano różnicę wariancji 
liczonych dla obu przypadków. /

W pracach [2, 3, 4] zaproponowano stosowanie równań całkowych dc bada­
nia charakterystyk probabilistycznych układów o zmiennej inercji w prze­
ciwieństwie dc metody impulsowej funkcji przejścia [1] , nieefektywnej w 
tym przypadku.

i-o  ważać będziemy stochastyczne liniowe równanie różniczkowe postaci:

a„(t) +...+ ai(t) + a0(t)y(t,u)) . P(t,w) (1)
dt

gdzie: (i) a^(t) dla i = 0,1,...,n są rzeczywistymi, mierzalnymi funkcja­
mi argumentu te[0,T] i T< °° ,
(ii) y(t,u) i P(t,w) są rzeczywistymi, mierzalnymi procesami sto­
chastycznymi toeii, te [0,T] i T<"°,
(iii) P(t,u)) jest ciągłym procesem rzędu drugiego.

Ciągłość, pochodne procesu i znak równości w (1) są rozumiane w sensie 
średnio kwadratowym [1].

Wykorzystując powyższe założenia odnośnie procesu P(t,w) można przed­
stawić go w postaci szeregu (patrz [1]):

P(t,u>) = Zk(u>) . <Pk(t), (2)
k=1 ^

zbieżnego w sensie średnio kwadratowym przy każdym te[o,T]; przy czym 
Z,K są zmiennymi losowymi takimi, że

s[zk(w) . S-j (to)] = 0, k / 1

E 7,2 = u),.
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gdzie w k i <pk(t) są odpowiednio wartościami własnymi i .funkcjami własny­
mi równania całkowego

T
w.ij» (t) = J Kp(t,u)<j>(u)du (4)

0

a Kp(t,u) - funkcją korelacji procesu P(t,u).
W dalszej części będziemy zakładać, że szereg (2) jest skończony. Może

to być spowodowane aproksymacją P(t,to), sumą skończoną lub założeniem o 
takiej postaci tego procesu bez wykorzystania zacytowanego twierdzenia, 
pozwalającego przedstawić wg (2) dowolny proces. Przyjmiemy:

N
PN (t,<0) =  Z  zkM  . <pk(t), N < ~  (5)

k=1

przy założeniach.(3).
Zakładając zdeterminowane warunki początkowe dla (1) można wyprowadzić 2wzór na wariancję 6 (t) przy wykorzystaniu stochastycznego równania cał-

yN
kowego Volterry II rodzaju [2, 3, 4] •

Zakładając, że wartość średnia E PN (t,w) = 0, funkcja korelacji dla 
(5) wgnogi:

N
Kp (ti,t2) = Z  “k i *?]£(̂ 1 

k=1

dlatego też (wg [2, 3] ):

"fc t /. \ii“1 /. nH-1o r t ) • (t-up)
®v B I I , 7  Ky- (u1,u?)dupdu1, (7)yN J0 J0 f (n—1)!] an (Ul)an (u2) XN 1 2 2 1

gdzie:

Ks,
N N h

; ( t v t 2 ) = Z  Wk • * k ( t 1 ł f c i * 2 ) -  Z  V 9 k < V  * J  H C ^ . u ^ . ^ i u ^ d u , .
k=1 k=1 0

N \2
-  Z  wk* J  R(t 2»u2^ •<f’k (u2^du2 +
k=1 O

N n1 |>2
+  X  W k  J  J  R ( t i > u i ) R ( t 2 ' u 2 ^ * i l ’ k ^ u 1  ) 5 > k ( u 2 ) d u 2 d u 1 ’

k=1 0 0
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natomiast

R(t,u)=^T (-1)nKn+1(t,u) (ust) (9)
n=0

K1 (t»u) M  [an_1(t)+*” + an-k(t) a0(t) i^fil ] a^feT
(1 0)

t
Kn+i(t,u) =  J Kn (t,s)K., (s,u)ds (11)

n ~ 19 2y• • •
Jeśli (5) jest aproksymacją (2) to można obliczyć błąd, z jakim otrzy­

muje się wariancję (7)»
Niech C2 oznacza zbiór wszystkich funkcji mierzalnych x:[0,T]«£l *" R

takich, że sup lx(t,w)| „<o«, gdzie: 
tŁ[0, T] 2

n-— ii 2 “ j j M  ^ » f 2-

C2 jest przestrzenią Banacha (do której przynależy wyżej zdefiniowany pro­
ces P(t,u) z normą: ^

||x(t,co)|| =  sup i IKt,cu)|| \ (12)
"c2 telO.Tlt 2j

Zakładając, że:

|P(t.«)- PH (t,u))| = || X  • * k W |  ?< Ż  |zk(“ )-?k )̂t|
C2 k=N+1 C2" k=N+1 C2

v (13)
jest

A ^(t^tpi-Kp (t1 ,-t2)|«£2 (14)
t^tgetO.T] F *N

a stąd wg (8)
t ̂ ^2

: (‘t-f 9 9 vf > u *| J  +A !K-t̂  s ̂ 2̂  [0>T]

+ J  J  R ( t^ ,u ^  )R (t2»U 2)ću 2óu^] • (15)
S1 *2

O o
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Przyjmując [••••] —  ¿(t^tj) i korzystając z (7) jest:(

t "fc /. nH-1 /. \H—1I O 9 o f P ) • V‘»“up)
A  K ,  ( t )  -  ö “: ( t )  «? td. -------  n-------------------  A(u1, u ? )du2du1*{)*,e lO. i l  y y” J  5 Kn- 1 ) ! )  aa ( u , ) a n (u2 )
' (16)

Przy założeniu, że |K.,(t,u)|< M<°°, otrzymuje się z (11) oszaco-
t, uG ( 0, T]

«ranie:

Ą  |Kn+i(t,u)|^Mn+1 (17)
t.ue [o.T]

a stąd wg (9)s

(\e [o,T

co gwarantuje skończoną wartość wyrażenia w nawiasie [••••], występujące­
go w (15) oraz całki podwójnej w (16), o ile:

ji )  ( t - u1 )n _1 . ( t - u2 )n_1
A ------------------ ------- i—     du2dU l< -
te (0,T]0 0 [ (n—1 ) I! an (ui)an (u2̂

,1
Można więc dobierając N w (13) otrzymać £ dowolnie małe, a więc i do-2 2wolnie bliskie będą wartości 6„(t) i 6 (t).
Wykorzystanie równań całkowych do badania układów o zmiennej inercji 

[2-4] można więc rozszerzyć na przypadek wymuszenia będącego sumą zmien­
nych losowych oraz oszacować błąd, z jakim otrzymujemy wariancję, gdy (5) 
jest aproksymacją (2).
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AHCnEPCiiH PHUEHHH C'i'OXACTHMECKOrO JIHHEMHOrO JIH<M>EPEH!«AJIbHOrO yPABHEHit-1 
B CJiyHAE BHHyiypJHHH HBJlfliOfiErOCH CYEOl CJiyHAilHHX HBFEMEHHHX

? e 3 lo m e

B pa 6oTe bboxhtch «JopMyjiu Ha ^HcnepcHX) cTOxacTHvecKoro jiHHeitHOro jiHiJxiie- 
peHHHaJibHoro ypaBHeHHH, KOr.ua BbiHyjK,neHHeM hbjihctch npouecc byflyyHii cyMMOB 
cJiyHagHbtx nepeMeHHhix. Hcnojib3yioTCH cToxacTHvecKMe HHierpajiBHue ypaBHeHHH 
SojibTepbi I I - r o  BH.ua* P accuaTpHBaeica KOHevHaa h becKoneHHaa cyMMa ca/naB- 
Hbix nepeMeHHhix, a TaKsce ouenHBaeTca pa 3HHua flHcnepcsiH cvHTaHHux a m  oGohx 
cjry naeB.

VARIANCE OP STOCHASTIC BOUNDARY SOLUTION OP A DIFFERENTIAL EQUATION 
IN CASE OP AN EQUATION, IN CASE OP AN INPUT FUNCTION, BEING A SUM OP 
RANDOM VARIABLES

S u m m a r y

In the paper formulae have been derived for the variance of a stocha­
stic linear differential equation in case vrhen an input function is a pro­
cess of a sum of random variables. Stochastic integral equations Volte- 
rra’s of the sort have been utilized.

A finite sum and an infinite sum of random variables have been discu­
ssed and the difference of variances for both cases has been evaluated.


