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UWAGI 00 PODĘCIA OKIENTACOI GEOMETRII KLEINA

Streszczenie. Geometrię Kleina nazywamy trójkę (M,G,f), gdzie M 
jest dowolnym zbiorem, G - dowolnę grupę, a f - efektywnym działa­
niem G na M, (por. [ 1]). Pierwszę definicję orientacji takiej 
geometrii podał autor w pracy [2], Definicja ta została poprawiona 
przez Z. Mosznera w [4], Pracs zawiera \ definicję orientacji geome­
trii Kleina równoważnę z definicję Z. Mosznera. Dednocześnie podane 
sę pewne własności tzw. s-reparów w geometrii Kleina.

Oednym z najważniejszych, a jednocześnie najtrudniejszych pojęć geo­
metrycznych jest pojęcie orientacji. W pracy [2] została podana pewna de­
finicja orientacji geometrii Kleina oparta na podstawowych pojęciach tej 
geometrii sprecyzowanych w pracy [1]. Definicja ta była referowana na Kon­
ferencji Geometrycznej w Węgierskiej Górce w roku 1975, a następnie opu­
blikowana z licznymi uzupełnieniami w [3]. Mimo tych uzupełnień definicja 
ta ma pewne wady, na które zwrócił uwagę Z. Moszner w pracy [4], W tej sa­
mej pracy podał Z. Moszner poprawionę wersję tej definicji. Tutaj podaję 
definicję orientacji równoważnę z definicję Z. Mosznera. Chociaż różnice 
sę niewielkie, to jednak podana definicja wskazuje dalsze własności poję­
cia orientacji i Jest wyrażona w wygodniejszych terminach geometrycznych. 
Aby rozważania uczynić bardziej zrozumiałe, przypomnimy na poczętek po­
trzebne pojęcia, a w szczególności ważne z wielu względów pojęcie reperu 
i jego podstawowe własności.

1. REPEK I 3EG0 WŁASNOŚCI

Ponieważ pojęcie reperu zwięzane jest z pojęciem podgrupy nieefektyw­
ności zbioru, przypomnimy najpierw definicję tej podgrupy.

Niech będzie dana geometria Kleina

(M, G, f). (l.l)

gdzie:
M Jest dowolnym zbiorem, G - grupę, a f - efektywnym działaniem G na 

M, (por. [ 1 ]).
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01« dowolnego podzbioru P C M  przez H(P) będzleny oznaczali grupę 
złożonę z tyoh wszystkich elenentów 6, który* odpowiadające przekształce­
nia f nie znleniaję punktów zbioru P, tzn. H(P)«|g iGi A  x CP f(x.g) ■ x| 
H(P) nazywany podgrupę nieefektywności zbioru P.

Definicją 1
Podzbiór P C M nazywany reperen. Jeżeli jego grupa nieefektywności 

Jeet trywialna, tzn. składa się tylko t elenentu neutralnego e€G. Repery 
istnieję. Ze względu na to, że f jest dzlałanlen efektywny*, cały zbiór 
M jest reperen. Specjalnie ważne w geonetrll sę repery, które zawieraję 
nożllwie nało punktów. W dalszy* clęgu zajnieny się reperanl skońezonynl, 
tzn. taklni, które zawleraję skońozonę liczbę punktów. Choolaż definicja 
reperu nie zależy od uporzędkowania punktów, to jednak w przypadku repe- 
rów skończonych wygodniej jest reper traktować jako clęg. Przyjnieny więo 
następujęcę definicję reperu skończonego.

Definlola 2
Reperen rzędu s w geonetrll (l.l) nazywany cięg skończony e różnych 

punktów

(pj. P2 ....,P# ), p± / Pj, i |< J. i.J - 1.2,....*, (1.2)

taki. ż* H(p1 ,p2 ,...,pa ) - {*).
Powstaje pytanie, czy w każdej geonetrll istnieję repery skońezona?
Niech Q C M. Oznaczny przez G(Q,M) podgrupę stabilności podzbioru Q 

w geonetrll (l.l), tzn. zbiór tych elenentów grupy G, które przekształ­
caj* Q na siebie.

Zachodzi ważny zwlęzek niędzy podgrupę nieefektywności zbioru P C M i 
podgrupani stabilności poszczególnych punktów zbioru P. Ma on postać

H(P) - G (x ,M). (1.3)
x € P

Z (1.3) wynika, ża przy zwiększaniu ilości punktów zbioru jago grupa 
nleefaktywnośel nie noże się powiększyć. A więc, jeżeli do reporu dodany 
jakiś punkt, to otrzyaany zbiór pozostanie reperen. Powstaje problen zna­
lezienia reperu o nlnlaalnej ilości punktów?

01*. ilustraoji powyższych definicji i właenośoi podany teraz kilka pro­
stych przykładów.

1. Niech GA(n,R) ■ {(A,a) : A€GL(n,R), a € Rn J oznaoza n-wyniarowę 
grupę aflnleznę. Działanie w GA(n,R) jest określone w sposób następujęoyt 
(B.b) . fA,a) . (BA,Ba + b). Trójkę (R2 . GA(2,R), f), gdzie f » R2 x 
x GA(2,R)— »-R2 jest określone wzoren: f(x,A,a) ■ A.x+a, nazywany 2-wy-
niarowę geonetrię aflnleznę lub płaszozyznę aflnleznę. Reperańl rzędu 
trzeolego eę trójki punktów (P1 <P2 »P3 ) nle leżęce na jednej prostej. Sę 
to repary nlnlnalne.
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2. Niech GO(n,R) = {(A,a) ! A f  0(n,n), a £ R n ) oznacza n-wymiarowę 
grupę euklidesowę, złożoną z par (A,a), gdzie A jest n-wymiarowę macie- 
rzę ortogonalną. Działanie w GO(n,R) jest określone analogicznie jak w 
GA(n,R). Trójkę (R^,G0(2,K),f), nazywamy 2-wymiarową geometrią euklideao- 
wą. Jest ona podgeometrię 2-wymiarowej geometrii afinicznej. Również w 
tej geometrii reperaml trzeciego rzędu są trójki punktów nie leżących na 
jednej prostej. Są one reperaml minimalnymi.

3. Niech G będzie dowolną grupą, a H C G jej podgrupą.Oznaczmy przez 
L : GxH — G lewą translację grupy H na G. Łatwo sprawdzić, że trójka 
(G, H, L) Jest geometrią. W tej geometrii każdy punkt jest reperem.

4. ¡Jeżeli Jako G i H przyjmiemy grupę addytywnę liczb rzeczywistych
R, to otrzymujemy geometrię (R, R, f), gdzie A x € R  A g S K  f(x,g):»g+x,
która etanowi szczególny przypadek geometrii podanej w przykładzie 3.

2. ORIENTACJA RZĘDU S

Niech będzie dana geometria (l.l). Załóżmy, że istnieją w niej repery 
rzędu a. Utwórzmy w taj geometrii obiekt iloczynowy

(Ms , G, f8 ), (2.1)

gdzie M 8 « MxMx...xM, a dla. x = (Xj,x2 ,...,x ) i g 6G określany 
f8 (x,g) ■ ,(f (kj ,G),... ,f (x# ,g) )# (por. |l]). Oznaczmy przez zbiór re- 
perów rzędu s geometrii (l.l). Na podstawia założenia zbiór ten jest 
niepusty. Ma on następującą ważną własność.

Lemat 1
Podzbiór M g jest niezmienniczym podzbiorem obiektu (2.l).

Dowód

Niech cu- (P1 .P2 ..... P8 ) 6 m8 oraz co(p1 .pz .... ,p8 ) - f8 (cu, g). Aby
pokazać, że dla dowolnego g E G  Jest H(p^ ,p2 ,... ,pg ) » {el wybierzmy do­

wolne h 6 H(pltp2 ,... ,Pe ). Zachodzę wtedy związki f(pi(h)»p1( i-l,2...,s 
z których wynika f (f (fpA ,g) ,h) ,g-ł) ■ PŁ => f (pŁ . g-1h g ) - P j ^  g-1hg » a. 0- 
atatnla równość oznacza, że H(p1 ,p2 ,...,pg ) - (e}, a więc w  C M #.

W oparciu o lemat 1 możemy utworzyć obiekt częściowy

(M0 ' G - fJ *  f= ! " fS|M.x G - (2.2)6 B 3 | ©

obiektu (2.1), (por. [l]). Obiakt ten ma następującą własność.

Lemat 2
Dla każdych dwóch reperów rzędu 8 istnieje co najwyżej Jeden element 

z g, który przekształca Jeden z nich w drugi.
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Dowód
Niech a ^ C M g  i CtigCMg. Przypuśćmy, że istnieję dwa elementy gA i

g2 grupy G takie, że 9 ^  “ £a2 ' * 8 ^ 1 '  92^ “ **2* Wtedy

f8 (f8 (at,l ’ fs (a'l'9l1 '92 ) = iyi = > 9 l92 = e ' a wi«c elementy
te muszę być identyczne.

Może się zdarzyć, że nie ma elementu grupy G, który jakiś reper rzędu
3 przekształca w inny, tzn. G nie musi działać tranzytywnie na zbiorze
reperów M . W 2-wymiarowej geometrii afinicznej grupa działa tranzytyw­
nie na zbiorze reperów rzędu 3. W 2-wymiarowej geometrii euklideeowej gru­
pa nie działa tranzytywnie na zbiorze reperów rzędu trzeciego. Natomiast 
działa tranzytywnie na zbiorze reperów ortonormalnych, tzn. takich,że wek­
tory PjP2 P1P 3 8g ortonormalne. W przykładzie 3 grupa nie działa
tranzystywnie na zbiorze reperów pierwszego rzędu, gdy H ^ G. W przykła­
dzie 4 grupa działa tranzytywnie na zbiorze reperów pierwszego rzędu i nie 
działa tranzystywnie na zbiorze reperów drugiego rzędu.

Oznaczmy przez 7fZ s dowolny ustalony podzbiór tranzytywny obiektu (2.2) 
Możemy wtedy utworzyć obiekt częściowy

G, Fg ) (2.3)

t
obiektu (2.2) (por. [ 1 ] ) , Fg : : f8|eaxG* PrzY pomocy tego obiektu de­
finiujemy orientowalność geometrii w sposób następujący.

Definicja 3
Geometrię (l.ł) nazywamy s-orientowalnę, jeżeli istnieje niezmienniczy 

rozkład obiektu (2.3) na dokładnie dwa niepuste zbiory rozłączne, tzn. 
Jeżeli istnieją dwa podzbiory 7Tl\ i zbioru spełniające nastę­

pujące warunki:

* m ~s * * A n  m 9 (2*4)

a r , - * ;  u » ? 8*. (2 .5 )

g £ G  il=^ v7 ’ ; f l ) . ^ C ^ ' 956 (2*6)

Geometria 2-wymiarowa afiniozna jest orientowalna trzeciego rzędu. 
Zbiór reperów trzeciego rzędu jest tranzytywny. Rozkład niezmienniczy moż­
na określić p r z y j m u j ą c e j  = {(pj.Pg.Pj) : Det (pg-Pj .Pj-Pj) >  Oj , e 3 “

■ {(Pl-P2'p3 : OMtPz-Pt.Pj-Pii <0J.
Geometria 2-wymiarowa euklidesowa jest również 3-orientowalną.Deko włók 

no tranz)ytywne zbioru reperów trzeciego rzędu można przyjąć zbiór trójek 
punktów takich, że wektory pŁpg i PjP3 są ortonormalne. Rozkład nie­
zmienniczy Jest określony jak poprzednio.
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Zbiór reperów pierwszego rzędu w geometrii z przykładu 3 nie jest w 
ogólności trsnzytywny. Włóknami tranzytywnyml tego zbioru sę warstwy wzglę­
dem podgrupy H. Włókna te nie muszę dopuszczać rozkładów niezmienni­
czych dwuelementowych. Geometria z przykładu 4 nie jest orientowalna pierw­
szego rzędu. Geometrie ta nie jest również orientowalna drugiego rzędu, 
ponieważ włókno trenzytywne zbioru 2-reperów nie posiada dwuelementowego 
rozkładu niezmienniczego.

Oeżeli geometria (l.l) Jest s-orientowalna, to każdy z podzbiorów 
i 7K~a nazywamy s-orientację geometrii. Geometrię z wybranę orienta­

cję nazywamy zorientowa,nę. Geometria zorientowana rzędu s jest to para 
złożona z geometrii i wybranej orientacji, tzn. para ((M, G,

3. PEWNE WŁASNOŚCI 0RIENTAC3I

Wyżej określona orientacja nia zależy od wyboru włókna tranzytywnego
obiektu (2.2). Zachodzi bowiem

Twierdzenie 1
Oeżeli geometria (l.l) Jest s-orlentowalnę względem pewnego włókna tran- 

z y t y w n e g o ^  obiektu (2.2), to Jest również s-orientowalnę względem każ­
dego innego włókna tranzytywnego tego obiektu.

□owód tego twierdzenia przeprowadzimy w oparciu o pewien zwięzek mię­
dzy orientowalnościę geometrii i orientowalnościę grupy, która wyznacza 
tę geometrię. Najpierw przypomnimy definicję orientowalności grupy, (por. 
[5] s. 323).

Definicja 4
Oeżeli grupa G zawiera podgrupę H o indeksie 2, to mówimy, że G 

jest orientowalnę względem podgrupy H lub krótko orientowalnę.
Wspomniany wyżej zwięzek wyrażony Jest w dwóch lematach.

Lemat 3
Oeżeli geometria (l.l) jest s-orientowalnę, to grupa G jest oriento­

walnę.

Dowód
Oznaczmy przez cuq dowolny element z W * .  Podzbiór G Q«|g£G :F8 (cl>o ,g ) & ^  j 

grupy G Jest jej podgrupę. Istotnie, niech g^ i g2 należę do G q. Wtedy 

Fa (*V9i) 1 Fs ^ % ' 9 2 ^ e ^ s ” Ponieważ rozkład jest niezmienniczy ist­
nieje •?? o - 1 takie, że Fg (FgC“̂ ,»Gjl) .9^) Fs^FsCŁo' ® 2 ^ 1   ̂ należ? d°

Wynika stęd, że cuQ f a p8 (co0 < 9.j92 ) ̂  +1 A Fs ̂ o '®1^2 ̂ ^ s  ̂
=£> 9^92 C g 0* a wi?° G 0 podgrupę. Udowodnimy teraz, że indeks GQ
Jest równy 2. Niech g^ i g2 nie należę do GQ . Mamy wtedy

F.(ft,o*®l)'Fs(% ' 9 2 )C^ ;  => V7 - 11 [Fs(Fs(% ' 9 l )-9l 5
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i

tzn. g1 1 g2 są równoważne względem GQ , a więc wyznaczaję tę eamę klasę 
abstrakcji i indeks G Q równa aię 2.

Zachodzi również lemat w pewnym seneie odwrotny.

Lemat 4
Jeżeli grupa G jeet orientowalnę i istnieję repery rzędu s w geome­

trii (l.l), to każde włókno tranzytywne obiektu (2.2) posiada niezmienni­
czy rozkład złożony z dokładnie dwóch niepustych zbiorów rozłącznych, a 
więc geometria (l.l) jest s-orisntowalnę.

Dowód
Oznaczmy przez GQ podgrupę grupy G o indeksie 2. Niech będzie

włóknem tranzystywnym obiektu (2.2). Określimy rozkład 771̂  na dwa zbiory
niepuste i rozłączne w sposób następujący: Wybieramy dowolny punkt z25'.

: V g C G 0 [co- Fg ( % .  g)]} , jjjr" » - jff*. Z b i ó r ^  jest
oczywiście niepusty. Przypuśćmy, że 22'" - J2. Niech g j £ G  - GQ . Oznaczmy 
przez ńOj = Fs (coo ,g1 ). Ponieważ 77l~g Jest pusty, cô  musi należeć do ■ 
Istnieje więc 92 ^ Gp takie, że UJ1 = Fgiń^.g,,). Ale to jest sprzeczne z 
lematem 2, a więc zbiór 2??” musi być niepusty. Oczywistym jest, że zbiory 

są rozłączne i w sumie dają cały zbiór 771'. Aby pokazać nie- 
zmienniczość rozkładu załóżmy, że ceĵ , co2 i g ? G 0 . Mogą zajść dwie

możliwości g 6 G0 lub g € G  - G Q. W przypadku pierwszym F8 f̂ial* 1
Fg (c02 , g) należą do 77l*g. w przypadku drugim fs («1( g) 1 f9 (^2 . 9) na­
leżą do 77Zg . A więc w przypadku pierwszym y - 1, w drugim y  - -1. Podob­

nie sprawdzamy warunek (2.6), gdy co  ̂ 1 cu2^^''a' Polany rozkład spełnia
więc wszystkie żądane warunki (2.4) - (2.6) i lemat Jest udowodniony.

W oparciu o powyższe lematy dowód twierdzenia 1 jest natychmiastowy.
Jeżeli grupa G Jest orientowalnę, to geometria (l.l) tylko wtedy mo­

że nie być orientowalnę, gdy nie ma reperów rzędu skończonego.

4. DEFINICJA ORIENTCM/ALNOŚCI Z. MOSZNERA

W pracy [4] Ż. Moszner zaproponował pewne uzupełnienie definicji wad­
liwej z pracy [2] w sposób następujący.

Definicja 5

Geometrię (l.l) nazywany s-orientowalną, Jeżeli istnieje niezmienniczy 
rozkład reperów rzędu s, tzn. obiektu (2.2) na dokładnie dwa niepuste 
zbiory rozłączne M* i M ~ , spełniające warunek

v (Pl P8 ) e M * V g S G  takie, że [( f (pt ,g),..., f (pg ,g )) e M “ ](4.1)
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Można pokazać, że definicje 3 i 5 sę równoważne, tzn. geometria Jest 
s-orientowalnę w sensie definicji 3 wtedy i tylko wtedy, gdy Jest s-orien- 
towalnę w sensie definicji 5. Istotnie, Jeżeli (l.l) Jest s-orientowalnę 
w sensie definicji 3, to istnieje niezmienniczy rozkład włókna tranzytyw- 
nego 3frg zbioru reperów Mg na dokładnie dwa niepuste zbiory rozłęczne <&* 
i 731 Na podstawie lematu 3 grupa G jest orientowalnę, a na podstawie 
lematu 4 każde włókno tranzytywne 77Z I obiektu (2.2) posiada nie-

^ 4-zmienniczy rozkład na dokładnie dwa zbiory niepuste rozłęczne 'WS3e-
Wtedy sumy M* » 1 rozciągnięte na wszystkie

8 »rei a x  8 *6 1 S3C
włókna tranzytywne obiektu (2.2) wyznaczają niezmienniczy rozkład zbioru
reperów M , który spełnia warunek (4.1). Odwrotnie, Jeżeli geometria (l.l)
Jest s-orientowalnę w myśl definicji 5, to istnieje niezmienniczy rozkład
zbioru reperów M na'dwa niepuste zbiory rozłęczne M* 1 M~. Oznacza-

8 3 8
jęc przez włókno tranzytywne obiektu (2.2), do którego należy punkt 
(p., .Pg• • • • »Pa ) występujący w warunku (4.l), określamy niezmienniczy roz­
kład tego włókna w sposób następujący! Iffl* » M * n ^  , jjrf « M n  iVt. Zbio-

8 3  8  3  3 S
ry sę niepuste i rozłęczne, a więc geometria (l.l) Jest s-orientowalnę w 
myśl definicji 3.

Chociaż definicje 3 i 5 sę równoważne, wydaje mi się, że definicja 3 
Jest wygodniejszą z dwu powodów. W definicji 3 orientacje są wyznaczone 
prawie Jednoznacznie, tzn. dowolność jest tylko w wyborze włókna tranzy- 
tywnego. Orientacje w definicji 5, Jak zauważył G. Łubczonok, mogę być wy­
bierane w sposób bardzo dowolny. Trudno powiedzieć, czy takie orientacje 
maję Jakieś znaczenie geometryczne. Z drugiej strony w definicji 3 wystę­
puję pojęcia związane z grupami i obiektami geometrycznymi. Warunek (4.1) 
w definicji 5 wydaje mi się sztuczny. Natomiast znaczenie definicji 5 po­
lega na tym, że pokazuje ona pewne ważne własności niewątpliwie trudnego 
pojęcia jakim Jest orientowalność geometrii
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3AMEqAHHH flJIH IIOHHTHfl 0PHEHTHP03KH rEOMETPHH KJIAMHA 

P e 3 ¡0 m e

reoMeTpaeft KnaflHa Ha3biBaeM ipa (M,G,f) r^e M aTo Jisdoe MHoxecTBO,G - 
Jix>6aa rpynna, a f - siJxjieKTHBHOe fleficiBae G Ha M [ 1]. IlepBBHHyio fle^aHaaaso 
opaeHTaaaa Taicoft reoMeipaa flaa aBTop b  paSoie [2], fleJaHaaaa sia fibuia ac- 
npaBaeHa 3. MomHepoM b [4], B padoie npe^cTaBJieHa ae$HHHaafl reoMeTpaa Knaft- 
Ha paBHOBecai fle$HHHiiHio 3. MonHepa. OflHOBpeMeHHO npefldaBJieHO HeKOTopue cbo8- 
cTBa th. c-penepoB b reoMeTpaa KaafiHa.

SOME REMARKS ON THE NOTION OF KLEIN’S GEOMETRY ORIENTATION 

S u m m a r y

Klein’s geometry consists of three expressions (M,G,f), where M is on 
arbitrary set, G - an arbitrary group and f - an effective influence of 
G on M, (of I). The first orientation definition of such a geometry was 
given by the author in the paper [2], This definition was corrected by Z. 
Moszner in [4 ]. The paper contains the orientation definition equivalent 
to Z. Moszner's'definition. Some properties of so-called "s-repers" in 
Klein’s geometry are given simultaneously.


