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UWAGI 00 PODECIA OKIENTACOI GEOMETRII KLEINA

Streszczenie. Geometrie Kleina nazywamy tréojke (M,G,f), gdzie M
jest dowolnym zbiorem, G - dowolne grupe, a f - efektywnym dziata-
niem G na M, (por. [1]). Pierwsze definicje orientacji takiej
geometrii podat autor w pracy [2], Definicja ta zostata poprawiona
przez Z. Mosznera w [4], Pracs zawiera \ definicje orientacji geome-
trii Kleina roéwnowazne z definicje Z. Mosznera. Dednoczes$nie podane
se pewne whasnosci tzw. s-repardw w geometrii Kleina.

Oednym z najwazniejszych, a jednoczes$nie najtrudniejszych poje¢ geo-
metrycznych jest pojecie orientacji. W pracy [2] zostata podana pewna de-
finicja orientacji geometrii Kleina oparta na podstawowych pojeciach tej
geometrii sprecyzowanych w pracy [1]. Definicja ta byta referowana na Kon-
ferencji Geometrycznej w Wegierskiej Gorce w roku 1975, a nastepnie opu-
blikowana z licznymi uzupednieniami w [3]. Mimo tych uzupednien definicja
ta ma pewne wady, na ktére zwroécit uwage Z. Moszner w pracy [4], W tej sa-
mej pracy podat Z. Moszner poprawione wersje tej definicji. Tutaj podaje
definicje orientacji réwnowazne z definicje Z. Mosznera. Chociaz roéznice
se niewielkie, to jednak podana definicja wskazuje dalsze wkasnosci poje-
cia orientacji i1 Jest wyrazona w wygodniejszych terminach geometrycznych.
Aby rozwazania uczyni¢ bardziej zrozumiate, przypomnimy na poczetek po-
trzebne pojecia, a w szczegélnosci wazne z wielu wzgledéw pojecie reperu
i jego podstawowe whasnosci.

1. REPEK 1 3EGO WLASNOSCI

Poniewaz pojecie reperu zwiezane jest z pojeciem podgrupy nieefektyw-
nosci zbioru, przypomnimy najpierw definicje tej podgrupy.
Niech bedzie dana geometria Kleina

W, G, . a.n

gdzie:
M Jest dowolnym zbiorem, G - grupe, a F - efektywnym dziataniem G na

M, (por. [1D).
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01« dowolnego podzbioru P CM przez H(P) bedzleny oznaczali grupe
ztozone z tyoh wszystkich elenentéw 6, ktdéry* odpowiadajace przeksztalce-
nia F nie znleniaje punktéw zbioru P, tzn. H(P)«|g iGi A xCP f(x.g) mx]|
H(P) nazywany podgrupe nieefektywnosci zbioru P.

Definicjg 1

Podzbiér P C M nazywany reperen. Jezeli jego grupa nieefektywnosci
Jeet trywialna, tzn. sktada sie tylko t elenentu neutralnego e€G. Repery
istnieje. Ze wzgledu na to, ze T jest dzlatanlen efektywny*, caty zbioér
M jest reperen. Specjalnie wazne w geonetrll se repery, ktoére zawieraje
nozllwie nato punktéw. W dalszy* clegu zajnieny sie reperanl skonezonynl,
tzn. taklni, ktére zawleraje skonozone liczbe punktéw. Choolaz definicja
reperu nie zalezy od uporzedkowania punktéw, to jednak w przypadku repe-
réw skonczonych wygodniej jest reper traktowa¢ jako cleg. Przyjnieny wieo
nastepujece definicje reperu skonczonego.

Definlola 2
Reperen rzedu s w geonetrll (1.1) nazywany cieg skonczony e réznych
punktow

®j. P2....,P#), p£/ Pj, i KJ. i.J - 1.2,....%, 1.2)

taki. z* H(pl.,p2,...,pa) - {*).

Powstaje pytanie, czy w kazdej geonetrll istnieje repery skonezona?

Niech Q C M. Oznaczny przez G(Q,M) podgrupe stabilnosci podzbioru Q
w geonetrll (1.1), tzn. zbidér tych elenentéw grupy G, ktére przeksztat-
caj* Q na siebie.

Zachodzi wazny zwlezek niedzy podgrupe nieefektywnos$ci zbioru P C M i
podgrupani stabilnosci poszczeg6lnych punktéw zbioru P. Ma on postac

H(P) - G (x ,M). (1.3)
X €P

Z (1.3) wynika, za przy zwiekszaniu ilosci punktédw zbioru jago grupa
nleefaktywnosel nie noze sie powiekszyé. A wiec, jezeli do reporu dodany
jakis punkt, to otrzyaany zbidr pozostanie reperen. Powstaje problen zna-
lezienia reperu o nlnlaalnej ilosci punktéw?

01*. ilustraoji powyzszych definicji i wkaeno$oi podany teraz kilka pro-
stych przyktaddw.

1. Niech GA(n,R) m {(A,a) : AEGL(n,R), a¢€ RnJ oznaoza n-wyniarowe
grupe aflnlezne. Dziatanie w GA(n,R) jest okreslone w sposéb nastepujeoyt
(B.b) . fA,a) . (BA,Ba + b). Trojke (R2. GA(2,R), T), gdzie f »R2 x
X GA(2,R)-»-R2 jest okreslone wzoren: f(x,A,a) m A_x+a, nazywany 2-wy-
niarowe geonetrie aflnlezne lub ptaszozyzne aflnlezne. Reperanl rzedu
trzeolego ee trojki punktéw (P1<P2»P3) nle lezece na jednej prostej. Se
to repary ninlnalne.
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2. Niech GO(n,R) = {(A,a) ' A f0(n,n), a£Rn) oznacza n-wymiarowe
grupe euklidesowe, z%ozong z par (A,a), gdzie A jest n-wymiarowe macie-
rze ortogonalng. Dziatanie w GO(n,R) jest okreslone analogicznie jak w
GA(n,R). Tréjke (R™,G0(2,K),f), nazywamy 2-wymiarowg geometrig euklideao-
wg. Jest ona podgeometrie 2-wymiarowej geometrii afinicznej. Réwniez w
tej geometrii reperaml trzeciego rzedu sa trojki punktéw nie lezacych na
jednej prostej. Sa one reperaml minimalnymi.

3. Niech G bedzie dowolng grupa, a H C G jej podgrupg-Oznaczmy przez
L :GxH- G lewag translacje grupy H na G. tatwo sprawdzié¢, ze trojka
(G, H, L) Jest geometrig. W tej geometrii kazdy punkt jest reperem.

4. jJezeli Jako G i H przyjmiemy grupe addytywne liczb rzeczywistych
R, tootrzymujemy geometrie (R, R, f), gdzie Ax€R AgSK f(x,Q9):1»g+x,
ktéra etanowi szczeg6lny przypadek geometrii podanej w przyktadzie 3.

2. ORIENTACJA RZEDU S

Niech bedzie dana geometria (1.1). Zakézmy, ze istniejg w niej repery
rzedu a. Utwérzmy w taj geometrii obiekt iloczynowy

(Ms, G, f8), @D
gdzie M8 « MxMx...xM, a dla. x = (Xj,x2,...,x ) i Q@66 okreslany
8(x,9) m ,(F(kj ,G),... ,F(x#,9) ¥ (por. |11). Oznaczmy przez zbioér re-
peréw rzedu s geometrii (I1.1). Na podstawia zatozenia zbiér ten jest
niepusty. Ma on nastepujaca wazng whkasnosc¢.

Lemat 1
Podzbidér Mg jest niezmienniczym podzbiorem obiektu (2.1).

Dowéd

Niech cu- (P1.P2 ..... P8) 6 m8 oraz co(pl.pz....,p8) - f8(w, Q)- Aby
pokaza¢, ze dla dowolnego gEG Jest H(p”".,p2,.-.,pg) » {el wybierzmy do-
wolne h 6 H(pltp2,... ,Pe). Zachodze wtedy zwigzki Ff(pi(h)»p1( i-1,2...,s
z ktoérych wynika f(f(fpA,g) ,h),o-H) m PL=> f(pt.glhg) - Pj~ glhg » a. O-
atatnla réwnos¢ oznacza, ze H(pl,p2,.-..,pg) - (e}, a wiec w CM#.

W oparciu o lemat 1 mozemy utworzy¢ obiekt czesSciowy

Mg~ G- fg* F31 " FS|MexG- @.2)

obiektu (2.1), (por. [I1). Obiakt ten ma nastepujaca wkasnosc.

Lemat 2
Dla kazdych dwéch reperéw rzedu 8 istnieje co najwyzej Jeden element
z g, ktory przeksztatca Jeden z nich w drugi.
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Dowod

Niech a~CMg i CtigCMg. Przypusémy, ze istnieje dwa elementy gA i
g2 grupy G takie, ze 9~ “ofR <8Nt 92~ “ faiaial
fs(fs@l”’ fs@'1"911792) = iyi=>9192 = e" a wi«c elementy
te musze by¢ identyczne.

Moze sie zdarzy¢, ze niema elementu grupy G, ktéry jakis reper rzedu
3 przeksztatca w inny, tzn.G nie musi dziata¢ tranzytywnie na zbiorze
reperéow M . W 2-wymiarowej geometrii afinicznej grupa dziata tranzytyw-
nie na zbiorze reperéw rzedu 3. W 2-wymiarowej geometrii euklideeowej gru-
pa nie dziata tranzytywnie na zbiorze reperéw rzedu trzeciego. Natomiast
dziata tranzytywnie na zbiorze reperéw ortonormalnych, tzn. takich,ze wek-
tory PjP2 P1P3 8g ortonormalne. W przyktadzie 3 grupa nie dziata
tranzystywnie na zbiorze reperow pierwszego rzedu, gdy H ~ G. W przyk#a-
dzie 4 grupa dziata tranzytywnie na zbiorze reperéw pierwszego rzedu inie
dziata tranzystywnie na zbiorze reper6w drugiego rzedu.

Oznaczmy przez 7fZs dowolny ustalony podzbiér tranzytywny obiektu (2.2)
Mozemy wtedy utworzy¢ obiekt czesSciowy

G, Fg) (2.3)
t
obiektu (2.2) (por. [1]), Fg : : f8leaxG* PrzY pomocy tego obiektu de-
finiujemy orientowalno$¢ geometrii w spos6b nastepujacy-
Definicja 3
Geometrie (1.4) nazywamy s-orientowalne, jezeli istnieje niezmienniczy
rozktad obiektu (2.3) na doktadnie dwa niepuste zbiory roziaczne, tzn.
Jezeli istniejg dwa podzbiory 7TIN i zbioru spetniajace naste-

pujace warunki:

*mos**A n m 9 (2*4)
ar,-*; u»?8. 2.5)
gEG il=~v7 ’ ; f1).~C~"956 (2*6)

Geometria 2-wymiarowa afiniozna jest orientowalna trzeciego rzedu.
Zbidr reperow trzeciego rzedu jest tranzytywny. Rozk#ad niezmienniczy moz-
na okresli¢ przyjmujacej = {(pj-Pg-Pj) : Det (pg-Pj -Pj-Pj) > 0j ,e 3 “
m {(P1-P2"p3 : OMtPz-Pt.Pj-Pii <0J.

Geometria 2-wymiarowa euklidesowa jest rowniez 3-orientowalng.Deko whkok
no tranz)ytywne zbioru reper6w trzeciego rzedu mozna przyja¢ zbidr tréjek
punktéw takich, ze wektory ptpg 1 PjP3 sg ortonormalne. Rozktad nie-
zmienniczy Jest okreslony jak poprzednio.
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Zbior reper6w pierwszego rzedu w geometrii z przyktadu 3 nie jest w
og6lnosci trsnzytywny. Wkoknami tranzytywnyml tego zbioru se warstwy wzgle-
dem podgrupy H. Wkokna te nie musze dopuszcza¢ rozktadow niezmienni-
czych dwuelementowych. Geometria z przyktadu 4 nie jest orientowalna pierw-
szego rzedu. Geometrie ta nie jest roéwniez orientowalna drugiego rzedu,
poniewaz wkdékno trenzytywne zbioru 2-reperéw nie posiada dwuelementowego
rozktadu niezmienniczego.

Oezeli geometria (1.1) Jest s-orientowalna, to kazdy z podzbiorow

i 7K~a nazywamy s-orientacje geometrii. Geometrie z wybrane orienta-
cje nazywamy zorientowa,ne. Geometria zorientowana rzedu s jest to para
ztozona z geometrii i wybranej orientacji, tzn. para ((M, G,

3. PEWNE WLASNOSCI ORIENTAC3I

Wyzej okreslona orientacja nia zalezy od wyboru wkdékna tranzytywnego
obiektu (2.2). Zachodzi bowiem

Twierdzenie 1

Oezeli geometria (I.1) Jest s-orlentowalne wzgledem pewnego wkdékna tran-
zytywnego”™ obiektu (2.2), to Jest réwniez s-orientowalne wzgledem kaz-
dego innego wkékna tranzytywnego tego obiektu.

Oowod tego twierdzenia przeprowadzimy w oparciu o pewien zwigezek mie-
dzy orientowalnos$cie geometrii i orientowalnoscie grupy, ktéra wyznacza
te geometrie. Najpierw przypomnimy definicje orientowalnosci grupy, (por.
[5] s- 323).

Definicja 4

Oezeli grupa G zawiera podgrupe H o indeksie 2, to méwimy, ze G
jest orientowalne wzgledem podgrupy H lub krétko orientowalne.

Wspomniany wyzej zwiezek wyrazony Jest w dwéch lematach.

Lemat 3
Oezeli geometria (1.1) jest s-orientowalne, to grupa G jest oriento-
walne.

Dowéd

Oznaczmy przez aqg dowolny element z W*. Podzbidér GQ«|g£G :F8 @0 ,g) & j
grupy G Jest jej podgrupe. Istotnie, niech g~ i g2 naleze do Gq. Wtedy
Fa(*V9i) 1 Fs~%"927e”~s ” Poniewaz rozktad jest niezmienniczy ist-
nieje s?0 - 1 takie, ze Fg(FgC”,»Gj1).9") Fs"FsGo"®27~1 ~ nalez? d°
Wynika sted, ze caQf a p8(oc0<9.j92 )» +1 A Fs~o "@1M2~r"rs N
=£> 9792Cg0* a wi?° GO podgrupe. Udowodnimy teraz, ze indeks GQ
Jest réwny 2. Niech g™ i g2 nie naleze do GQ. Mamy wtedy

F.@o*@1)"Fs®"92)C"; => W/ - 11 [Fs(Fs®"91)-91 5
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tzn. g1 1 g2 sa roéwnowazne wzgledem GQ, a wiec wyznaczaje te eame klase
abstrakcji i indeks GQ réwna aie 2.
Zachodzi roéwniez lemat w pewnym seneie odwrotny.

Lemat 4

Jezeli grupa G jeet orientowalne i istnieje repery rzedu sw geome-
trii (1.1), to kazde w#ékno tranzytywne obiektu (2.2) posiada niezmienni-
czy rozktad ztozony z doktadnie dwoéch niepustych zbioréw rozdacznych, a
wiec geometria (I1.l1) jest s-orisntowalne.

Dowdd

Oznaczmy przez GQ podgrupe grupy G o indeksie 2. Niech bedzie
wiéknem tranzystywnym obiektu (2.2). Okreslimy rozktad 771"na dwa zbiory
niepuste i roztaczne w sposdb nastepujacy: Wybieramy dowolny punkt 225

:VgCGO [co- Fg(%. o)1} ., i » - jff*. Zbidér " jest
oczywisdcie niepusty. Przypusémy, ze 2™ - R Niech (gj£G - GQ. Oznaczmy
przez n0j = Fs (oo ,gl). Poniewaz 77hg Jest pusty, co® musi nalezeé do n
Istnieje wiec 92”7 Gp takie, ze UJ1 = Fgin~.g,,). Ale to jest sprzeczne z
lematem 2, a wiec zbidr 2??” musi by¢é niepusty. Oczywistym jest, ze zbiory

sg rozigczne i w sumie daja caty zbidér 771". Aby pokazaé nie-

zmienniczo$¢ rozktadu zatozmy, ze g, o2 i g?G0. Moga zajs¢ dwie
mozliwosci g 6 GO lub g€G - GQ. W przypadku pierwszym F8MH™* 1
Fg@2 , g) nalezg do 7/Fg. w przypadku drugim fs(«1( g) 1 TFf9(*2. 9) na-
lezg do 77Zg. A wiec w przypadku pierwszym Yy - 1, w drugim y- -1. Podob-
nie sprawdzamy warunek (2.6), gdy co® 1 aR”""a" Polany rozktad speinia
wiec wszystkie zgdane warunki (2.4) - (2.6) i lemat Jest udowodniony.

W oparciu o powyzsze lematy dowdéd twierdzenia 1 jest natychmiastowy.

Jezeli grupa G Jest orientowalne, to geometria (1.1) tylko wtedy mo-
ze nie by¢ orientowalne, gdy nie ma reper6w rzedu skonczonego.

4. DEFINICJA ORIENTCM/ALNOSCI Z. MOSZNERA

W pracy [4] Z. Moszner zaproponowat pewne uzupednienie definicji wad-
liwej z pracy [2] w spos6b nastepujacy.
Definicja 5

Geometrie (I1.1) nazywany s-orientowalng, Jezeli istnieje niezmienniczy
rozktad reperéw rzedu s, tzn. obiektu (2.2) na doktadnie dwa niepuste
zbiory roztaczne M* i M~, spekniajgce warunek

v (Pl P8)eM*VgSG takie, ze [(f(pt.,g),.--, T(pg.g)) eM“](4.1)
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Mozna pokazac¢, ze definicje 3 i 5 se rownowazne, tzn. geometria Jest
s-orientowalne w sensie definicji 3 wtedy i tylko wtedy, gdy Jest s-orien-
towalne w sensie definicji 5. Istotnie, Jezeli (I.1) Jest s-orientowalne
w sensie definicji 3, to istnieje niezmienniczy rozktad wkékna tranzytyw-
nego 3fig zbioru reperéw Mg na doktadnie dwa niepuste zbiory rozteczne <&*
173 Na podstawie lematu 3 grupa G jest orientowalne, a na podstawie

lematu 4 kazde wkdékno tranzytywne 772 I obiektu (2.2) posiada nie-
N
zmienniczy rozktad na doktadnie dwa zbiory niepuste rozieczne "WS3e-
Wtedy sumy M* » 1 rozciagniete na wszystkie
8 »rei ax 8 *61 S

wibékna tranzytywne obiektu (2.2) wyznaczaja niezmienniczy rozktad zbioru

reperéw M , ktéory spednia warunek (4.1). Odwrotnie, Jezeli geometria (1.1)
Jest s-orientowalne w mys$l definicji 5, to istnieje niezmienniczy rozktad

zbioru reperoéw M8 na“"dwa niepuste zbiory rozteczne M; 1 Mg. Oznacza-

jec przez wkékno tranzytywne obiektu (2.2), do ktérego nalezy punkt

(@., -Pge===»Pa) wystepujacy w warunku (4.1), okreslamy niezmienniczy roz-

ktad tego wkdkna w sposéb nastepujacy! Ifq; » M;*n AS, jp; « M3n iY}. Zbio-
ry se niepuste i rozteczne, a wiec geometria (I.1) Jest s-orientowalne w

my$l definicji 3.

Chociaz definicje 3 i 5 se rownowazne, wydaje mi sie, ze definicja 3
Jest wygodniejszg z dwu powodéw. W definicji 3 orientacje s wyznaczone
prawie Jednoznacznie, tzn. dowolno$¢ jest tylko w wyborze w#dékna tranzy-
tywnego. Orientacje w definicji 5, Jak zauwazyt G. tubczonok, moge by¢ wy-
bierane w sposéb bardzo dowolny. Trudno powiedzie¢, czy takie orientacje
maje Jakie$ znaczenie geometryczne. Z drugiej strony w definicji 3 wyste-
puje pojecia zwigzane z grupami i obiektami geometrycznymi. Warunek (4.1)
w definicji 5 wydaje mi sie sztuczny. Natomiast znaczenie definicji 5 po-
lega na tym, ze pokazuje ona pewne wazne whasnosci niewagtpliwie trudnego
pojecia jakim Jest orientowalno$¢ geometrii

LITERATURA

[1] Oasinska E.3. , Kucharzewskl M. ; Grundlegende Begriffe der Kleinachen
Geometrie, Oemonstratio Math. 7(3) (1974), 381-402.

[2] Kucharzewskl M. : Uber die Orientlerung der Klein3chen Geometrien, Ann.
Polon. Math. 29(1975), 363-371.

[3] Kucharzewskl M. : O pojeciu orientacji geometrii Kleina, Zeszyty Nau-
kowe AGH Krakow (w druku).

[4] Moszner Z.i L"orientation dans la geometrie de Klein, Tensor, (w dru-
ku) .

[5]1 Moszner Z. et Tabor D.! Sur la notion du biscalaire, Ann. Polon.Math.
19(1967), 323-330.



172 M. Kucharzewskl

3AMEQAHHH flUIH 1HOHHTHfl OPHEHTHPO3KH rEOMETPHH KJIAVMHA

Pe3i0me

reoMeTpaeft KnaflHa Ha3biBaeM ipa (M,G,f) r”e M aTo Jisdoe MHoxecTBO,G -
Jix>6aa rpynna, a f - siJxjieKTHBHOe fleficiBae G Ha M [1]. 1lepBBHHyio flenaHaaaso
opaeHTaaaa Taicoft reoMeipaa flaa aBTop b paSoie [2], fleJaHaaaa sia fibula ac-
npaBaeHa 3. MomHepoM b [4], B padoie npe~cTaBJieHa ae$HHHaafl reoMeTpaa Knaft-
Ha paBHOBecai fle$HHHiiHio 3. MonHepa. OfIHOBpeMeHHO npefldaBJieHO HeKOTopue cho8-
cTBa th. c-penepoB b reoMeTpaa KaafiHa.

SOME REMARKS ON THE NOTION OF KLEIN’S GEOMETRY ORIENTATION

Summary

Klein’s geometry consists of three expressions (M,G,f), where M is on
arbitrary set, G - an arbitrary group and f - an effective influence of
G on M, (of 1). The first orientation definition of such a geometry was
given by the author in the paper [2], This definition was corrected by Z.
Moszner in [4]. The paper contains the orientation definition equivalent
to Z. Moszner®s"definition. Some properties of so-called “s-repers” in
Klein’s geometry are given simultaneously.



