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OBIEKTY GEOMETRII KLEINA OPARTEJ NA PEWNEJ PODGRUPIE MACIERZOWEJ

Stroszczenie. Macierzy cyklicznę nazywany macierz kwadratowę.któ­
re] TćaT3y-wTerez powstaje przez przesunięcie poprzedniego o jeden 
element w prawo. Przez CA(n,R) oznaczmy zbiór par (A,a) macierzy, 
gdzie A jest macierzę cyklicznę, nie^sobliwę, stopnia n o ele­
mentach rzeczywistych, a macierz a t  R . Zbiór t<en z działaniem 
(B.b) . (A,a) - (B.A, Ba + b) Jest grupę. W myśl definicji podanej 
w [2] trójka (Rn , CA(n,R), f), gdzie działanie f: R n x CA ( n , R )-*■ R" 
ma postać f(x, A,a) » Ax + a, jest pewnę geometrię Kleina. W pra­
cy została podana pewna ogólna metoda wyznaczania obiektów zadanej 
geometrii Kleina oraz w oparciu o nię zostały wyznaczone pewne o- 
biekty wyżej określonej geometrii.

W pracach [l], [2] została podana definicja geometrii Kleina oraz zo­

stały określone obiekty tej geometrii. W  tej pracy podajemy pewnę metodę 

wyznaczania obiektów danej geometrii i w oparciu o nię wyznaczymy obiekty 

pewnej geometrii Kleina. Geometrię tę będziemy nszywać geometrię cyklicz­

nę. Punkt 1 zawiera definicję geometrii Kleina oraz metodę konstrukcji o- 

biektów. W  punkcie 2 określona jest grupa cykliczna macierzy oraz geome­

tria cykliczna Kleina. Pewne obiekty dwuwymiarowej i trójwymiarowej geo­

metrii cyklicznej wyznaczone sę w punkcie 3.

1. Geometrię Kleina [1 ] nazywamy trójkę

gdzieś M Jest dowolnym zbiorem, G Jest dowolnę grupę a f oznacza efektyw­

ne działanie grupy G na zbiorze M, tzn. f Jest odwzorowaniem typu f:MxG-*M 

które spełnia równanie fundamentalne (1.4), [i], warunek identyczności 

(1.5) [1] oraz warunek (i.6) [i].

Obiektem abstrakcyjnym geometrii (l.l) nazywamy również trójkę

WSTĘP

(M.G.f) (1.1 )

(W7.G.F), (1.2 )

gdzie: 7K Jest zbiorem w ogólności różnym od M, G jest grupę, która wystę­

puje w (l.l) a F Jest działaniem G na 1K  , które nie musi być efektywne.
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Niech H c G będzie dowolnę podgrupę grupy G. Możemy wtedy utworzyć zbiór 

ilorazowy G/H :■ jxH, x £ g J, którego elementami sę waretwy lewostronne 

grupy G względem podgrupy H. Warstwy te będziemy oznaczać przez < x >  := xH. 

Na zbiorze G/H możemy określić działanie f grupy G w sposób następujęcy

A < x > e G / H ,  A g e G ,  f0 (<x>,g):« <gx>,

tzn. działanie indukowane przez lewe translacje.

Trój ka

(G/H ,G , f Q ) (1.3)

jest obiektem tranzytywnym geometrii (l.l). Widzimy więc, że każda pod­

grupa H grupy G wyznacza obiekt tranzytywny geometrii (l.l). Zachodzi rów-, 

nież zwięzek odwrotny, tzn. każdy obiekt tranzytywny wyznacza pewnę ro­

dzinę podgrup grupy G, które sę wzajemnie sprzężone. Niech obiekt ( 1 .2 }  
będzie tranzytywny. Dla u>Q e Ti! oznaczmy przez G (cuQ,7il') podgrupę stabilno­

ści tego elementu. Gest ona określona w sposób następujęcy

G(ujQ, m  := { g c G ,  F(co0 ,g) = O>0 }. (l.4)

Ola różnych elementów uiQ, cô  podgrupy stabilności tych elementów sę sprzę­

żone oraz każda podgrupa sprzężona z (1.4) Jest podgrupę stabilności pew­

nego elementu obiektu (l,2). Udowodnimy tylko drugę część tego twierdze­

nia. Niech g Q e G a H oznacza podgrupę sprzężonę z (1.4), tzn. H:=

* g Q G(cu0 , W ) g " ^  Weźmy teraz F ( % < 9 0 )- Pokażemy, że H = G (oj^ .J T I ) .
Istotnie, weźmy dowolny element g Qh g ^ c H ,  gdzie h e G  (uiq ,1 K ) , wtedy

Fi^j.hg"1 ) « F(F(ft/1(g"ł),h) = F(iu0 ,h) = cuQ =i» F , g<Jhg"1 )-F(F (c^ ,hg“ ł ) ,go )= 

» CŁ^^» H c G (co^.T M ).

Niech teraz g e G  (cu^.TTt) , tzn. Fi&^.g) = co^ =i> F (F (u>a , gQ ) ,g) ■= F(a^,ggo ) *

“ <Wl =i> u o = = F (F ( % - 9 0 )- «¡‘i " 1 ) * F(% ' s^  ^ " ^ o 5 =* >

~ >  g'1g_ 1 g0 c G(cu0 , g  s g0G(cu0 , 280 g” 1 , co oznacza, że G (co^ ,7lA c H . 

Pokażemy teraz, .że obiekt (1.2) jest równoważny z obiektem
\

(G/G(ću0 ,?#),G,F0 ), (1.5)

gdzie F q  jest określone następujęco

/ < 6 > 6 G / G  (ojq , M }  , A g c G ,  F Q (<a>, g) « <ga>.

Dla dowodu równoważności pokażemy, że istnieje bijekcja h : G /G (coq , 7fl)
taka, że
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A  coc  W , /Ig c G, F o (h(c«),g) » h(F(to,g) .

Niech co e  TX. Z tranzystywności (1.2) wynika, że istnieje g e G  takie, że 

Co * F(wo ,g). Odwzorowanie h określamy wzorem h(co): = g G (cu^.TJl) = <g>. Od­

wzorowanie to nie zależy od wyboru elementu g. Istotnie, jeżeli g jest 

innym elementem grupy G spełniającym związek ¿u» F (coQ ,g), to F(F(coq ,g), g'1 =

« cjo=> F (a/Q ,• g ^g) » coQ=̂ > g * g e  G (coQ , 7 K ) ^  g e 9G(cuq , 7K) ̂  <g> = < g > . Po­

każemy że odwzorowanie h jest różnowartościowe. Niech hCa^) = h (co^) =&■
=> <g a> =<g2 > ś>92 » gjh, h e G {coQ,7 n ) lecz <z>2 « F(suo ,g2 ) - F Cc^.^h) -

= F (F (coq ,h) ,g^) =■ F(«/o ,g ) = co^, z określenia odwzorowania h łatwo widać, 

że Jest odwzorowaniem na cały zbiór G/G (it/Q , 771). Ponadto F o (h(«j),g) =

= f „(<9 > .9) ’ <99> oraz h(F(£u,g) - h(F(F(cuQ ,g) ,g)) * h(F(ooo ,gg))'= <gg> 

stąd otrzymujemy zwięzek

F0 (h(iu),g) * h(F(oj,g)).

Z  powyższych rozważań wynika 

L emat 1.1

Każda podgrupa H grupy G wyznacza obiekt trar.zytywny geometrii (l.l). 

Odwrotnie, każdy obiekt tranzytywny (1.2) geometrii (l.l) wyznacza pewną 

klasę wszystkich podgrup wzajemnie sprzężonych, mianowicie klasę podgrup 

stabilności elementów zbioru TK. Ponadto, Jeśli coQ oznacza dowolny ele­

ment zbioru 7??, wtedy obiekt (-1.2) jest równoważny z obiektem (1.5). Niech 

c G i « 2 c G oznaczaj? dwie różne podgrupy grupy G. Na podstawie le­

matu 1.1 odpowiadaję im obiekty tranzytywne

(G/H.G.fj), f1 (<x>,g) = <gx> (1.6)

oraz (G/H2 ,G,f), f2 ([x],g) » gx , (1.7)

gdzie [x] oznacza warstwę lewostronną elementu x względem podgrupy H2 , 

tzn. [x] :» x H2 .

Udowodnimy obecnie

Lemat 1.2

Warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, aby obiekty (1.6) i (1.7) 

były równoważne Jest aby podgrupy i Hg były sprzężone.

Dowód (wystarczalność)

Niech i Hg będą sprzężone. Wtedy istnieje element go S G taki, że 

H2 = 9g1H 1g Q. Określmy odwzorowanie h: G/H^-*- G/H2 następująco h (<x>) -

“ [xgoI. Łatwo widać, że h jest odwzorowaniem na cały zbiór G/Hg. Pokaże­

my, że Jest odwzorowaniem różnowartościowym.

Istotnie, niech h « x 1>) - h(<x2 » = ^  [x1fl0 ] = [x2 9o l ^  xl9oH2 “ x29oH2 =̂ >

"" n* ■ v n
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Ponadto zachodzi zwięzek

h(fj(<x>,g)) - f2 ([xg0 ].g).

Konieczność. Załóżmy, że obiekty (1.6) 1 (1.7) sę równoważne, tzn. istnie­

je bijekcja h: G/Hj^— *-G/H2 taka, że spełniony jest warunek

h i f j i « »  ,g)') » fg(h(<x>) ,g), (1.8)

Niech h(<x>) » [ y ] , wtedy powyższy zwięzek przyjnie poatać

h ( < g x > ) « [gy]. (1.9)

Niech ponadto h(<e>) • [gQ] , gdzie e oznacza element neutralny grupy G. 

Podstawiając w (1.9) za g element x- 1 , otrzymamy h(<e>) ■ [x-1y] gQ ] ■

■ [ x_1yl ^  gQ^*"’1y € H 2 ̂  ^xgo^” ly e H2 ̂  ^*9 o^ “ Odwzorowanie h ma
zatem postać h(<x>) » [*901- Niech x € wtedy h(<x>) «[go] ■ [x 90 l =*» 

=> 9 o 1h 1 90 c  h2 " Odwzorowanie h jest bijekcja, zatem istnieje odwzorowa­

nie odwrotne h“ 1 , które ma postać h_ 1 ([y]) » <xg“ 1> .

Zwięzek (l.9) przyjmuje teraz postać

h _ 1 ([gy]) ■ <g y a ó 1>- (1 .10 )

Niech y e H j ,  wtedy h‘ 1 ([gy]) ■= h_ 1 ([g]) « <gg” S .  Podstawiajęc tę rów­

ność do (i .i o ) otrzymujemy, że <gg“ 1> - <gyg"1>=»- g 0g-1 gygóleH1=^90y 9ole H l»

tzn. y e  9ÓlH190 = > H 2 e 9ołHl®o* udowodniliiny • *»*?<=, że H2 » 
czyli podgrupy te sę wzajemnie sprzężone.

Z tego lematu wynikaję następujęce wnioski ^

Wniosek 1

Warunkiem koniecznym i wystarczajęcym na to aby obiekt (1.7) był komi-

tantę obiektu (i.6) jest, aby Istniał taki element g Q e G ,  że spełniona

jest inkluzja 9Ó1h i 90 c  H 2*

Wniosek 2

Oeśli Hj, H 2 ozneczaję dwie różne podgrupy grupy abelowej G, wtedy o- 

biekty (1.6) i (1.7) sę nierównoważne. Dowód tego faktu wynika stęd, że w 

grupie abelowej żadne dwie różne podgrupy nie mogę być ze sobę sprzężone.

2. Określimy teraz pojęcie macierzy cyklicznej i grupy macierzy cy­

klicznych oraz określimy n wymiarowę geometrię Kleina pewnej grupy macie­

rzowej .

Definicja 2.1

Macierz A i a ^ H i . j  » 1,2,... ,n), a ije R nazywamy macierzę cyklicznę, > 

jeżeli ma ona postać
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gdzie

A - *oE + *i E i + + « n - l ^ " 1 '

E1 “ P n-l,n P n-2,n-l •** P 23P 12'

natomiast (i/j) oznacza macierz transpozycji, tzn. macierz otrzymany

przez przestawienie i-tego oraz j-tego wiersza w macierzy jednostkowej, 

([4 ]). Oznaczmy przez C(n,R) zbiór wszystkich macierzy cyklicznych nieo- 

sobliwych.

Uwaga

Każdy wiersz macierzy cyklicznej powstaje z poprzedniego przez przesu­

nięcie w prawo o Jeden element.

Lemat 2.1

Zbiór macierzy cyklicznych nieosobliwych z mnożeniem tworzę grupę abe-

lowę [4 ].

Oznaczmy przez CA(n,R) zbiór par (A,a), gdzie A e c ( n , R ) ,  a e  Rn . W  zbio­

rze tym wprowadzamy działanie określone następujęco

(B,b)(A,a) - (BA,Ba + b)

Lemat 2.2

Zbiór CA(n,R) z powyższym działaniem tworzy grupę.

Definicja 2.2

Trójkę (Rn , CA(n,R), f), fsRnxCA(n,R) — ► Rn , gdzie f(x,(A,a)) = Ax + a 

nazywamy n-wymiarowę geometrię cyklicznę Kleina. Definicja ta jest popraw­

na bo f działa efektywnie na Rn , tzn.

/i x ć R n , Ax + a = x = ^ A  = E, a « 0.

Ponadto geometria ta Jest tranzytywna. W myśl lematu 1.1 oraz lematu 1.2, 

dla wyznaczenia nierównoważnych obiektów tej geometrii, wystarczy wyzna­

czyć podgrupy Ca(n,R), które nie sę sprzężone.

Grupa CA(n,R) ma dwie podgrupy. Podgrupę { ( A ,0) ,Ąe C(n ,R )], która Jest 

izomorficzna z grupę C(n,R) i dlatego będziemy Ję oznaczać tym samym sym­

bolem i podgrupę {(E,a), a e R n j, która jest izomorficzna z grupę addatyw- 

nę przestrzeni wektorowej R n . Podgrupę tę będziemy więc oznaczać przez R n. 

Grupa CA(n,R) jest iloczynem tych podgrup, tzn.

CA(n,R) = R n . C(n,R)

czyli

/l(A,a)e C A ( n , R ) , (A,a) - (E,a)(A,0)
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Dla ilustracji przeprowadzonych wcześniej rozważań wyznaczymy obiekty 

odpowiadające tym podgrupom.

Niech H ■ C(n,R). Wtedy elementy zbioru ilorazowego CA(n,R)/H maję po­

stać <(A,a)> - (A,a)H « {(A,a)(X,o),XCC(n,R)} = {(AX .a) ,X c C(n ,R) } - <(E,a)> 

Widać stąd, że zbićr ten można wzajemnie jednoznacznie odwzorować na zbiór 

{ <(E,a)>,ae R n } a ten następnie na zbiór ja, ae R °}. Napiszmy teraz dzia­

łanie grupy CA(n,R) na zbiór {<(E,a)>, a ę  R n j

/»<(E ,w)>cCA(n,R)/H , F o (<(E,co)> ,(A,a)) = <(A ,a) (E ,ce)> = <(AE ,A co ■+ a )>

= <(E,A£d+ b )>

Obiekt (CA(n,R)/H, CA(n,R), F 0 ) jest równoważny z  obiektem (Rn ,CA(n,R),f ) 

gdzie f0 (cu,(A,a)) » A co + a.

Istotnie, niech h jest odwzorowaniem zbioru CA(n,R)/H na zbiór R n okreś­

lonym następująco h( <(E ,co)> ) m co.

Tak określone odwzorowanie h jest odwzorowaniem różnowartościowym 1 speł­

niającym równanie h(FQ ( <(E ,«)> , (A,a))) - fQ (h( <(E ,co)> ), (A,a)). Istot­

nie, F ( <(E ,Co )> , (A,a)) «• <(E,Act»+ a )> h ( ć(E ,A co + a)>) *» A co* a oraz

foCh( <(E ,u i)> ), (A,a)) « f 0 (co. (A,a)) ■ Ato+ a. Ponadto odwzorowanie h jest 

odwzorowaniem na cały zbiór R n , zatem ustala równoważność między tymi o- 

biektami. Odpowiadającym obiektem abstrakcyjnym jest więc sama geometria 

a obiekty szczególne są jej punktami.

Niech teraz H = j(E,a),ae R n }. Elementy zbioru ilorazowego CA(n,R)/H ma­

ją postać [(A,a)] » ( A , a )H ■ { (A,a) (E ,x ) ,x e R n j » {(A,Ax + a)J - [ (A , O ) j .

Widać zatem, że zbiór ilorazowy CA(n,R)/H można wzajemnie jednoznacznie 

odwzorować na zbiór {a , A e C ( n . R ) } .  Obiekt ódpowiadśjący tej podgrupie 

Jest określony przez trójkę (CA(n,R)/H, CA(n,R) ,,Fj) .gdzie CQ,o) ,(A,a))« 

* [(A,a)(i2,0)] ■= [(A<Q ,«)] = [(a <Q ,0)] . Obiekt ten Jest równoważny z

obiektem (C(n,R), CA(n,R), fj). gdzie f^ G O  ,(A,a)5 = a Q  . Istotnie, łatwo

sprawdzić, że odwzorowanie h ;CA(n ,R)/H C(n ,R), określone następująco 

h( [(i3 ,0)] ) » iQ^ ustala równoważność między tymi obiektami. Pokażemy, źa 

obiekt (C(n,R), CA(n,R), f ^ ) Jest równoważny pewnemu obiektowi, którego 

włóknem jest pewien podzbiór Rn . Niech ¿2 6 C(n ,R) ma ona wtedy postać S i -  
- io0 E + tu1E 1 ♦ c o ^

S i

• •
En-1 

1 1  ' tzn.

/ % ' " l " ' "n-2' % -

ss

1

\ M1 • " 2 — ' % - ! •  "o
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Oznaczmy przez co pierwazę kolumnę macierzy i2T . Wtedy macierz J2T kolum­

nowo można zapisać naatępujęco

<ßT . (co, E~ i co, E~2co E ^ (n_1L),

"• l
gdzie zgodnie z (2.1) Ej* - P12 P23 ....

Rozważmy teraz obiekt (Rn , CA(n,R), f ), f0 (ff,(A,a)) = A ^ o r a z  odwzorowa­

nie h:C(n,R)— ■*-R n określone naatępujęco h ( S i ) = co. Odwzorowanie to speł­

nia równanie

h( f j C ß  , (A ,a))) • fo (h(fl) ,(A,a)).

Istotnie, fj^CO.CA.a)) = A ß = > h ( A ß )  - f f* , gdzie ff* oznacza plerwszę kolum­

nę macierzy (aX))^ » J2^AT » A^ß^ ■> a"̂ (co, E^eo,... , E ^ n ^^co)n (A ^cu .A ^B ^tO ,,,

.... ,AT E~ ̂ n_1 ̂ co). Stęd h(Aß) « » A^cu. Natomiast f0 (h(.Q), (A,a)) =

» fo (£d,(A,a)) « a V  Niech teraz M oznacza podzbiór przestrzeni R n okreś­

lony naatępujęco

M : « { a / e R n , V £2 6 C ( n , R ) , c o - h0$2)]
\

Z powyższych rozważań wynika, źe M jest zbiorem dopuszczalnym. W  tym celu 

niech coQe  M, tzn. / ß e C ( n , R ) ,  coq • h(Q), wtedy dla dowolnego A e  C(n,R) 

definiujemy » A ß = J 3 A ,  stęd hGQ) » h(Aß) « co*, gdzie co* jest plerw­

szę kolumnę macierzy CQa)T - aTot ■ a T (cuo , E^ 1̂ , ... . E ^ tuo)

- (AT ai A TE j 1cu0 ,...ATE~^n _ 1 ^ 0 ). Zatem h(Q) = ęu*» A T coo> co dowodzi

że A T£</o C  M. Możemy teraz utworzyć obiekt (M ,CA(n ,R),f Q ), f0 oraz

T 0 (6",(A,a)) « f J f f , który jest równoważny z obiektem (C(n,R),CA(n ,R),fj).

Z powyższych uwag wynika, że dla dowodu równoważności wystarczy tylko spraw­

dzić różnowartościowość odwzorowania h, określonego wzorem hCO) ■ co.Niech 
hCß.) -  co oraz h(ß) - h C O j ) ^  / 1 l < k < n - l ,  E"kiu = E"kC^=>ßT »

W e  współrzędnych obiekt Z  = aJ co przyjmuje postać

%  m « 0 %  + «n-l^l + + * 2 % - 2  + « W l

= a ^co0 * « o  W 1 + ----+ *3^0-2 + Ä 2äJn-l

 ...........  7.......... ....... ........

*'n-l"arn - l % +*n-2e‘'l + •••• + * l % - 2  + cCo % - l '

3. W  tym punkcie wyznaczymy pewne obiekty geometrii cyklicznej Kleina 

w przypadku n»2 i n-3.
W  dwuwymiarowej geometrii cyklicznej, zgodnie z rozważaniami poprzed­

niego punktu, istnieję dwa obiekty, mianowicie obiekt (R2 , CA(2,R,f0 ) o 
prawie transformacji
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O 0 0  1 1  O / / O , 1

¿o, = if _ Oi + o(cu_ * a . , \  l <x. , oeQ j
heC(A(2,R).

ł a1 1

o r a z  o b i e k t  ( R 2 , CA(2,R), F q ) o  prawie t r a n s f o r m a c j i

%  ” < * o %  + * 1 * 4  l * o ' ai e C(2,R).

Obecnie wyznaczymy jeszcze inne obiekty dwuwymiarowej geometrii cyklicz­

nej. Każda macierz A £ C ( 2 , R )  ma postać

A - ( «  * 2 ~ ^ 2 I* 0.\fl * f

Rozważmy podgrupy G^, G 2 grupy CA(2,R) określone następująco 

Gj :» {(A,a) €CA(2,R),<X + /3 - 1, a e R n }

oraz

G 2 t- {(A,a) £ CA(2,R). *  - f i « 1, aeRn )

Elementy zbioru ilorazowego CA(2,R)/G1 maję postać

<(A,a)> - {(A,a)(X,x), U ^ J e G j ]  = -((AX, Ax + a ), ( X , x ) e G 1}.

Podstawiajęc x «-Aa 1', X = otrzymamy, że <(A ,a )> ■ <̂ (o+of+^)'0 ^*

Zatem zbiór CA(2,R)/G1 można wzajemnie jednoznacznie odwzorować na zbiór 

T :« [ <GQ,0)> , = ( o'2<)' 8 ten "asteP01-® n ® zbiór R*:= R {oj. Na­

piszmy teraz działanie grupy CA(2,R) na zbiór T

/!<(£,0)> e C A ( 2 , R ) / G 1 ,F1 (<(^2,0)>,(A,a)) « <(A,a)GQ,0)> « <(A.Q,a)> =

/(*+/3) uj 0 \  v
“ < { o & + d " ) '  0 >

Obiekt (CA(2,R)/G1 ,CA(2,R)j F ^ ) jest równoważny z obiektem

(R*. CA(2,R), f1 ), gdzie fjCto.CA.a)) « (a+ /3)u .

Istotnie, odwzorowanie h :CA(2 ,R )/G^— *■ R* określone wzorem h(<0Q,O)>) = co 

jest bljekcję.



Obiekty geometrii Kleina opartej. 181

Ponadto
((O. + /S)uj,0(ti + /S)eo, 0 \

h(F1 (<(-Q.O)>,(A,a))) » h ( < (0 ,(* + /3)cJ> 0>) “ f1 ih(<Cfi.O)>).(A, i)).

Analogicznie można pokazać, że zbiór ilorazowy CA(2,r)/G2 można wzajemnie 

Jednoznacznie odwzorować na zbiór j <(¿3,0 )> , ¿3 » ( ^  A ° }  8 ten na

zbiór R*. Natomiast działanie grupy CA(2,R) na ten zbiór określone Jset 

wzorem

/t<(i3,o)>e-CA(2,R)/G2 , F2 « ia.0)>,(A,a)) - <(a ,a )Ci3,0)> - <(Ai3,a)> -

I (fC-/3)co,o\
= < . 0>- 

\ O , (« -/3) co/

Obiekt (Ca(2,R)/G2 , CA(2,R),F2 ) Jest zatem obiektem

(R* , CA (2 , R ) , f2 ), gdzie f2 (co,(A,a)) = (u-/3)co. (3.2)

W oparciu o obiekty (3.1) oraz (3.2) można utworzyć całę rodzinę obiektów, 

mianowicie (R, CA(2,R), F j ) oraz (R. CA(2,R), Fg), gdzie Fjico.iA.a)) =

. ^1 («+/3).6u, F2 (oi,(A,a)) = p2 (<* - /3) .u i. Natomiast <Pi . <PZ eę funkcjami rze­

czywistymi zmiennej rzeczywistej, spełniajęcymi równanie

9>t( 3 y )  -  (f^i) .  (piky'>. i - 1 .2 .

Obiekty te na innej drodze zostały wyznaczone w pracy [4].

Rozważmy teraz obiekt następujący

(M, CA(2.R), F), gdzie M - r' « r ',

natomiast F^f^f,,, tzn. F( (w, ,u>^), (A,e)) ■ (f ̂ (co^,(A,a)), f gicu^, (A,a))).

Niech dany Jest również obiekt tranzytywny (R*, CA(2,R), f), gdzie 

f(a»,(A,a)) = h(detA)cu. Funkcja h Jest typu h : R — *-R.

Twierdzenie 3.1

Obiekt (R*. C A (2,R ), f) Jeet komitantę obiektu (3.3)

Dowód
Niech g Jeet funkcję określoną wzorem g ( ^ . o ^ )  « hC&ij . cu¿). Wtedy 

G(F (cwj, s<,) , (A,a)))” gifji^.iA.a)), f2("2,(A,a))) - g(i*+/3)io1> - ^ ) - h  

- h(detA) h(tk^.A^) - h(detA) g^.ft^) - f(g(«j.«^). (A,a)). Pokażemy, że 

g Jeet eurjekcję, tzn. A  coc r* , /(e^ ,cu2 )e /7, g(o/, , % )  - *>. Niech <oe R* i

co > O, wtedy , cô  określam następująco “,1 .W2C h~ 1 > tzn* *4» U2 są
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dowolnymi elementami przeciwobrazu elementu Æ T  poprzez funkcję h. Oeéli 

w < o ,  wtedy “^>“2 określam tak, aby e h- 1 (Vicui ) natomiast a)26 h _ 1 (-Vla/| ). 

Obecnie wyznaczymy pewne obiekty trójwymiarowej geometrii cyklicznej.Zgod­

nie z punktam 3 możemy podać dwa obiekty. Obiekt (R3 , CA(3,R), f ) o pra­

wie transformacji

CtL m + a;« ♦ a;_ ♦ 8 /0 O 0 1 1 2 2 0 1

77)1 m a 2 “ o + ‘“'o " 1 + *1 ^2 ♦ •1 (K*0

Zu2 - * 1 % + a g *"1 + *o "2 + °2 w *2

a o

oraz obiekt (R , CA(3,R), F ) o prawie transformacji

%  " «0 %  * * 2  u l  * * 1 * 2  ! * o  * 1  * 2 '

S1 ■ *1 %  + *0 " l  + «2 "2  *2  “ o *1 I e cfS .K )

ĆS2  - c ( 2 coo  + ccl  6J±  ♦ « o  6u2  \ « 1 « 2  « 0 /

Obecnie wyznaozymy jeszcze inne obiekty. Niech A  będzie maclerzę cyklicz- 

nę, A c C ( 3 , R ) .  Ma ona postać

' oc oc. oć 
O 1 2

A  ■ O L- (X
2 “ o * t

Niech £ będzie ustalonym pierwiastkiem trzeciego stopnia z Jedności. Wte­

dy odwzorowanie f ¡0(3 ,R)— »■ C , określone wzorem f(A) « * o + <*1 £  + ‘*2<s2 3e8t 
hpmomorfizmem grupy C(3,R) w grupę multipliketywnę liczb zespolonych. W e ź ­

my £ ■' 1, wtedy homómorfizm f określa pewnę podgrupę H ^ c C A C s  .R) okraślonę 
naetępujęco

H ł - {(A,a) € CA(3,R), e<0 + + <*2 - lj.

Natomiast pierwiastki j  + i £ z  ■ - j  - i które sę wza­

jemnie sprzężone wyznaczaję tę sarnę podgrupę , mianowicie

H2 - { (A,a)e CA(3,R), f ( A ) - lj

Wyznaczymy obiekty odpowiadajęce tym podgrupom. Elementy zbioru ilorazo­

wego CA(3,R)/H1 maję postać <(A,a)> » (A-,a) H, ■ |(A,a)(x,x),(X,x)eH1 | » 

- {(AX,Ax + a), (X,x ) e h J .  {(AX,0), ( X , 0 ) e H 1J. Podstawiajęo za X ma­

cierz postaci



Obiekty geometrii Kleina opartej. 183

[ *  o " * 1 * 2 ' * 2 ' * 0 * 1 ' * 1

1 * O
h
K©nX

* 1  " * 0 * 2 ' * 0 - c t ^ .  Ą
- *0*1

i 2 2 
\ a 2 ~ *0*1' * 1 * 0 * 2 ' *o - *1*2

gdzie 6 - ^
*1*2 ' ao*l * 0 * 2 -

Otrzymamy, że

1

AX

gdyż detA - 6 .  (o c ^ o c ^ o r2 ). 

Mamy zatem równość

detA, o.
°* \

o o

0. 1
5 d e t A ,

0 ’

\ „
"•

W * 2 '  °'
0,. 0, 1

6 detA j
\  °- °. < W a2

cu. 0, 0\

<(A,a)> = <( 0, co, 0 I , 0> , gdzie cu = ci^cc^+ac^
\o, 0, co/

Widać stąd, że zbiór CA(3,R)/Hj można wzajemnie jednoznacznie odwzorować 

na zbiór T : = | <(£2,0 )"> , Si = co.E, co/i o j  a ten na zbiór R?

Działanie grupy CA(3,R) na zbiór T określone Jest wzorem

/l<CG,0)> C C A ( 3 , R ) / H lf Fji <(¿2,0 )> , (A , a ) • < ( A , a ) 03,0) > - < ( A i 2 , a ) >  • 

» <(coe,0)>. , gdzie co = oc^+a^+a^.

Obiekt (CACs.Ri/H^, CA(3,R), Fj) jest równoważny z obiektem (R*CA(3 ,R 
gdzie ^  (co, ( A , a ) )  -  (« +«+ef2 ) .

Istotnie, odwzorowanie h określone wzorem h(<Gi2,o)>) = co jest bijekcję 

zbioru CA(3,R)/Hj na zbiór R* spełniającą równanie

h(F1 « C a , o ) > ,  (A ,a ))) = f1 (h(<(Q,0)>),(A.a)).

Możn8 pokazać (rachunki Już pomijamy), że obiekt odpowiadający podgrupie 
Hg Jest obiektem o dwóch składowych, równoważny z obiektem

(R*, CA (3, R ) , f2 ). gdzie R^ = R2 {(0,0)} 

o prawie transformacji:



184 E. Kasperek, M. Kucharzewskl

*i - (%  - K  - H )cui - 4  (v ^ )afe 

■ - f  ( v * 2 )ai + - K  - 1 * 2 ^ -

Powyższa metoda wyznaczania obiektów tranzytywnych jest słuszna dla do­

wolnego n. Ograniczyliśmy się do przypadku n = 2 i n = 3, aby obiekty 

odpowiadaJęce danym podgrupom wyznaczyć efektywnie. W przypadku dowolnego 

n grupę macierzy cyklicznych można zastępie grupę macierzy quassi-diago- 

nalnych, które sę izomorficzne ([4], lemat 3.4).
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OFbEKTH rEOMETPHH KJIAÜHA OCHOBAHHO0 HA OflHO0 H3 n O Jirpyn iI MATPHHH 

P  e  3 m m  e

U,HKJintiecK08 MaipHueS Ha3biBaeM KBaflpaTayio MaTpimy, Koiopoft Kaacflaa cTpoica 

oSpa3yeTca nepeflBHraa npeALœyHHB Ha oflHH sJieMeHT b npaBO. ripa noMomH CA(n ,R ) 

o6o3HaaaeM MHoaceoTBO nap (A,a) MaTpjmu, r^e A sto UHKJiKaecKaa MaTpaua cie- 

neHH n e BeąecTBeHHHMH 3JieMeHTaian a Maipima a e R n . MHoaceoTBO sto c seftcTBHeM 
( B , b ) .  (A,a) = (BAjBa+B) sto rpynna.

B npeA CTaBJieH nofi b [ 2 ]  ripn  (R n ,C A (n  ,R ) ,  f  ) ,  rue .ąeiłcTBHe f : R n x

x C A ( n ,R ) —*-R n s im a  f ( x , A , a )  = Ax + a  st o  H etcoT opaa re o M e T p a a  K aaftH a.
B p a ó o T e  npeflCTaBjieHO HeKOTopuft o 6 ą n f t MeTofl oSooH aaeH H H  odteK TO B 3a,naH - 

Hoft reoMeTDHH KjiaHHa, a T a r a e  Ha eë ocHOBe 6 hjih o6o3HaHeHH HeKOTopue oôBeic- 

in B/y reoMeTpHH.
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KLEIN'S GEOMETRY OBOECTS BASED ON A CERTAIN MATRIX SUBGROUP 

S u m m a r y

A cyclic matrix la such a square matrix of which every verse is formed 

by shif ing the previous one by one element to the right. Let us denote a 

set of matrix pairs (A,a) by CA(n,R), where A is a cyclic, non-singuler 

matrix of n order with real elements, and a matrix a e R n . This set 

together with the equation (B,b),(A,a) = (B.A,Ba+b) is group.According to 

the definition given in [2] the three expressions (Rn , CA(n,R), f) where 

the equation f: R n x C A(n,R)— *-Rn has the form of f(x,A,a) = Ax + a , is 

a certain Klein's geometry.

In the paper there was given a certain general method for determining 

the objects of the assumed K l e i n ’s geometry and on its basis some objects 

of the above defined geometry were determined.


