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OBIEKTY GEOMETRII KLEINA OPARTEJ NA PEWNEJ PODGRUPIE MACIERZOWEJ

Stroszczenie. Macierzy cykliczne nazywany macierz kwadratowe.kté-
re]T¢aT3y-wTerez powstaje przez przesuniecie poprzedniego o jeden
element w prawo. Przez CA(n,R) oznaczmy zbidér par (A,a) macierzy,
gdzie A jest macierze cykliczne, nie”sobliwe, stopnia n o ele-
mentach rzeczywistych, a macierz at R . Zbidér t<en z dziataniem
(B.b) . (A,a) - (B.A, Ba + b) Jest grupe. W mySl definicji podanej
w [2] tréjka (Rn, CA(n,R), f), gdzie dziatanie f: Rn x CA(n,R)-*mR"
ma posta¢ f(x, A,a) » Ax + a, jest pewne geometrie Kleina. W pra-
cy zostata podana pewna ogélna metoda wyznaczania obiektéw zadanej
geometrii Kleina oraz w oparciu o nie zostaty wyznaczone pewne o-
biekty wyzej okreslonej geometrii.

WSTEP

W pracach [I], [2] zostata podana definicja geometrii Kleina oraz zo-
staty okreslone obiekty tej geometrii. W tej pracy podajemy pewne metode
wyznaczania obiektéw danej geometrii i w oparciu o nie wyznaczymy obiekty
pewnej geometrii Kleina. Geometrige te bedziemy nszywa¢ geometrie cyklicz-
ne. Punkt 1 zawiera definicje geometrii Kleina oraz metode konstrukcji o-
biektow. W punkcie 2 okreslona jest grupa cykliczna macierzy oraz geome-
tria cykliczna Kleina. Pewne obiekty dwuwymiarowej i tréjwymiarowej geo-
metrii cyklicznej wyznaczone se w punkcie 3.

1. Geometrie Kleina [1] nazywamy tréjke

M.G.T) @.1)

gdzies M Jest dowolnym zbiorem, G Jest dowolne grupe a f oznacza efektyw-
ne dziatanie grupy G na zbiorze M, tzn. f Jest odwzorowaniem typu T:MxG-*M
ktore spednia réwnanie fundamentalne (1.4), [i], warunek identycznosci
(1.5) [1] oraz warunek (i.6) [i].

Obiektem abstrakcyjnym geometrii (1.1) nazywamy réwniez trojke

W7.6.F), 1.2)

gdzie: 7K Jest zbiorem w ogélnosci réznym od M, G jest grupe, ktdra wyste-
puje w (1.1) a F Jest dziataniem G na 1K , ktére nie musi by¢ efektywne.
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Niech H ¢ G bedzie dowolne podgrupe grupy G. Mozemy wtedy utworzy¢ zbior
ilorazowy G/H :m jxH, x £ gJ, ktorego elementami se¢ waretwy lewostronne
grupy G wzgledem podgrupy H. Warstwy te bedziemy oznaczaé przez <x> := xH.
Na zbiorze G/H mozemy okresli¢ dziatanie f grupy G w spos6b nastepujecy

A <x>eG/H, A eG, f0O(<x>, T« <gx>,
[¢] ( 9) ¢}

tzn. dziatanie indukowane przez lewe translacje.
Tréj ka

(G/H ,G ,fQ) (1.3)

jest obiektem tranzytywnym geometrii (l.l). Widzimy wiec, ze kazda pod-
grupa H grupy G wyznacza obiekt tranzytywny geometrii (l.l). Zachodzi réw-,
niez zwiezek odwrotny, tzn. kazdy obiekt tranzytywny wyznacza pewne ro-
dzine podgrup grupy G, ktdére se wzajemnie sprzezone. Niech obiekt (1.2}
bedzie tranzytywny. Dla wQe Ti! oznaczmy przez G (cuQ,7il') podgrupe stabilno-
Sci tego elementu. Gest ona okreslona w spos6b nastepujecy

GujQ,m  := {gcG, F(co0,.,g) = GO} a.4
Ola réznych elementéw uQ, co® podgrupy stabilnosci tych elementow se sprze-

zone oraz kazda podgrupa sprzezona z (1.4) Jest podgrupe stabilnosci pew-
nego elementu obiektu (1,2). Udowodnimy tylko druge cze$¢ tego twierdze-

nia. Niech gQe G a H oznacza podgrupe sprzezone z (1.4), tzn. H:=
* gQ G(cu0O ,W)g"~ Wezmy teraz F(%<90)- Pokazemy, ze H = G (oj*.JTI).
Istotnie, wezmy dowolny element gQhg”cH, gdzie heG (uig,1K), wtedy

Fi“j.hg"1l) « F(F(F/1(g"4),h) = F(@iu0 ,h) = aQ=i» F ,g<hg"1)-F(F (c” ,hg“+) ,00)=
» CE™M» H ¢ G(COA.TM).

Niech teraz geG (curTTt), tzn. Fi&~.g) = co*=i> F (F(a ,gQ).g) = F(a”,ggo) *
“ M=i>uo = = F(F(%-90)- «j“i"1) * F@ " st A"A05 =*>
~> g"1g_1g0c G(cuo , g s g0G(cu0 ,2809”1, co oznacza, ze G(co",7lAc H.

Pokazemy teraz, .ze obiekt (1.2) jest réwnowazny z obiektem

\
(G/G(Eu0 ,?#),G,F0), (1.5)
gdzie Fq jest okreslone nastepujeco
/<6>6G/G (0jg,M}, AgcG, FQ(<a>, g) « <ga>.
Dla dowodu roéwnowaznos$ci pokazemy, ze istnieje bijekcja h: G/G (o ,7fl)

taka, ze
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Acoc W, /lgc G, Fo(h(c«),g) » h(F(to,g)

Niech coe TX. Z tranzystywnos$ci (1.2) wynika, ze istnieje geG takie, ze
C* F(wo,g). Odwzorowanie h okreslamy wzorem h(co):= g G(cur.TJI) = <g>. 0d-
wzorowanie to nie zalezy od wyboru elementu g. Istotnie, jezeli g jest
innym elementem grupy G sped#niajacym zwigzek ¢u» F(@©Q ,g9), to F(F(coq ,9),g"1 =

« cjo=> F(aRQ g "g) » coQ=>g *ge G (coQ,7K )" ge 9G(cuq ,7K) » <g> =

kazemy ze odwzorowanie h jest roznowarto$ciowe. Niech hCa”) = h(co") =am
=> <ga> =<g2>$§>92 » gjh, heG{0Q,7n) lecz <2 « F(suo,g2) - FCc~.~h) -

= F(F(coqg ,h),g") = F(«/o,g ) = co®, 2z okreslenia odwzorowania h #atwo widac,
ze Jest odwzorowaniem na caty zbidér G/G (tQ ,771). Ponadto Fo(h(«j),g) =
= £,(<9>.9) * <99> oraz h(F(fu,g) - h(F(F(cuQ,g).g)) * h(F(ooo ,gg))'= <gg>
stad otrzymujemy zwiezek

FO(h(iu),g) * h(F(oj.9)-

Z powyzszych rozwazan wynika

Lemat 1.1

Kazda podgrupa H grupy G wyznacza obiekt trar.zytywny geometrii (1.1).
Odwrotnie, kazdy obiekt tranzytywny (1.2) geometrii (1.l) wyznacza pewng
klase wszystkich podgrup wzajemnie sprzezonych, mianowicie klase podgrup
stabilnosci elementéw zbioru TK. Ponadto, Jes$li c©0Q oznacza dowolny ele-
ment zbioru 7??, wtedy obiekt (-1.2) jest réwnowazny z obiektem (1.5). Niech

cG i1 «2c G oznaczaj? dwie ro6zne podgrupy grupy G. Na podstawie le-
matu 1.1 odpowiadaje im obiekty tranzytywne

(G/H.G.fj), Fl(<x>,g) = <gx> (1.6)
oraz (G/H2 ,G,¥), f2([x].9) » ogx , .7
gdzie [x] oznacza warstwe lewostronng elementu x wzgledem podgrupy H2,

tzn. [x] :» xH2.
Udowodnimy obecnie

Lemat 1.2

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby obiekty (1.6) i (1.7)
byty réwnowazne Jest aby podgrupy i Hg byty sprzezone.
Dowéd (wystarczalnos$é)

Niech i Hg beda sprzezone. Wtedy istnieje element goS G taki, ze
H2 = 9g1H1gQ. Okreslmy odwzorowanie h: G/H"-*- G/H2 nastepujaco h(<x>) -
“ [xgol. tatwo widaé¢, ze h jest odwzorowaniem na caty zbidér G/Hg. Pokaze-
my, ze Jest odwzorowaniem réznowartosciowym.

Istotnie, niech h«x1>) - h(<x2»=" [x1fI0] = [x29%90 I » x190H2 *“ x290H2 =*>

" mvon
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Ponadto zachodzi zwiezek

h(fj(<x>,9)) - f2([xg0].9)-

Koniecznos¢. Zatézmy, ze obiekty (1.6) 1 (1.7) se roéwnowazne, tzn. istnie-
je bijekcja h: G/Hj~~*-G/H2 taka, ze spedniony jest warunek

hifji«» ,0)7) » fg(h(<x>),9), (1.8)

Niech h(<x>) » [y]. wtedy powyzszy zwiezek przyjnie poatac

h(<gx>) « [gy]. (1.9

Niech ponadto h(<e>) < [gQ], gdzie e oznacza element neutralny grupy G.
Podstawiajac w (1.9) za g element x-1, otrzymamy h(<e>) m [x-1ly] gQ] =
m [x_1yl ~ gQ~*"’1ly € H2~ ~xgo™”ly e H2 A~ ~*9o™ Odwzorowanie h ma
zatem posta¢ h(<x>) » [*901- Niech x#€ wtedy h(<x>) «[go] = [x901 =*»
=> 901h190c h2"™ Odwzorowanie h jest bijekcja, zatem istnieje odwzorowa-
nie odwrotne h“1, ktére ma posta¢ h_1([y]) » <xg“1>.

Zwiezek (1.9) przyjmuje teraz postac

h_1([gy]l) = <gyao6l>- (1.10)

Niech yeHj, wtedy h 1([gy]) = h_1([g]) « <gg”S. Podstawiajec te roéw-
no$¢ do (i-.io) otrzymujemy, ze <gg“l> - <gyg"1>=»- g0g-1gyg6leH1="90y90le HI»
tzn. ye 901H190=>H2e 904HI®0* udowodniliinye *»*x=, ze H2 »
czyli podgrupy te se wzajemnie sprzezone.

Z tego lematu wynikaje nastepujece wnioski n
Wniosek 1

Warunkiemkoniecznym iwystarczajecym na to abyobiekt (1.7) by+ komi-
tante obiektu (i.6)jest, aby Istniat taki elementgQeG, ze spetniona
jest inkluzja 901hi90c H2*

Wniosek 2

Oesli Hj, H2 ozneczaje dwie ro6zne podgrupy grupy abelowej G, wtedy o-
biekty (1.6) i (1.7) se nierdéwnowazne. Dowdéd tego faktu wynika sted, ze w
grupie abelowej zadne dwie rézne podgrupy nie moge by¢ ze sobe sprzezone.

2. Okreslimy teraz pojecie macierzy cyklicznej 1 grupy macierzy cy-

klicznych oraz okreslimy n wymiarowe geometrie Kleina pewnej grupy macie-
rzowej .

Definicja 2.1
Macierz Aia”Hi.j » 1,2,... ,n), aije R nazywamy macierze cykliczne, >
jezeli ma ona postacé
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A - *OE + *iEi + + «n-1~"1"
gdzie
E1 “ Pn-1,n Pn-2,n-1 <** pP23p12°
natomiast (i/j)) oznacza macierz transpozycji, tzn. macierz otrzymany

przez przestawienie i-tego oraz j-tego wiersza w macierzy jednostkowej,
([41)- Oznaczmy przez C(n,R) zbidr wszystkich macierzy cyklicznych nieo-
sobliwych.

Uwaga
Kazdy wiersz macierzy cyklicznej powstaje z poprzedniego przez przesu-
niecie w prawo o Jeden element.

Lemat 2.1

Zbior macierzy cyklicznych nieosobliwych z mnozeniem tworze grupe abe-
lowve [41-

Oznaczmy przez CA(n,R) zbiér par (A,a), gdzie Aec(n,R), ae Rn. W zbio-
rze tym wprowadzamy dziatanie okreslone nastepujeco

(B.b)(A,a) - (BA,Ba + b)

Lemat 2.2
Zbior CA(n,R) z powyzszym dziataniem tworzy grupe.

Definicja 2.2

Tréjke (Rn, CA(n,R), f), fFfsRnxCA(n,R) —» Rn, gdzie f(x,(A,a)) = Ax + a
nazywamy n-wymiarowe geometrie cykliczne Kleina. Definicja ta jest popraw-
na bo f dziata efektywnie na Rn, tzn.

/i x¢Rn,Ax + a = x="A = E, a « O.

Ponadto geometria ta Jest tranzytywna. W mys$l lematu 1.1 oraz lematu 1.2,
dla wyznaczenia nierdéwnowaznych obiektéw tej geometrii, wystarczy wyzna-
czy¢ podgrupy Ca(n,R), ktoére nie se sprzezone.

Grupa CA(n,R) ma dwie podgrupy. Podgrupe {(A,0) ,Ae C(n ,R)], ktdra Jest
izomorficzna z grupe C(n,R) i dlatego bedziemy Je oznaczaé¢ tym samym sym-
bolem i podgrupe {(E,a), aeRnj, ktora jest izomorficzna z grupe addatyw-
ne przestrzeni wektorowej Rn. Podgrupe te bedziemy wiec oznaczaé¢ przez Rn.
Grupa CA(n,R) jest iloczynem tych podgrup, tzn.

CA(n,R) = Rn . C(n,R)

czyli

/1(A,a)e CA(n,R), (A,a) - (E,a)(A,0)
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Dla ilustracji przeprowadzonych wczes$niej rozwazah wyznaczymy obiekty
odpowiadajace tym podgrupom.
Niech H m C(n,R). Wtedy elementy zbioru ilorazowego CA(n,R)/H maje po-
sta¢ <(A,a)> - (A,a)H « {(A,a)(X,0),XCC(n,R)} = {(AX .a),Xc C(n ,R)}-<(E,a)>
Wida¢ stad, ze zbiér ten mozna wzajemnie jednoznacznie odwzorowaé¢ na zbior
{ <(E,a)>,ae Rn} a ten nastepnie na zbidr ja, ae R°}. Napiszmy teraz dzia-
+anie grupy CA(n,R) na zbidr {<(E,a)>, ae Rnj

/»<(E ,w)>cCA(n,R)/H , Fo(<(E,co)> ,(A,a)) = <(A,a)(E,ce)>=<(AE ,Aco ™ a)>
= <(E,Af£d+ b )

Obiekt (CA(n,R)/H, CA(n,R), FO) jest roéwnowazny z obiektem (Rn,CA(n,R),f )
gdzie fO0(cu,(A,a)) » Aco+ a.

Istotnie, niech h jest odwzorowaniem zbioru CA(n,R)/H na zbidér Rn okres$-
lonym nastepujaco h( <(E,0)> ) mco.

Tak okreslone odwzorowanie h jest odwzorowaniem réznowartosciowym 1 sped-
niajacym roéwnanie h(FQ(<(E ,«)>, (A,a))) - fQ(h( <(E o> ), (A,a)). Istot-
nie, F (<(E®)>, (A,a)) «<(E,Act»+ a)> h (¢(E ,Aco+ a)>) *»Aco* a oraz
foCh(<(E,ui)>), (A,a)) « fO(co. (A,a)) m Ato+ a. Ponadto odwzorowanie h jest
odwzorowaniem na caty zbidér Rn, zatem ustala réwnowazno$é¢ miedzy tymi o-
biektami. Odpowiadajacym obiektem abstrakcyjnym jest wiec sama geometria
a obiekty szczegélne sa jej punktami.

Niech teraz H = j(E,a),ae Rn}. Elementy zbioru ilorazowego CA(n,R)/H ma-
ja posta¢ [(A,a)] » (A,a)H m {(A,a)(E.x).xeRnj » {(A,Ax + a)J - [(A.,0)].
Wida¢ zatem, ze zbidér ilorazowy CA(n,R)/H mozna wzajemnie jednoznacznie

odwzorowa¢ na zbior {a , AeC(n.R)}. Obiekt oédpowiad$Sjacy tej podgrupie
Jest okres$lony przez tréjke (CA(n,R)/H, CA(n,R) ,,Fj).gdzie CQ,0) ,(A,a))«
* [(A,a)(12,0)] = [(A<Q ,«)]= [(a<Q ,0)] - Obiekt ten Jest réwnowazny z
obiektem (C(n,R), CA(n,R),fj). gdzie f~GO ,(A,a)5 =aQ . Istotnie, tatwo
sprawdzi¢, ze odwzorowanie h ;CA(n ,R)/H C(n ,R), okreslone nastepujaco
h( [(13 ,0)] ) » iQ® wustala roéwnowaznos¢ miedzy tymi obiektami. Pokazemy, za
obiekt (C(n,R), CA(n,R), f~) Jest roéwnowazny pewnemu obiektowi, ktérego

wkdknem jest pewien podzbior Rn. Niech (26 C(n ,R) ma ona wtedy postaé Si-

- io0E + twlE1l e co” .o 1E1n_l .

/%' B B "n-27 % -

tzn.

Si s

1

\Ml- w2 "h-ole Mo
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Oznaczmy przez co pierwaze kolumne macierzy i2T. Wtedy macierz J2T kolum-

nowo mozna zapisa¢ naatepujeco
<RT . (co, E~ico, E~2co E~(n_1L),

gdzie zgodnie z (2.1) Ej.’! - P12 P23
Rozwazmy teraz obiekt (Rn, CA(n,R), ¥ ), fO(ff,(A,a)) = A"oraz odwzorowa-

nie h:C(n,R)-wRn okreslone naatepujeco h(Si ) =co. Odwzorowanie to spek-

nia roéwnanie
h(f3CcR ,(A,a))) = Fo(h(fl) .(A,a))-

Istotnie, Tfj~C0.CA.a)) = ABR=>h(ABR) - ff*, gdzie ff* oznacza plerwsze kolum-
ne macierzy (aX))* » J27AT » AR~ ®» a”(co, E”~eo,... ,E~n "co)n (A"cu.A"B"MO,,,

. ,ATE~"n_1"0). Sted h(AR) « » A’cu. Natomiast fo(h(-Q), (A,a)) =

» Fo(£d,(A,a)) « aV Niech teraz M oznacza podzbiér przestrzeni Rn okres$-

lony naatepujeco

M :-«{a/eRn, VE26 C(n,R),co- h0$2)]
\

Z powyzszych rozwazan wynika, Ze M jest zbiorem dopuszczalnym. W tym celu
niech Qe M, tzn. /ReC(n,R), ag = h(Q), wtedy dla dowolnego Ae C(n,R)
definiujemy » AB=J3A, sted hGQ) » h(AR) « co*, gdzie co* jest plerw-
sze kolumne macierzy CQa)T - aTot m aT(w, E*1, ... . E ~ tuo)
- (AT ai ATEjlaO,...ATE~~n_17~ 0). Zatem h(Q) = eu*» AT coo> co dowodzi
ze ATEOC M. Mozemy teraz utworzy¢ obiekt (M ,CA(n,R),fQ), fO oraz
TO(6",(A,a)) « fJff, ktory jest roéwnowazny z obiektem (C(n,R),CA(n,R),fj).
Z powyzszych uwag wynika, ze dla dowodu réwnowazno$ci wystarczy tylko spraw-
dzi¢ rdéznowartosciowos¢ odwzorowania h, okreslonego wzorem hCO) m co.Niech
hCB.) - co orazh(B) - hCOj)”~ /1l<k<n-1, E"kiu =E"KCN=>RT »

We wspo64rzednych obiekt Z = alJco przyjmuje postac

% mM«O0% + «n-1~1 + + *2%-2 +« W 1

=a”cd * «o W1 + -——+  *370-2 +A2an-1

**n-1"am - 1 % +*n-2e“l + eeee + *14-2 + 0O % -I'

3. W tym punkcie wyznaczymy pewne obiekty geometrii cyklicznej Kleina
w przypadku n»2 i n-3.

W dwuwymiarowej geometrii cyklicznej, zgodnie z rozwazaniami poprzed-
niego punktu, istnieje dwa obiekty, mianowicie obiekt (R2, CA(2,R,f0) o)
prawie transformacji
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0 00 11 o /770, 1
heC(A(2,R).
¢, =HF_Oi+o(cu_ * a.,\ I<x.,0eQj } a1
oraz obiekt (R2, CA(2,R), FQq) o prawie transformacji
% 7 <*o% + *1*4 I1*0"ai e C(2.R).

Obecnie wyznaczymy jeszcze inne obiekty dwuwymiarowej geometrii cyklicz-

nej. Kazda macierz A£C(2,R) ma postac

A‘&ﬂ*f *2 ~"2 0.
Rozwazmy podgrupy G~, G2 grupy CA(2,R) okreslone nastepujaco
Gj :» {(A,a) €CA(2,R),<X+/3 - 1, aeRn}

oraz

G2 t- {(A,a) £CA(2,R). * -fi « 1, aeRn)
Elementy zbioru ilorazowego CA(2,R)/G1l maje postac

<(A,a)> - {(A,a)(X,x), U~rJeGJ] =-((AX, Ax +a), (X,x)eG1l}.

Podstawiajec x «-Aa 1% X = otrzymamy, ze <(A,a)>m<(otof+N) 0™

Zatem zbiér CA(2,R)/G1l mozna wzajemnie jednoznacznie odwzorowaé¢ na zbior

T :« [ <6Q,0)>, =(0"29)" 8 ten "asteP01-® n® zbidér R*:= R {0j-

piszmy teraz dziatanie grupy CA(2,R) na zbidér T

/1<(£,0)> eCA(2,R)/G1 ,F1(<("2,0)>,(A,a)) « <(A,a)GQ,0)> « <(A.Q,a)> =

/(*+/3)uj 0\ \Y
“<{o&+d")" 0>

Obiekt (CA(2,R)/G1,CA(2,R)j F~) jest rownowazny z obiektem
(R*. CA(2,R), fl1), gdzie fjCto.CA.a)) « (a+/3)u.

Istotnie, odwzorowanie h:CA(2 ,R)/G"-*mR* okre$lone wzorem h(<0Q,0)>)

jest bljekcje.

Na-

=Cco
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Ponadto

(@ +/9)eg,0 \ )
h(F1(<(-Q.0)>,(A,a))) » h(<( ,(*+/3)cI> 0>) “ flih(<Cfi.0)>).(A, D)-
Analogicznie mozna pokazaé¢, ze zbiér ilorazowy CA(2,r)/G2 mozna wzajemnie

Jednoznacznie odwzorowaé¢ na zbidr j <(3,0)>, (3 » ( N~ A°} 8 ten na

zbidér R*. Natomiast dziatanie grupy CA(2,R) na ten zbidér okreslone Jset

wzorem

/t<(i3,0)>e-CA(2,R)/G2 , F2«ia.0)>,(A,a)) - <(a ,a)Ci3,0)> - <(Ai3,a)> -

1 (Fc-/3)00,0\

< .
\O , («-/3)co/

0>-

Obiekt (Ca(2,R)/G2, CA(2,R),F2) Jest zatem obiektem

(R*, CA(2 R), f2), gdzie f2(co,(A,a))

(u-/3)co. (3.2)

W oparciu o obiekty (3.1) oraz (3.2) mozna utworzy¢ cate rodzine obiektoéw,
mianowicie (R, CA(2,R), Fj) oraz (R. CA(2,R), Fg), gdzie Fjico.iA.a)) =

N1 («+/3).6u, F2 (oi,(A,a)) = p2(<- /3).ui. Natomiast B . € ee funkcjami rze-
czywistymi zmiennej rzeczywistej, spedniajecymi rdéwnanie

Mt (3y) - (fri) . (Piky™. i-1.2.

Obiekty te na innej drodze zostaty wyznaczone w pracy [4].

Rozwazmy teraz obiekt nastepujacy

(M, CA(2.R), F), gdzie M - r"«r?™,

natomiast FAFAF,,, tzn. F((w, ,u>?),(A,e)) m (f~(cor,(A,a)), Fgicur,(A,a))).
Niech dany Jest réwniez obiekt tranzytywny (R*, CA(2,R), fT), gdzie
f(a»,(A,a)) = h(detA)cu. Funkcja h Jest typu h:R-*-R.

Twierdzenie 3.1

Obiekt @®. CA(2,R), f) Jeet komitante obiektu (3.3)

Dowod

Niech g Jeet funkcje okreslong wzorem g(~.0”) « hC&ij . cw). Wtedy
G(F @d,s<) . (A,a)))” gifjit.iA.a)), T2(2,(A.)) - g(i*+Qid> - ") - h
- h(detA) h(tk*.A") - h(detA) g~.ft~) - F(g(«j.-«?). (A,a)). Pokazemy, ze
g Jeet eurjekcje, tzn. Acoc r*, /(e” ,aR)e /7, g(o/, ,%) -*>. Niech <oe R* i
co > 0, wtedy , 00 okres$lam nastepujaco “1 W2C h~1 > tzn* *4» U2 sg
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dowolnymi elementami przeciwobrazu elementu ET poprzez funkcje h. Oeéli
w<o, wtedy “~>%“2 okreslam tak, aby e h-1(Vicui ) natomiast a26h_1 (-Vla/] ).
Obecnie wyznaczymy pewne obiekty tréojwymiarowej geometrii cyklicznej.Zgod-
nie z punktam 3 mozemy poda¢ dwa obiekty. Obiekt (R3, CA(3,R), f ) o pra-
wie transformacji

Clbm 0 ot 1a;i‘ 2a;2’80 / 1 ao
My mggeugt egny * *1 A2 ¢ *Q
Z‘é’*l% +ag*--1+*o--2 +02 *9

oraz obiekt (R , CA(3,R), F ) o prawie transformacji

% " «0 % *x2 ul**1L*2 I*g *1 *2°
S1 m*1 % +*0 "1+«2 "2 *2 “o *1 le cfS.K)
C2 -c(2 coo +ccl 6Jte « 0 6uU2 V« 1 «2 «0/

Obecnie wyznaozymy jeszcze inne obiekty. Niech A bedzie maclerze cyklicz-
ne, AcC(3,R). Ma ona postac

'oc, oc, ot
0o 1 2

A m 0L (X

Niech £ bedzie ustalonym pierwiastkiem trzeciego stopnia z Jednos$ci. Wte-
dy odwzorowanie fi0(3,R)-=mC, okreslone wzorem f(A) « *0 +<1£ + *2<s2 3e8t
hpmomorfizmem grupy C(3,R) w grupe multipliketywne liczb zespolonych. Wez-
my £ 1, wtedy homémorfizm f okresla pewne podgrupe H~cCACs .R) okraslone
naetepujeco

H¥ - {(A,a) € CA(3,R), e0 + + <2 - 1j.
Natomiast pierwiastki j o+ i £z m - j - i ktére se wza-
jemnie sprzezone wyznaczaje te sarne podgrupe , mianowicie

H2 - {(A,a)e CA(3,R), T(A) - Ij

Wyznaczymy obiekty odpowiadajece tym podgrupom. Elementy zbioru ilorazo-
wego CA(3,R)/H1 maje postaé¢ <(A,a)> » (A-,a) H, m J(A,a)(x,x),(X,x)eH1l ] »
- {(AX,Ax + a), (X,x)ehJ . {(AX,0), (X,0)eH1J. Podstawiajeo za X ma-

cierz postaci
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—
[*o ™ *1*2"*2 = *Q*1' *1 *o

> il -
S5 3 x1 " oxQr27*( cth. A *O*1
i 2 2
\a2 ~ *0*1" *1 *0*2' *o - *1*2

gdzie 6 - n .

*1*2 ao*1 *0*2-

Otrzymamy, ze

1 detA, 0 o o
]_ o%x \\
AX 0. 5 detA, » Wox oo o
1 s . "e
0, 0, & dbra] . N o < W a
gdyz detA - 6. (oc”ocorR).
Mamy zatem roéwnosé
cu. 0, O\
<(A,a)> =<( 0, co, 01, 0> , gdzie cu= ciccr+ac"
\o, 0, co/

Wida¢ stad, ze zbidér CA(3,R)/Hj mozna wzajemnie jednoznacznie odwzorowac
na zbiér T := | <(£2,0)>, Si = co.E, col/ioj a ten na zbidér R?

Dziatanie grupy CA(3,R) na zbidér T okreslone Jest wzorem

/1<CG,0)> CCA(3,R)/HIF Fji <@2,0)> ,(A,a)e <(A,a)03,0)> -<(Ai2,a)> =
» <(coe,0)>. , gdzie co= och+at+a’.

Obiekt (CACs.Ri/H”, CA(3,R), Fj) jest roéwnowazny z obiektem (R*CA(3 ,R
gdzie 7~ (co,(A,a)) - (« +«+ef2)

Istotnie, odwzorowanie h okreslone wzorem h(<Gi2,0)>) = co jest bijekcje
zbioru CA(3,R)/Hj na zbidor R* spedniajaca roéwnanie

h(Fl«Ca,0)>, (A,a))) = F1(h(<(Q,0)>),(A.a)).

Mozn8 pokazaé¢ (rachunki Juz pomijamy), ze obiekt odpowiadajacy podgrupie
Hg Jest obiektem o dwéch sktadowych, réwnowazny z obiektem

(R*, CA(3,R), f2). gdzie R* = R2 {(0,0)}

o prawie transformacji:
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- % -K -H DJui -4 (v & )ak

m -f (v *2)ai + - K -1*2" -

Powyzsza metoda wyznaczania obiektéw tranzytywnych jest stuszna dla do-
wolnego n. Ograniczylismy sie do przypadku n =2 i n = 3, aby obiekty
odpowiadaJdece danym podgrupom wyznaczy¢ efektywnie. W przypadku dowolnego
n grupe macierzy cyklicznych mozna zastepie grupe macierzy quassi-diago-
nalnych, ktére se izomorficzne ([4], lemat 3.4).
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OFbEKTH rEOMETPHH KJIAUHA OCHOBAHHOO HA OfIHOO H3 nOJirpynil MATPHHH

P e 3mnme

U,HKJintieck0O8 MaipHueS Ha3biBaeM KBaflpaTayio MaTpimy, Koiopoft Kaacflaa cTpoica
oSpa3yeTca nepeflBHraa npeALeyHHB Ha ofIHH sJieMeHT b npaBO. ripa noMomH CA(n ,R)
o60o3HaaaeM MHoaceoTBO nap (A,a) MaTpjmu, r”e A sto UHKJiKaecKaa MaTpaua cie-
neHH n e BegecTBeHHHMH 3JieMeHTaian a Maipima a e Rn. MHoaceoTBO sto c seftcTBHeM
(B,b) . (A,a) = (BAjBa+B) sto rpynna.

B npeACTaBlieHnofi b [2] ripn (Rn,CA(n,R),f), rue .geilcTBHe f:Rnx
x CA(n,R)—*-Rn sima f(x,A,a) = AXx + a sto HetcoTopaa reoMeTpaa KaaftHa.

B padoTe npeflCTaBjieHO HeKOTopuft o6anft MeTofl o0SooHaaeHHH o0dteKTOB  3a,naH-
Hoft reoMeTDHH KjiaHHa, a Tarae Ha eé& ocHOBe 6hjih o0603HaHeHH HeKOTopue o006Beic-
in B/y reoMeTpHH.
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KLEIN®S GEOMETRY OBOECTS BASED ON A CERTAIN MATRIX SUBGROUP

Summary

A cyclic matrix la such a square matrix of which every verse is formed
by shif ing the previous one by one element to the right. Let us denote a
set of matrix pairs (A,a) by CA(n,R), where A is a cyclic, non-singuler
matrix of n order with real elements, and a matrix aeRn. This set
together with the equation (B,b),(A,a) = (B.A,Batb) 1is group.According to
the definition given in [2] the three expressions (Rn, CA(n,R), f) where
the equation f: Rn x CA(n,R)-*-Rn has the form of f(x,A,a) = Ax + a, s
a certain Klein"s geometry.

In the paper there was given a certain general method for determining
the objects of the assumed Klein’s geometry and on its basis some objects
of the above defined geometry were determined.



