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0 RZĄDZIE PRZYBLIŻENIA FUNKCOI f (x ,y) 6- LP ( - J t  ^  ¡ - X  ,J l )  

PEWNYMI LINIOWYMI ŚREDNIMI ICH SZEREGÓW FOURIERA

Streszczenie. Rozpatruje się rzęd przybliżenia funkcji f(x,y)6
e { - l i , liniowymi średnimi ich szeregów Fouriera spełniaję- 
cyml uogólniony warunek S.B. Stleczkina

OZNACZENIA

P » (?i • * 9d2i8 U  Pł ,P2 <oo.

PL ( przestrzeń funkcji mierzalnych, okresowych o okresie 2^ z e  
względu na każdę zmiennę, określonych w kwadracie 
- J t  j t \ , dla których

j t  J t
i/p.

1 < 0 0

-Jt -Jt

co(fju,v)_ « aup ||f(x+h,y+k) - f(x,y)IL u>0, v > 0
v lhku,|k|sv K

A * ll^k^ll ^  “ 1 - ^  * 0 k > n  (n-0,1,2.... : k-0,1,...)

* /(k 5 " ^ k 5 - A k"l n » 0,1,...; k = 0,1,-----n

Un1 .n2(tl*t2 ) “ ( i  + 2 ]  K̂'006 kltl)(l + H \2JC0B k2f2) 
1 2  k -1 1 7 X k0«l 2

j? Jt

Ln1 ,n2 (f;x'yi A) ■ ¿ 5  / / f(x+t!'y+t2 ) \ , n 2 <*1'*2)dtldt2
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A klasa macierzy spełniających uogólniony warunek Stieczkina

"l
.P,-l ^ L x (ni5

pi

ki -

1/P,

kg«0

(n ) Po . 1/P2
h ^ k  1 k2

r2 «  K

H(śu)p klasa funkcji f (x ,y) £ LP (— , dla których w (  f  ;u ,v)p^  ̂ (u ,v) 
0 <  u <  Jć, 0 <  v <  S i , gdzie cu(u,v) jest funkcję dodatnią.

A n “ 8UP 8UP 11 Ln n (f ix .ysA) - f(x.y)|L
1 Ae A* feH(w)p ni'n2

F = i Fni «"2 } ni“°* n2=0 F|1l'n2

C(F) klasa funkcji f(x,y)e LP , j i )  dla których E ^  F„ „
* 2  1 2

n^ = 0,1,2,..., n2 = 0,1,2,...

An “ sup 8UP llLn n (fix .y*A) - f(x,y)|L
AeA* feC(F)" V n2 "p

m n

Tm n(x**) “ (a^cos kx + b^ein kx)(c^cos ly + d^sin ly)
k=0 1-0

Em,n(f)P i"H|f<x .y> - Tm,n ^x,ŷ ||p 
m ,n

Un,m(f!X'V; /l) " Ż  Ż k (k>^ )!lSk,l(f<x 'V) - f(x'y}l 
k-0 1=0

n m

Sm n ^f:x'y  ̂ “ z z  (ak^ coskx cosły + bk^coskx sinly + 
k=0 1=0

+ ck^ainkx sinly + dk^8inkx cosly.) suma częściowa szeregu Fou

riera

+ dk^ainkx cosly) = ^  ‘(ak., coskx cosly + bk^coskx sinly +

ak-coskx cosly + bk^coskx sinly + ck^sinkx sinly +
k=0 1=0

k«l 1=1
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oo
ckleinkx sinly + dkl9inkx cosly) + ^  J>~\ak0coskx + dkoeinkx)

k=l

Jkl

OO Q
+ I  £  (a01cosly + b01slnly) + -22 , gdzie 

1«1

Jł X

—  j  j f(t,r) coskt coelr dt dr
-jf -x  

X X

jfl
, t )  coskt sinir dt dr

" W  ^2

- x  -x

X X

i f f f(t ,T) einkt sinir dt dr

-Jf-Jt 
j r  jt

dk^ » j j  f(t,£) slnkt coslr dt dr

-jr - x

PW niniejszej pracy funkcje f (x,y) 6 L , x )  aprokaymuje się śred

nimi

^ „ ( n z . y . A )  - -£ / /  f(x+tł>y+t2 ) Un) n (t1 ,t2 )dt1dt2
-JT

spełniajęcymi uogólniony warunek Stieczkina

kj-0

i/ p .
(n+1)

Po“1
u

n
k2-0

d A (n)
l/P,

W twierdzeniach 2 i 3 zawarte sę uzyskane oszacowania.

Lemat 1

m n

Lm n^f j x , y ;  ^  ” y ,  y~!  A( "'1 A( ^ ( a k l c 08kx c o e l y  + b ^ c o s k x  s i n l y  
k=0 1=0

+ ck^ainkx sinly + d ^ si nk x cosly)

Prawdziwość lematu łatwo stwierdzić wykorzystując wzory na współczyn
niki w rozwinięciu funkcj1 f(x,y) w szereg Fouriera i wykonując proste 

przekształcenia strony prawej. ,
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Lemat 2

Lm,n(f'x 'Y' A 5 “ £  £  ó ^ l ] Sk,l
k=0 1=0

Prawdziwość lematu jest oczywista po rozpisaniu strony prawej i wyko

rzystaniu lematu 1.

Lemat 3

z  z  " ‘I ’ * 1
k=0 1=0

Oowód wynika z definicji JA^k  ̂ i .

Lemat 4

j t  Ti _ m _ n |
n (f;x,y) J J  f(x+t ,y+r)l| + coakt J|| coalijdt dr

-jf- x  k=l 1=1

Jt Jt^  ff  f(x*t.yl) 0Bfn(t.r) dt dr
-a - jr

Prawdziwość lematu uzyskuje eię po rozpisaniu strony lewej zgodnie z 
definicję, wykorzystaniu wzorów na współczynniki w rozwinięciu funkcji 
f(x,y) w szereg Fouriera i wykonaniu prostych przekształceń.

Lemat 5

r- i m

z Z I I

U v V ^ 2 ol2

Dowód

q,\ q-,/q5 */^i , \ ^/^i 1/q2 u u*S C(q i .q2 ) m2 || Q[|p

Z lematu A i [6] wiadomo. Ze

Jt X

/ /  g(x+t.y+ r) Dki<k2(t,r) dt dr, gdzi

h + £  co8kt][| * £
L k=l J L  1=1

ow k (t.r) 
1' 2

coslr

2k,+l 2k„+l
sin — -z— tsin — g— Z

2 sin ^  2 sin §
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a ł> jL
«j

a

£
-3T i

-Am,
Ot /» a

-Jt

Prawdę jest również wobec nierówności

|a ♦ b|p <  2p (|a|p ♦ |b|p )

[3], że

1 / W2 q9\ q*i / ̂2

{kloll 'k2=12 1

i/q.

<  C1 (q1,q2 )

, _Ł _ŁO m m

Z  2 T I ?  A — * , .
k . - l A k o “lJ‘1 * 1  ' 2  2 —=■ •

1 2

+ || / /  g(x+t.y+r) Dki>1<2(t,r) dt Ą ^ 1^ 2
+ap + jj,

( t . r )

i/g.

dt dr
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Z [4 ] s. 26 wł. 15 i stąd, żs dla małych kątów słnt = t

i  _Ł

2  ( 2  II J  f  9(x+t'Y+r) °k1(k2(t'r) dt dTllp
q2 \ql/q2

.kl'1l \ k2 "ł2 = Ł = i
ml m2

i/q.
<

"1 m2 /' "l "2 „ . | \q2 V q2
<

z :
/  /  ||g(K+t . y * ) | p |D k Ct.*)|dt d^

.kioli Lk2"12'Kzl zl 7  J 
m2

i/q.

i 8lip J|g(x+t.y+r)||p 
(t,r)

__±

Z
ki"1i

M  —
2 p l  “2

Z  /  I V ki (' ,‘,ld' «■)

\ 1 2

V q2 l/q,
«

’ / 0 0 \ q2 ql/q2 1/ql
g(x+t ,y+T)||p

/
Z
kl=1l

2 7 ( | (2v d  |«2k2* D  - - j  

-k2 = X2

<

C3 (ql'q2 )ml/qi *2 0,2 ̂ ®UP )l| 9^x+t ,y+ ̂ lip

Z własności całsk 1 nierówności (*) otrzymujemy również

ml / "2

2 7  ( 2 7  l / / s(x+t'y+r) °k1.k2(t-r)dt HIp

q,\ql/q2

kl"1l ^ k2*12 3rf+V 3/

i/q<

e4 iq1 .q2 )
,y+r) Dk ^(t.ridt drjjp*

q,\ql/q2 l/q.

mi / m2
2 7  i  2 7  I j j  g(x+t;y+r) Dk.iik2it.r)dt dr||p

q~\ ql/ q 2

Lkl“1l V k 2=12 3<®

i/g.
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27 (2 TISi 9 (x+t.y+ T) Dki<k2(t.T)dt Ąp
ki=1i 2=12

\ v q2 l/qx

/

C4(q1 .q2 )

2 7  ( 2 7  1// a(x+t.y + T) ok i ,k2(t.r)dt dr q2\qi/q2

kl=1l 2 =12 ^

i/q.

Ponieważ

□ k k (t,r) = ^(einkjt ctg — e i n k ^  ctg |- + s i n k ^  ctg ^  coskgT + 

+ c o s k ^  aink2r ctg j  + cosl^t coekgT)

więc

C5 (qi,q2 ) 2 7  2 7 ( J J i f 9(x+t,Y+rflif
Lkl"ll \k2“12V 3*

q,/q2' l/q.

x ctg j  ctg |  sinkjt eink2r dt dr)

+ t ,y+r)|pctg einkj^t c o s k ^  dt cid 2j

-kł'1i v <2"12 3*

q«/q5 Vq,

m / sn_
1 / 2

5 :  z : ( f j i » < - . v .
Lki-ll \'t2-12 -

r)||p ctg |  cosk^t sink2r dt di)
q2

+ 2 7  i 27(//llg(x+t'Y+r)lp oo8kit coak2'
L kl“ll \ k2 * V  0,

z dt dr) 2
q , \ V q2

V q2

1/q.

l/q.

,l'q2 ) |CR (qi .q,) 1 «i + ^2 + *3 + *4}-
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Korzystsjęc z nierówności ( # )  i Hausdorffa-Younga [7] otrzymujemy

^ c6 Cqi.q2 )

JL

kl“1l

i /  / lla(x+t.y+r)||F

k2-l2U  -i 
2

x ctg £  ct9 J  sinkjt śink2r dt dr) 

1

q,lqi/q2l2] qi l/q,

2 :
k1-i1

m2 “1 7! v

2  / / « » <  x+t ,y+r)||p ctg £  ctg ^  a i n k ^  sinkgT dt dz\ 2

k2”12 "* _ł / .

1 1

__ A

X
kl=1i k2”12 ”■*

/  / ! « < » •  ,y+r)||p ctg -  ctg£ einkjt sink^dt dl)

i i
klell

n 2

f j ||g(x+t ,y+r)||p otoj ctgj sinkjt sinkj dt dó

Lk2-12 JL
"l

C6(q1 .q2 ) /

r
lip “ 1 a 2 »''•a 2

|P2
| 2 di

P±/P21 * dt
_ .

1/P.

"1 2

/
-jz

Jł

j |||gCx+t,y+r) ||p ctg £  ctg |  

1

P l/P2

f f 2 dr dt

i/ p .

V q2 1/cl

q/q2 ̂
4*

+
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Ti

_i

0 , 2  P

Pl/P2 'i / p i

\ l_i
“i

J  [ l l 9 (x+t , y + ^ ) | | p  ctg |  otg || 2 dz
-Jl

dt <

Ponieważ |ctg ^  -¡y t  I 6 1 > wi'?°

ffl  ° c7^ql ,ci2 ) ^sup||g(x+t .y+r! / / - * p
1 \l (tz-)

\P1/P2
dt

"1 w 2

v Pl

pi_1
Stęd, że f -̂ p— < ■ Ł_-i ■ jeet 

! t 1 P1

u u r pi_i i  P2-i\ Pi/P2] i/Pi
\  ^  3iip ||g(x+t,y+r)||p m1 lm2 ) J

\X  gC ) ' •

c8 (q1 .q2 ) ^sup^||g(x+t ,y+r)||p ^  „2
l/qŁ l/q2

Rł0

Analogicznie

s 2 <  Cg (qi,q2 ) sup^||g(x+t ,y+T)J|r

Tt /Jt

1 1  T r ii _ U  lt|

,Pl/p2
dt

i/Pl

s£ cil^q1 .q2 )”1/qi (8up^||g(x+t,y+r)||p

Cl2(ql ,q2 )m2/q2 isup^||g(x+t,y+r)||p

* 4 ^  C13(ql ,q2 ) (8up)||g(x + t.y+ r)||p 

Stęd

^  C5(ql'q2 ) ,8UP Jl9(x+t-y+T)||P{C8(ql'q2 ),Dl qi m2 q2\ t  , O )
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1/<ł2
+ C ll^ql ,q2 )inl + ci2(ql'q2 )m2 * C13iql ’q2 )

C14^ql ,q2^mł m2 ^sup ̂ ||g(x+t ,y+ r>liP

- »1 / m2

Z ]  ( Z 7 l | / / g(x+t'v+r) °k k Ct.D dt d r p 2 
k„ = l A k _  = l „  1 * 2 1

q „ \ ql / q 2 l / q1

^  sup ||g(x+t,y+r)|| 
(t,r)

JL

Z
V 1. k 2 - 1 2'

2/^ D k l ,k2 (t-r )|dt d ^ 2
V q2 l/q-

3^

sup ||g(x+t.y+r)|F 
(t , r) Z

kr 1l

2 / 1 2 k , + l  _ 
sin — Ś—  f

k2*12 V  —  —
ml *2

2 sin g-

+ |-cosk2 ^) dtdr+

_ i  1
m2 r 2" 2kł+1

sin — g
/  f -¡-7i~ r_(l8ink2rct9f + |°09k/) dtd̂

q1/q2lVq1

ci5(qi ’q2 ) (®uP )l9(x+t'y+r)ll( z
ki"1i

z
uk2 =12

I (2ki+l)i7(i |ctgf8ink2r dr+

jar

+ I j g cosk2r | dfjj 2 V q2 l/q1

A

Z
ki=1a

Z
-k2“1l

|(2k1+l) |~i j |ctg| slnkgl’d£+ J ||cosk2i|dzj 
1 \-J7 - n  /

V q2

C16(ql'q2)(®t,P)!l9(x+t*y+r)llp z
k2.i2

/ |  ctg ~  sink2r dr +
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|| cosk2r|dtq2i/q2+
m2

U
m2f | ctg | sink2̂ dr +k2«l2

I | coakgi | cflj

i/q,

ł/q l/q2
^  C 1 8 ^ql'q2 ) l"l m2 sup II g(x+t ,y+ t )  ||_

(t.r)"

Analogicznie

Z ^ C ^ . q , , )  m ^ 1 m^ q2 aup Jg(x+t 
(t.T)

,y+ Z") lir

Zatem

m m_

¿ i  ( . Ś  II Sk1 .k2(9 ;x'V)l
q2\ql/q2 
P

kl = 1l \ 2C^2

l/q.

Ciq-.q,) m / qi m / ^ 2 sup || g(x«-t ,y+ r) |L = C(q.,q2 ) m 1 n  * 2 || 9 ||p
1 Ł A ^ (t ,T) e {-JiiJl-.-jrfi

1/qj l/q2

Lemat 6 (uogólniony lemat Leindlera)
Dla dowolnych .n^i^ ,a2 i dowolnych p1 >  1, p2 >  1

m2 _"2

CE
*1 ,nl (f)p

m2 P.

■ r  Z 7 K ’ I 1
I/P j

- r  ¿ i < f 2
1/P2

V ” i  1 k2=nx

gdzie C zależy tylko od p ^ , p2>
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Dowód

Dla p >  1, p >  i i —i  + —i « i ( —i + _ 1  „ i z nierówności Hol-
1 *■ Pi P2 ^2dera

tn n

S  l4;ik‘ ) 4 A k")| K 1.k2 (fiX*V) - ffx,y)||p
Lr —m Lr .-n ‘L *  ± ¿.
klS!,ni k2cn2

kj-Bi
S  ( l ^ f l z L  1 ^ !  I8k1 .k2 ('f*x *y) " f(x'

k2-nl

/  B2 P,\1/Pl /  ^  , n2

( ¿ 7 l 4 A i")l ) ( ¿ , | ^ 7 h Ai2)|llsk1 .k2 (f'x 'y)- f(*'y>||f
\ kl“"l /  k2*'nl

q A 1/ql

*1 2 : t e k
k1=n1L\k2“ni

1 /n / 2
Cn) I

, Pc\
Z  s. . (f ¡x ,y)
k2~n1 1 * 2

- f(x.y)||P2

P A 1/Pl / J k

S K I 1 ( 2 T K

P2 \1/P2
Cn) I 2 \

k2”nl

c.

n
ki“ni

 ^

Z K 1-k2(fiX,y) '
k2"nl

V q2 i/q.

Deśli T* n (x,y) Jest wielomianem trygonometrycznym najlepszego przy- 
1 * 1

bliżenia, to z [4 ] s. 104 wł. 5.1 i s. 105 wł. 5.2
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Wobec nierówności (*•)

« v * >  Z K ; ’I 2 X " ’I
k2=nl

n? r n

Z
kl=mlL^ ( K V V " r

-  f|X,y) + r - 1.n1{x 'V) " f ( x 'y
V q2 l1^ !

)iPl\1/pV ^ u ( . ) ‘W /P2
v v 4 Z K ’l L E

k2-"l

ć.

Z
y 1 iis. . (t *

f;x.y)|p2 j + ( 2 Z  l l \ . n 1(x*y) ■ f(x'y)ll

2

kl"mlL ^ 2 - l

i/ą±q2\ql/q2

,k2=n1

"2 p, > 1/Pl/ n2 P2\ 1/f>2

w v e k i  Z h - v  e\k . sm 1 /  \  k2 »nj  2 / k =« . \ k  »n 1 2 1 1

“U  / n_2 /___ 2

k1-n.i\k2-n1

- fjx.y)||F

q,\qi/q2■Jl/qt ~ \  /  n 2 a W q2 V q .
+

-kl“ml 'k2“nl

1

/ 2 p.\ 1 / 2

) 2 >P A l / P l / ~  ^ ¡ T
\k. =»« 1 1 V ni Lkl=V k2=nł

q„\ql/q2 i/q±

>lpj *
”*2 /  "2

Z  Z
Lk1=m1\k2-n1

\ V q2 1/qi

/ -

. P A 1/FV A ,  ,P2\ 1/P2
UA,(n)     kg

Vkl“ml * / \k2"ni

l/q V q 2 ,

■* n* i w i ,*
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<  c iP1 'P2 ^Em1 ,n1(f ■i1“  z k ;I- _ w. ■*■

( n )
.Pi \V P 1

k1=m1

p2-i
C.

z : i
k2"nl

( n )  |Pa
l/P,

Lemat 7

E (f) ^  C u i ( f* ■ 1- -i-■)m ,n P 1 ’ m+ 1' n+1'p

Prawdziwość lematu wynika natychmiast z wł. 5 s. 20 [4]. 

Twierdzenie 1
Deśli spełniony jest dla pewnych p i >  1, p2 >  1 warunek

k =0 1

1/P, i/p.

k2=0

(n2 )|
2

<- K,

gdzie K jest stałę, to dla

U (f ,-x.y; A )
»"o S Z I

k ^ O  k2=0
A A . 1 

K1 |S|<1 ,k2^f 5X,V) " f(X’y)|

prawdziwa jest nierówność

i/q, i/q,

lUn1 .n2 (f ;x'y; A )IIp ^  C(n!+l) (n2+l) s
k1=o

S Ek".k2 ^ V
i. _ n  ^k2=0

qi/q2 1/ql

qi “ p ^ T -  q2 “ p-=T;

C jest stałę zależnę od K, pŁ i p2> 

Dowód r.-l‘ 1' " 1 1
Niech r^ i r2 będę liczbami całkowitymi takimi, że 2 <  n^ <  2

r 2r_-l
2 n2 <  2 , wtedy

HUn1 .n2 (fiX-yi A ) 1P *

1

V  , 2 j U a ("i) A ^ z 1 lis i (f;x.y) - f(x.y)||p + 
i,-0 i„=01 X1 2 1 * 21 2

(a)
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i 1 dA^2^|||s ± (f ;x,y)-f (x,y)||p + (b)
2 1 ' 2

ni "2

. 'S^ >  ' |/3A(ni ) -d A( "2  ̂ 11| S . (f;x,y) - f(x,y)||p +
-- 1  1 I ii *2 1 11' 2

(c)

r.-l r 2 ~ ^
i1=2 1 +1 i2»2 +1

1 r2-2 2
e2+l

- f(x.y)|L + (d)

i^oO 32»0 i2=2 +1

1 n

4. ^  I ,| d A (”l ) i  A(? 2 )| ¡S. i  (fjx,y) - f(x,y)||F
„ , „ ro-l J 1 2 i . '  Z

(e)

ij=0 i2“2 2 +1

8« +1
-2  2

^  ^  I d A ^ l 5 d A (^ 2 }| ||sii(i^f;x.y)-f(x.y)||p + (f)

8. r0-l
3^=0 i1»2’1+l l2-2 2 +1

8,*1 
r^-2 2 1 •. 1

(g)

31=0 i1=2 +1 i2=0

"l
y  ’ y _ ’jdA(^ i )dA(^2 )|||si^ i2(f ;x.y) - f(x,y)||p +

r - 1
J -O A H afl

(h)

i1=2 +1 i2“°

r2-2 2
82+i

JdA^i5 zl AC^2 ̂ | ¡|sŁ (i^( f jx,y) - f(x,y)||p + (i)

r.-l 8_
ij“2 1 +1 s2«0 i2«2 2+i
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W oparciu o lemat 6 można oszacować kolejne.sumy

(a) ^  i  (f ,x.y) - f(x,y)||p
i1=0 i2-0 1 ¿ 1 2

1 , P, I/Pj 1 p„ l/p2

^  Cl^pi'p2^ Eo,o(fV Z K ; ’!
il=°

Z k ‘;i’l
1,-0

Pl-1 P5-l

Cl (pl'P2 ) Eo,o(f:)P K(n1+l) ("¡[+0 ^

b0 Eo,o(f)P - Eo % !  *
q2 I1/q2

kj=° Lk2=0

Z  *
l-k2.0

qi/q2 l/q«

V q ,
, stęd

O ,0
V q2

Uk2 " °

qi/q2 "1

2
kj-0

2 * $ .i. _ nLk2-0

qi/q2

e. + l
r„-2 2 r„-2 2

e2+l
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r -2 P l ' 1 / 2S1

8ic0 \ 8i
V i "2 +1

l/q„ /r„-2 2V 1
'r2-2 \"/M2 / ' 2

^  3 (f) 2 92+1 ____
,2=0 2 "+1,2 2+l )  V s 2=0 i2=2S2+l 12

P2\1/P2
( O l  2 I ^A A ^2

i / P o  /r.-2 2

*  M S K k f 5
,k2“0

P_ "/H2 / 1
81+1

2 ^ ?  s««0 i. =2 ł+l

^A("l)lPl' 
X1

i/P,

"1 “ "1

r -2 / r2-21 e,+l/ — s„+l
e, (f>P 2 2

i-iO \ 82=° 2 "+1,2 2+l
1

\pi/q2 Vq,

<, C„

k2=0

(n) I
1/P; n* Pi

k1-0

1/P,

rl-2 2 r„-2 2

8 ^ 1  11=2 1 +lL s2=l jg=2 +1

i2 (f)P
V q2 i/q,
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* C4E r.-l r,-l <f)P 
2 1 +1,2 +1 " ■ ' Z

T 1t1-2 1 +1

4A (" l } [ 1 
Ł1

1/P, P2-l 2 p_
(n ) I 2 

M  i| |

1/P2
•g

r2-l 
i2=2 +1

l/q, / l/q.

^ C4 E
l/q l/q / \i/Hl/ i V

rl , 0 r2"1 / P 0:1 "2 >1+1) W1)2 +1,2  +1

/ \1/qi / .1/Po ni ^  q ql/q2
( ¿ 0 s

k!=°
i  Ev k 2(f)P 
> 2-0

i/q.

r2-2 2S2+1

(d) Z Z 2
82 = 0

s2i2=2 +1
*1 X2

S, , (f jx,y) - 
1' 2

r2‘2

2
s2=0

C5 E s„ (fV' 
0,2

1 Pi ]1/Pl f / a  i  \P2-1 j  2+1
z ^ i  -<?v )  x : m "4’I2 «
1l*° 10" 2 +1

®2 
l2-2 +1

r2"2 i/q2 r2-2 2 82+1 P-J V P 2

<  V x >
8o*»0 O

S p + 1

82 (f)P 2 2  
,2 ^ + 1

dA<"2>| 12 1
X
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1

11=0 i2«2 ł +1

^  C7 E r_ (fV  
0,2 2+l

1

2 - . | ^ a (;i >|
l1«o' łl

l/p,

"a2"'
r2~l 

l2-2 +1

1/P2
<

i/q, , i/qP

S - f e î r )  ‘ ( s i * )  2 §
k.^0

¿ sk'.k2 < » P  
k2«0 1

qi/q2 |l/qi

9 + 1
rr 2 2 n2

(f) ^ > r Ł ' k (^ } 4A("|)lllsi1 ,i2(fjx'y) - f(x-y)llp

8 ^ 0  i1-2 *+1 i2=2 2 +1

o. =*ó 2 +1 ,2 N-l

„ , 3 , +i
P1 2 1 p

» C O  I 1
C2"1*1) S d A' 1 

łl
i3»2 A+1

1/P

p2-1  1 . ,(n„) ,Pz
2 ^

r2~l
i2 »2 * +1

à A 2 
2

1/P,

i/q5
°2 P 1/P 2 V1"2, q J
>  ; 5^ , E §! r2- l (f)P 2S1+'S~T‘ 2 +1,2 2 +1 P
V * « , !  ‘ S1

i/q.

8 . +1
Î V 2 2 1  Pl 1/Pl n_2 p9 i/p2

S  >  > Ą ’Iś

/A >0
°

S W l ’1
kn»G

X

8„=0 i, »2 1+1 1 1
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ni  .Pi i / pł " i n2 V q2 VqŁ

Z > A I ;  I- E ¿ Ek".k2( f ) P £C
ki=o 1 k1-0 k2»o 1 2

<  cg K(

l/qi l/q2
[nl n2 V q2 1/ql

z :
kj-0

Ś  Ek^.k (f)P 
k2=° 1 2

(g) analogicznie jak (d)
(h) analogicznie jak (e)
(i) analogicznie Jak (f)
Z oszacowań (a), (b), (o), Cd), (e), (f). Cg) wynika teza

Oeśli spełniony jest warunek uogólniony Stieczkina, to prawdziwe sę 
twierdzenia 2 1 3 .

Twierdzenie 2
^Istnieje stała dodatnia K*, zależna tylko od K i p1 , p2 , taka, że dla 

wszystkich naturalnych n^ i n^

i/q,, .Vq,
nt+i

z :
»i-*

rn2+l

L k2=

tuq2/l 1 \
i t e 1

V q2 V q .

ql “ q2 ■ PTT-

Dowód
Na podstawie lematu 2, 3, twierdzenia 1 i lematu 7

H Lni •n2 (f;X'y ’ A )  " f(x,y)Hp “ II ¿ L u  4A<ki } 4Aik ? } Sk.,k “ f(x’y)||p'
*  ^  Lr _ n  Lr _r» £  X  ^kj-0 k2-o

n1 n2

2  S  [sk l .k2 - f(x-y)]||p ■
k.«0 k„»0 1

/

y n n_ 
* 1- _2

/ E
V T  Lr — n  L, _n A ^"■* k^«0 k2-0

sw k " i " 2
dy

Pl/p2
dx

V p ,
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/ ri1 2

=*Q k^=0

p2 P1/P2

dy dx

_ .

i/p.

V n 2 (fP<'Y‘ A > | p  ^

i/Pi, , V q 2

r+i)
\V q i/

"i*») ( y z;
ki°° k2 = °

EkJ.k2 (fV
ql/q2 i/q«

!/q! , vi/q? JL

Z
k1=0

j y \ „
k2=0

 1  1 X
k1+l- Tę+1 p

qi/q2 l/q,

a stęd teza. 

TWIERDZENIE 3

Istnieje stała dodatnia Kj , zależna tylko od K i p2 , taka, że dla 
wszystkich naturalnych nŁ i n2

A n (F)«K.f-4 
1 2 1Vnl*

JLZ
k1=0 k_=0 1 2

qi/q2 Vq,

M1 Pj-1' - p2-i-

Dowód

Analogicznie Jak w twierdzeniu 2 wykazuje się, że

|Ln1 .n2 (fiX'y: A) " f(x-y)||P

\ 1 / ą i  /  . i/q2 nl qi/q?

(*0 •
z
kj=0

Q

Z Ev k 2 " > p  
_k2=° .

1 c- Vq,

1/£ii / ,i/q2

«. y ) y > z
k =0 1

z
k2-0

k^ t kg

q1/q2 !/q.
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«

0 nOPHJlKE nPHBJIHHEHHH $yHKIBi0 f( x. y) €L p  

HEKOTOPHMH JIHHEiiHUMH CPEAHHMH HX PHUOB $ypbE

P e 3 so M e

PaccMaTpijBaeTOH nopsAOK npaQjiHxeHHii ij/HKimft f (x ,y) £ LP (-7r,Jr;-X,xr) jm_ 
HeSHHMii opeflHHMH yflOBzeTBOpiDOUHMH oSoSĄeHHoe ycjioBite C.E. CtenKHna.

APPROXIMATION OF FUNCTIONS f(x,y)eL 
BY THEIR LINEAR MEANS OF FOURIER SERIES

S u m m a r y

In this paper there are given estimations of the approximation of the 
functions f(x,y)e LP (--«.Arj-jr.Ar) by their linear means of Fourier series 
satisfying the generalized condition of Stieczkin.


