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O PEWNYCH NIERÓWNOŚCIACH ZWIĄZANYCH Z WIELKIM TWIERDZENIEM FERMATA

Stroszczenie. W niniejszej pracy udowodniono zwlązók (A), doty­
czący liczb x,y,z stanowiących ewentualne rozwiązanie równania xn +
+ yn = zn, n - liczba naturalna, który stanowi oszacowanie stosunku
^ z dołu i z góry przez dwa niewiele różniące się wyrażenia w budo-
X  łwie, w których występuję ten sam pierwiastek stopnia n-1. Nie ma 
tego w nierówności (i) należącej do R. Niewiadomskiego, Nierówności 
(8; i (C) daja pewne informacje o liczbie a wyetępującaj w (A). 
Nierówność (d) nie jest związana z poprzednimi.

W pracy [l] udowodniono, że Jeżeli liczby naturalne x,,y,z(p spełnia­
ją związek

P P P x + y * z ,
to

i- <i>
W niniejszej pracy udowodnimy, że jeżeli liczby naturalne x,y,z,n spełnia­
ją warunki

n n n ,x + y = z , x < y < z .

to

\nCz-y (A)

gdzie

T T  * x * 8'

”  " n '!

n ( ^ -  l). (C)
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z > x + (“^2 - l) . y. (D)

Uwaga
Nierówność (B) jest oczywiście równoważna nierówności

a2z < y < az. (B7 )

Nierówności (C) i (d ) pociągają nieco słabsze ale za to bardziej przej­
rzyste nierówności

a"“1 > (C' )

z > x + (D')3n

Twierdzenie 1
Oeżeli liczby naturalne x <  y < z oraz liczba naturalna n » 2 speł­

niają warunek

n n n / A \x + y * z , (1;

to
n-1

V - <*>

gdzie
i ■ z - y, 0 < Q < 1.

Dowód
Ze związku (l) wynika, że

xn = (i+y)n _ y". (3)

Z twierdzenia Lagrange'a o wartości średniej zastosowanego w przedziale
<y,i+y> do funkcji f(t) = tn i wzoru (3) wynika, że

xn « nicn ^, (4)

gdzie c jest pewną liczbę rzeczywistą leżąoę w przedziale (y,y+i). W
takim razie mamy dwie nierówności

^  xn > niyn_1 (5)
oraz

.0 , _._n-lx < niz" , (5' )
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które można napisać w postaci
n-1 |—

v< • * (6)

o rsz

<*>
Nierówność (6 ) jest równoważna prawej części nierówności (i). Drugą część 
(i) można uzyskać z (6 ), zmieniając role y i x.
Ponieważ x <  y, więc z (6 ) dostajemy

i < i  (7)x n

Dla wygody w zapi9ie przyjmijmy oznaczenia

Oczywiście jest

q > p > 1 (9)

oraz

q - p . i. CIO)

Z (7) i (10) otrzymujemy

9 <  p + n*

Uwzględniając teraz Cl), (8), (10), (9) i (ll) mamy

1 n= q - p" = (q w  n-1 n-2 - p)(q + q P + ...+ qpn‘■2 ♦ pn-ł)

< ł - \ !t • * r  * (p + n) P (p + « • pn'2 + p"*1] <

[(- * s f 1 *
/ o \n-2 t (p + „) P +•..+ ^P + *)•

n-2 n-ll P + P J ”

c
- m m

■>n-l / -i \n-2
) + i 1 * ń) +” *+ 1(1 +

ia —
X V i +

11n 1

^  t(1 *
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x p (e - 1)< 2 $ p"-1 . 1,72.

Oznacza to po uwzględnieniu (8), że

, '72
Wobec znanej nierówności 

k

«1=1/7- i
y > x Vttt • 7pt7= -  (12)

otrzymujemy

Stęd i (12) mamy

y > X '*/nT • n-0,28' 1̂3')

Z nierówności (6) i (13) wynika, że istnieje liczba Q leżęca w przedziale 
(0 ,1) taka, że

y = x _n=J_,Q -ci-)\ni * n-0,28 - * \ni \ni * n-0,28,/*

Ostatni zwięzek można oczywiście napisać w postaci (2), co kończy dowód. 
Twierdzenie 2

Liczby y oraz z, o których mowa w twierdzeniu 1, spełniają nierówno­
ści

a < z < * 2 '  a a
gdzie

n - 1 + 0.0.72 
8 =  fi'' - Ó , 28

jest liczbę wyetępujęcę w (2 ).
Dowód

Lewa część (14) wynika od razu z (2) i (.&' ),
Ze znanej nierówności, pomiędzy średnię arytmetycznę i średnię geome- 

trycznę, wynika natychmiast nierówność następujęca lę
Pk + Pk_1q + ...+ pqk_1 + qk >  (k +1) . (pq)2 > (15)
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przy czym p i q są różnymi liczbami dodatnimi, k jest liczbę naturalnę. 
Kładęc w (i5)

k - n-1, p = z, q = y

otrzymujemy dzięki (1)

n-1
n n n , w  n-1 n-2 n-2 n-1, . , , \ Żx « z  - y »(z - y)(z + z .y+...+ zy + y ) >  in (zy) ,

czyli

xn"1 * ni >  (zy)
2Podnoszęc obie strony tej nierówności do potęgi — y dostajemy

n-1 r- ' 2
("* \1"T

co na podstawie (2) oznacza, że

v2
* ? >  zy.

Po podzieleniu obu etron przez y dostajemy prawę część (14), co kończy 
dowód.
Twierdzenie 3

Dla każdej liczby naturalnej n >2, liczby naturalne x <  y < z  zwię- 
zane zależnościę (l) spełniaję nierówność

- >)*•z > x + I ^2 - 1 )y. (16)

Dowód ^
Deżeli (16) nie zachodzi, to Jest

xn + yn - z"« [x + ( . % -  1 )y]n - xn ♦ J  (j)xn“J ( %  -  1)J . yJ
i»l

<  X" + 2 (jn ) yn'J yJ ^  - 1)3 * x" + V" i  (j") - D J "
j«l J-i

- . r ż G > v - «■-<*>■•L j=o

- Xn + yn . [(1 + l / 7 -  l)n - l] - Xn ♦ yn.
Sprzeczność kończy dowód.
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Twierdzenie 4 
Liczba

n - 1- + Q.0.72
n - 0,28

występujęca w twierdzeniach 1 1 2 , spełnia warunek

n-1a >

Oowód
Oest

z <

(17)

gdyż w przeciwnym wypadku byłoby

n n n ^ „ n n n . n  n x + y  = z > 2y = y + y > x  + y .

W takim razie uwzględniajęc oznaczenie z-y = i oraz (l), otrzymamy

(») ■(») ' 1 ■ (v ■ “ Kv) * (y)

r * ( ^ r ...
r / n  i— \ n -l / n r -  \n-2

i -[(4 * '
n i—  n 

i x ( \ 2 ) - 1
x ‘ y * n r

\2 - 1
A więc

co wobec (2 ) oznacza, że

n-1
x ni—  '

\2  -  1

1 < i 1
x „n-1 x " n

V -

Z ostatniej nierówności dostajemy (17) c.n.u.
Uwaga

Oest

(1 + -¿)" = 3n

2 2
(1 + " 3 <  e7  <  n ^ ) Z . ^ 7 , 3 9 8 4  <  2,
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A więc

W związku z tym można dzięki (17) i (16) napisać

(1 8 )

(19)
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0  HEKOTOPHX HEPABEHCTBAX CBH3AHHHX 

C EOJIblIIOfl TEOPEMO0 SEPMATA

P  e 3 » m  e

B padole floxa3aHO CBast. (A), aacea x,y,? aBJiaioąHxca bo3moschhm pememieii 
ypaBHeHHH xn+yn =zn , n - HaTypaaBHoe aacao, KOTopoe flaëi onpe^ejieHHe co- 
oTHomeHHa ^  CHH3y h CBepxy flByMa HeMHOro OTjraaaiomHMHca BHpaæeHaaMH b cïpoe- 
hhh kotophx BHCTynaei tôt xe kopeHb OTeneHH n - I. SToro aei b HepaBeHCTBe(i) 
npaHaflaeaaBîaeMy P. HeBa^oMOKoro, HepaBeHOTBa (B) h (G) flajsi HeKOiopae 
CBe^eHaa o ancae a BucTynaiomeM b (A). HepaBeHOTBO (d) HeoBa3ano o npeAŁwyma-
MH.

ABOUT CERTAIN INEQUALITIES CONNECTEO 
WITH THE GREAT THEOREM OF FERMAT

S u m m a r y

In this work has been proved the relation (A) concerning numbers x,y,z 
deciding about the possible solution of equation xn+yn=zn , n - natural 
number, which estimates the relation £  from below and top, thorough two, 
not much differing in construction, expression whith the 3ame root of or­
der n-1. This cannot be found in inequality (i) belonging to R. Niewia­
domski. Inequalities (B) and (C) give certain information about number x, 
which is present in (A). Inequality (D) is not counected with the pre- 
vions ones.


