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Brunon SZOCINSKI

OBIEKTY LINIOWE DEDNORODNE GEOMETRII PODWODNIE PSEUDOSTOCHASTYCZNED

Streszczenie. W pracy tej podana Jest ogdélna metoda wyznaczania
w geometrii oodwéjnie peeudoetochastycznej obiektéw [liniowych o n
sktadowych. Dla zilustrowania omawianej metody wyznaczono wszystkie
obiekty liniowe jednorodne o Jednej sktadowej.

WSTAP

Niech H(n,R) bedzie dowolne podgrupe ogé6lnej grupy liniowej GL(n,R).
Przez GH(n.R) oznaczmy grupe, elementami ktérej se pary postaci (A,a),
gdzie As H(n,R), ae Rn, zas$ dziatanie "0" okre$lone Jest wzorem

(B.b) ° (A,a) = (BA,Ba+h).

Zgodnie z ogélne definicje geometrii Kleina podane w pracy [2], n-wy-
miarowe geometrie grupy GH(n,R) nazywamy tréjke

(R°.GH(n,R), ), @

gdzie odwzorowanie f:RnxGH(n,R) - Rn, zwane dziataniem grupy GH(n,R) na
przestrzeni Rn, okreslone jest nastepujeco

f(x,9) - Ax+a, xeRn, g m (A,a) e GH(n ,R).

Poniewaz geometria (lI) Jest wyznaczona przez grupe H(n,R), dlatego bedzie-
my Je nazywaé¢ rowniez geometrie Kleina oparte na tej grupie.

Geometria (i) nazywa sie afiniczne, Jezeli w charakterze grupy H(n,R)
przyjmiemy GL(n,R). Innym przyktadem geometrii Kleina Jest geometrie po-
dwéjnie pseudostochastyczna (nazywana tez krotko geometrie dps, por. [6])
oparta na grupie DS(n,R) macierzy podwéjnie pseudostoohastycznych (por.
[4j, doppelt pseudostochastische Matrix) A n [aik] " (s"2*6 1«k=1,2,... ,n
aike R)* okr8Slon“h zwlezkami
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Abstrakcyjnym obiektem geometrycznym danej geometrii (1) (por. [2]) na-
zywamy kazda tréjke

(tf?,GH(n,R), F), @

gdzie #2Tjest dowolnym zbiorem (zwanym w#béknem obiektu),zas$ F :#i<GH(n,R)—771
odwzorowaniem (zwanym prawem transformacji) spedniajgcym nastepujace wa-
runki

/ A\ fF “ £(r.92°g1). i°
coe}K gj-ggC gh 1 1 ( 2 % ) !

«Em  T(~<9) 2°

Warunki te nazywamy odpowiednio réwnaniem fundamentalnym i warunkiem i-
dentycznosci. Symbol e oznacza element neutralny grupy GH(n ,R).Abstrak-
cyjny obiekt geometryczny o wkéknie 717* RA nazywamy liniowym, jezeli je-
go prawo transformacji jest funkcjg liniowa wzgledem sktaaowych obiektu,
tzn. ma postac

F(w,g) =0(g)cu+T"(g), weR™*. geGH(n,R).
\

Symbol O oznacza tu macierz kwadratowg stopnia m, za$ co oraz v -
macierze jednokolumnowe o m wierszach. Sezeli ponadto y(g) — 0, to obiekt
liniowy nazywamy jednorodnym. W dalszym ciggu bedziemy sie zajmowaé obiek-
tami liniowymi jednorodnymi o m sk#adowych 1 prawie transformacji

F(co,g) m 0(A)co, »SR1, g = (A,a)e GH(n,R). 3)

Réwnanie fundamentalne i warunek identycznos$ci dla takich obiektéw spro-
wadzaja sie do warunkow

0(BA) = 0(B) 0(A), “4)
0(E,) = Eg4- ®)

gdzie En i1 E™ oznaczajg odpowiednio macierze Jednostkowe rzedu nim. Zna-
lezienie wszystkich rozwigza¢ 0! H(n,R)- »GL(m,R) réwnania (4), spet-
niajgcych warunek (5), Jest réwnoznaczne z wyznaczeniem w danej geometrii
wszystkich obiektéw liniowych jednorodnych o prawie transformacji (3).
Oednym z wazniejszych probleméw kazdej geometrii Kleina Jest wyznacze-
nie obiektéw geometrycznych. Z uwagi na to, ze w praktyce postugujemy sie
gtoéwnie obiektami liniowymi jednorodnymi o prawie transformacji (3), wy-
znaczenie wszystkich takich obiektéw zaliczy¢ mozna do podstawowych pro-
bleméw kazdej geometrii. Poszukiwaniem tego typu obiektéw liniowych geo-
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metrii afinicznej zajmowali sie miedzy innymi S. Gokab, M. Kucharzewski,
M. Kuczma i A. Zajtz. Spis literatury oraz doktadne oméwienie uzyskanych
do tej pory rezultatéw mozna znalezé¢ w skrypcie [3].

Celem niniejszej pracy jest znalezienie wszystkich obiektéw liniowych
jednorodnych n-wym. geometrii dps. Metoda tutaj przedstawiona polega na
sprawdzeniu tego problemu do anslogicznego, rozwigzanego juz, problemu
wyznaczania takich obiektéw w ( -1)-wym. geometrii afinicznej.

1. Na wstepie podamy przyktady rozwazanych obiektéw liniowych
Definicja

Abstrakcyjny obiekt geometryczny geometrii (1) o wkéknie ?7Z= R i pra-
wie transformacji

F(6,9) = y>(Det A)6, Se R,g = (A,a)CGH(n,R), a.n
gdzie
<P(t) = 111P, (1.2)
wzglednie
y?2(t) = (sgn ) - |t]p, 1-3)

nazywamy odpowiednio W-gestosScie lub G-gestoscie o wadzie (-p)-
W niektérych zagadnieniach celowe jest postugiwanie sie uog6lnionymi
gestosciami, .ktére okreslamy nastepujaco

Definicja

Przez gesto$¢ uogdélniong rozumiemy obiekt (R,GH(n,R), F), ktérego pra-
wo transformacji ma posta¢ (1.1), gdzie R— {o}- R jest funkcja mul-
tiplikatywna (tzn. sped#niajaca warunek vV t2tIn = dla dowolnych
*1* 12£ R™iO" ktérej (pClymi

Funkcja < nie musi by¢ mierzalng. Zatozenie mierzalnosci tej funkcji
prowadzi do postaci (1.2) i (1.-3) (p, [1].s- 48). Przyktadami obiektow
liniowychJednorodnych o n sktadowych sgabstrakcyjne wektory kontra-
wariantny oraz kowariantny.

Definicja

Abstrakcyjnym wektorem kontrawariantnym (kowariantnym) geometrii (I)

nazywamy obiekt (2) o wkdéknie 77?= Rn i prawie transformacji

Fu,9) = Au, wueRn, (F(J5,9)=jAl, S§e Rn),

gdzie g = (A,a), AeH(n,R). W zapisie powyzszym symbole u oraz 5 oznacza-
ja odpowiednio macierz Jednokolumnowg [u~] 1 macierz Jednowierszowe [¢.J -

Przy pomocy danych obiektéw geometrycznych mozna utworzy¢ pewne inne
obiekty. Dednym z nich jest produkt obiektéw. 0g6lng definicje produktu
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mozna znalez¢ w pracy [2], a. 386. My ograniczymy sie do naetepujecago
przypadku szczeg6lnego.
Definidla

Produktem wektor6w kontrawarlantnego 1 kowariantnego w geometrii (i)
nazywamy obiekt, ktorego wkdknem jest zbidér Rn x Rn i ktérego prawo trans-
formacji wyraza sie wzorem

F(Cu,i,9) » (AuJdSa-1), gdzie At H(n,R).

2. Zanim przysteplmy do wyznaczania obiektéw liniowych geometrii dps
udowodnimy pewien lemat«

W tym celu okreslimy, znane z algebry oraz z teorii obiektéw geome-
trycznych, pojecie grupy stabilnosci (por. [3], s. 75).

Definida

Grupe stabilnosci obiektu (2) w punkcie a€ 771 nazywamy podgrupe gru-
py GH(n,R), ktdérej elementami "s¢ wszystkie elementy geGH(n.R), spednia-
jece roéwnanie F(fuo,g) > uvQ.

Oak wiadomo z teorii obiektéw geometrycznych (por. [3], s. 76) grupy
stabilnosci w punktach tego samego wkdékna tranzytywnego se sprzezone, co
oznacza, ze zachodzi implikacja

(2.1)

gdzla Gj i1 Gq oznaozaje grupy stabilnosci odpowiednio w punktach “i 1 %e
Przyjmijmy teraz nastepujeca oznaczania

ew .U - f- [0...01].

i rozwazmy produkt wektoréw kontrawarlantnago i kowariantnego w n-wym.
geometrii afirfiLozneJ. tatwo zauwazy¢, ze grupe stabilnosSci tego obiektu w
punkcie (e,£) Jest grupa GDS(n,R), elementami ktérej se pary (A,a),
gdzie ACDS(n,R). Podobnie, grupe stabilnosci rozwazanego obiektu w punk-
cie (u, §8) Jest grupa o elementach postaci (Xx,a), gdzie

2.2)

Grupe te oznaczmy przez GQ(n,R), za$ podgrupe og6lnej grupy “liniowej
GL(n,R) - ztozone z macierzy (2.2) - przez GL(n,R).

Bezposrednia rachunkiem mozna #*atwo sprawdzié, ze nastepujeca macierz
kwadratowa n -tego stopnia (n >2) Q « [qtj] = gdzie
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i-i., dla i,j=+,2,... ,n-1 (i - symbol Kroneckera) 2.3)
‘Hj 7 11 J w pozostatych przypadkach J

spednia zwigzki
Qe = u. SQ -£. Det Q = (-I)"+1 n/0.

Zatem gQ = (.Q,0) jest elementem grupy, na ktérej oparta jest n-wym. geo-
metria afiniczna, takim ze (u,f ) = F(e,6:,90). Stad na mocy (2.1) grupy
stabilnosci Go(n,R) oraz GDS(n,R) se sprzezone, tzn.

GQ(n,R) m gQ . GDS(n-R) , g"1.

Z powyzszego zwiezku otrzymujemy natychmiast nastepujecy lemat.

Lemat
Podgrupy GL(n,R) i DS(n,R) ogélnej grupy liniowej se sprzezone, tj.
GL(,R) = Q.DS(n,R).Q-1, gdzie Q jest macierze okreslong zwigzkami (2.3).

3. Oak wiemy Z rozwazan przeprowadzonych we wstepie, wyznaczenie w geo-
metrii dps wszystkich obiektéw liniowych jednorodnych o m sk#adowych i
prawie transformacji (3) sprowadza sie do wyznaczenia wszystkich rozwiag-
zan 0 : DS(n,R) — - GL(m,R) réwnania (4), spedniajacych warunek (5). Ponie-
waz w my$l udowodnionego lematu dowolng macierz As DS(n,R) mozemy przed-
stawi¢ w postaci iloczynu A=Q-1 Rg, gdzie R jest okreslona zwigzkiem (2.2)
za$ Q jest macierzg stata, wiec poszukiwana funkcja 0 ma postac

0(A) « 0 (X),- XCGL(n-1,R), [€H))
gdzie: fp*: GL(n-1 ,R)—- GL(m,R) jest dowolnym rozwigzaniem réwnania
<F(YX) = 0%(Y) O0*(X)-, (3.2)

spetniajacym warunek

f<*n-1> = Em" (373)

Tak wiec ,z podanego w punkcie 2 lematu wynika

Twierdzenie 1

Kazde rozwigzanie 0 : DS(n,R)- GL(m,R) réwnania (4), speiniajace wa-
runek (5), wyraza sie wzorem (3.1), gdzie 0 : GL(*n-l,R) ~GL(m,R) Jest dp-
wolne funkcje, ktora spednia réwnanie multiplikatywne (3.2) i warunek
(3.3), przy czym macierze X oraz A zwiezane se zaleznoscie

3-4)
[0 °] = Qkg”
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Dak juz zaznaczylismy we wstepie roéwnanie (3.2) zostato w og6élnym przy-
padku rozwiezane przez A. Zajtza. Zatem w oparciu o twierdzenie 1 potra-
fimy wyznaczy¢é w geometrii dps wszystkie obiekty liniowe jednorodne o pra-
wie transformacji (3). Z uwagi na to, ze w przypadku og6lnym postaé¢ roz-
wiezan rownania (3.2) jest skomplikowana, nie bedziemy podawac ksztattu
wszystkich obiektéw liniowych. Dla przyktadu wyznaczymy tylko obiekty li-
niowe o jednej sktadowej. Skorzystamy przy tym z nastepujecego twierdze-
nia udowodnionego przez M. Kucharzewskiego i A. Zajtza w pracy [5]-

Twierdzenie 2

Kazde rozwiezanie <p*:GL(n ,R)—*-GL(m ,R) réwnania (3.2), dla m<n, 9pet-
niajece warunek O0*(En) = Em, zalezy tylko od wyznacznika A = Det X, tzn.
wyraza sie wzorem 0*(x) =//(d), gdzie /U :R-{o} - *-GI_(m,R) jest dowolne
funkcje macierzowe stopnia m zmiennej rzeczywistej, ktora spednia roéwna-
nie multiplikatywne 1i($) i warunek 1) = Em.

Zauwazmy, ze ze zwiezku (3.4) wynika DET X = Det A. Sted oraz z twier-
dzen 1 i 2 otrzymujemy natychmiast

Twierdzenie 3
W n-wym. geometrii dps (dla n 3) kazdy liniowy jednorodny obiekt o
jednej sktadowej i prawie transformacji (3) jest gestosScie uogdlnione.
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JIHHEI iHHE OHHOPOHHHE OKLEKTU BUBO/IHE
nCEBUOCJiyHAHHOa TEOMETPHM

Pe3wme

B sioit pa6oTe no”aHO o0SatiS MeTOFl onpefleJieHHH jiHHeftHbix OAHopoflHux oRteK-

tob 0 n—KOMnoHeHTax B”BoaHe nceBflocjiytiaidHoa reoMeipm. Ana toto Qio6H npo-

A HJIIJIHICTpHpOBaTb 3TOT MeTOFl BbTOICJieHO BCe MHedHbie OFIHOpO~HUe 00BeKTH C OFIHOa
KOMnOHeHTHOft.
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HOMOGENEOUS LINEAR OBOECTS 01 DOUBLY
PSEUDOSTOCHASTIC GEOMETRY

Summary

In this paper there is given the general method of determining of the
linear objects with n components is doubly pseudostochastic geometry. To
illustrate this method there are determined all homogeneous linearobjects
with one component.



