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St reszczenie. Celem tej pracy Jest kategoryjne ujęcie teorii o- 
biektów abstrakcyjnych przedstawionej w [1 ], [2 ].

1. PODSTAWOWE DEFINICJE

O b i e k t e m  a b s t r a k c y j n y m  nazywamy trójkę (X,G,f), 
gdzie X jest zbiorem, G - grupę, f - działaniem grupy na zbiorze, tzn. 
funkcj ę

f : X x G — X (l.i)

o własnościach:

fiffx.g^, g2 ) =f(x,g2.g1 ) (1 .2 )

f(x,e) = x, (i.3 )

e - element neutralny G.

Zbiór X nazywamy w ł ó k n e m  o b i e k t u  a b s t r a k c y j n e -  
g o (X,G,f). Gdy działanie f jest e f e k t y w n e ,  tzn. spełnia wa
runek

( / \  f(x,g) = x) — g = e (1.4)
x e X

to wtedy obiekt abstrakcyjny nazywamy g e o m e t r i ę  K l e i n a .

W ł ó k n e m  t r a n z y t y w n y m  (orbitę) obiektu abstrakcyj
nego (x,G,f) wyznaczonym przez punkt x c X  nazywamy zbiór W f postaci:

xo

Wx = { f (xo'g)l ge G )’ (1.5)

G r u p ę  s t a c j o n a r n ę  w punkcie xQ nazywamy grupę Gx

postaci: °-
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G « { g e G  f(x , g) ■ x | • (1.6)
o

Działanie f nazywany w o l n y m ,  jeżeli w każdym punkcie zbioru X 
grupa etacjonarna jest trywialna.

K a t e g o r i a  'ć ekłada się z:

a) pewnej klasy o b i e k t ó w ,  w

b) zbioru Hom¿ (A,B) m o r f i z m ó w  o dziedzinie A i przeciwdziedzi
nie B, jeżeli f S Hora^A.B), to piszemy f i A —  B,

c) funkcji przyporządkowującej każdej uporządkowanej trójce obiektów A, 
B,C 1 parze morfizmów

f : A ——  B i g : B  — C i c h  z ł o ż e n i e  g~» f : A  —  C.

Ponadto powinny być spełnione aksjomaty! '
V

Łączność złożenia. Deżell f i A — B, g i B-— C, h i C-'-D są morf izmami, 
to h o (g o f) m (h o g ) o f  ¡ A — D.

Istnienie morfizmu tożeamoóclpwego. Dla dowolnego obiektu A istnieje mor- 
fizm iA ¡ A — A taki, że dla dowolnych morfizmów F t A — B 1 g i C— A mamy

f » l a  " f 1 łA ° 9 “ 8

P o d k a t e g o r i e  kategorii £  Jest kategorią o własnościach!

a) obiekty ~C są obiektami 1? ,
b) dla dowolnych obiektów A', b' kategorii C'Hom^ÍA'.BO c Hpmf (A,B),
c) Jeżeli f' i a' —  b' i g' i B-*C' są morfizmami w C' , to ich złożenia 

g' o f' i A'— C' Jest złożeniem w ~C ,
d) morf izm tożsamościowy w £■* jest również morf izmem tożeamośolowym w C  .

W przypadku, gdy dla dowolnych A', B'Hobî Ca', b') « Homt,(A',B') mówimy, że pod- 
kategoria C' Jest p o d k a t s g o r i ą  z u p e ł n ą  kategorii Ć  .

Morf izm f ! A — *■ B nazywamy m o n o m o r f i z m e m  ( e p i m o r -
f i z o a o), jeżeli dla dowolnych morfizmów g ¡ X— A, h i X — A g'¡ B —  Y 

h' i B — Y zachodzi implikacja f ) g ■ f 1 h —  g « h (g'o f » h'o g — g'« h') 
Morfizm f i B —  A nazywamy o d w r o t n y m  do morfizmu f : A —  B, 
Jeżeli f o f 5 i f o f = lA i oznaczamy f-1. Morfizm f i A — B nazy

wamy i z o m o r f i z m e m  jeżeli istnieje morfizm odwrotny do niego. 
Obiekt A nazywamy o b i e k t e m  p o c z ą t k o w y m  ( k o l c o 

w y m )  kategorii C jeżeli dla każdego obiektu X zbiór Homc(A,X) 
(Hoa,.(x,A)) Jest Jednoąlementowy.

Niech T i -0 będą dwiema kategoriami.
F u n k  t o r e m  k o w a r i a n t n y m  z f  d o i  nazywamy funkcję, 
która morfizmom kategorii t przyporządkowuje morfizmy kategorii =0:F! t -*■3> 
spełniają warunki

) F(lA ) m lp(A ) dla A e Ć,
b) jeżeli f ¡ A — B jest morfizmem w C to F(f) ¡ f (a ) —  F(B), 
o) Jeżeli f : A — B i g : B— C sę morfizmami, to F(go f) = F(g)° F(f).
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2. KATEGORIA OBIEKTÓW A8STRAKCY3NYCH

Rozważmy dwa obiekty abstrakcyjne G t# f ^ i  ■ i.2. Para
gdzie itj Jest odwzorowaniem Xg a (9̂ , homomorfizmem z Gj do G2 na
zywa się o d w z o r o w a n i e »  e k w l w a r l a n t n y m  obiek

tu abstrakcyjnego (Xj Gj fj) w (Xg G2 f2 ), jeżeli

qC g 1 9>

lub inaczej: dla każdego g e  Gj diagram

(2.1)

(2.2)

jest przemienny.

Twierdzenie 2.1

Klasa obiektów abstrakcyjnych z odwzorowaniami ekwlwarlantnymi jako 

morfizmami tworzy kategorię. ,

Pośród
Określamy złożenie morfizmów i

(**+ł . ^ + 1 ) . (Xi . f,)—  (Xi+1. G 1+1. fi+1) i - 1.2
(2.3)

(<*2 , * 1 ) • 'Ą') “  (a! o0i! ^2

Łęozność tak zdefiniowanego złożenia wynika natychmiast z łęcznoścl zło

żenia dla funkcji i dla homomorfizmu grup. Morf izmem tożsamościowym dla

(x, G, f)^Jak łatwo widać, jest para (ldx< lg).
Niech ¿i oznaczać będżie otrzymanę w ten sposób kategorię. Przez ozna

czymy kategorię, której obiektami sę geometrie Kleina a morfizmami odwzo
rowania ekwiwariantne. Również wszystkie obiekty abstrakcyjne o działaniu 
wolnym tworzę kategorię i oznaczmy Ję przez W . Podobnie wszystkie obiek
ty abstrakcyjne o ustalonym zbiorze X lub ustalonej grupie G tworzę kate

gorie. Oznaczmy je odpowiednio S%x 1 -S^g. Wszystkie wyżej wymienione ka

tegorie sę podketegoriaml zupełnymi kategorii . Wynika to łatwo z okreś

lenia tych kategorii i z definicji podkategorll.
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3. OBIEKTY POCZĄTKOWE I KOŃCOWE

W kategorii.?? obiektem końcowym będzie każdy obiekt abstrakcyjny o włók- 
nie jednoelementowym i grupie trywialnej.Albowiem dla obiektu abstrakcyjnego 
({xQ} {e}, 7) i dowolnego obiektu (x,G,f) Horn̂ . ((X,G, f ), ( { , { e},7)) skła

da się tylko z pary gdzie oC : X — - * 0 « 0: G — •- {e} sę odwzorowania
mi stałymi. Innych morfizmów już nie ma. Podobnie będzie w J'i W .  Nato
miast w32fx i.f{G nie zawsze istnieję obiekty końcowe. Tylko gdy X jest 
zbiorem jednoelementowym lub G jest grupę trywialnę można mówić o obiek
tach końcowych w tych kategoriach.

O b i e k t e m  p o c z ę t k o w y m  w ffl będzie obiekt postaci 
(.4, je}, 7), gdzie 0 jest zbiorem pustym a f przekształceniem pustym([3], 
s. 18). Żędany w definicji obiektu poczętkowego morf izm ma postać (<p Jf) :
: (0,{e}, 7) — (X,G,f), gdzie 0 - jest przekształceniem pustym, y):{e}— G. 
Ten sam obiekt abstrakcyjny będzie obiektem, poczętkowym w kategoriach 5',

v m x.mg.

4 .  m o n o m o r f iz m y . e p i m o r f i z m y  i  iz o m o r f iz m y

Twierdzenie 4.1

Morfizm (ct̂  ,0^ ) e Hom^.( (Xj ,G1 , f 1 ) , (X2 ,G2 >f2 )) Jest monomorf izmem wte

dy i tylko wtedy, gdy oi  ̂ : Xj— - jest iniekcję a 0^ : ^ł - *"®2 J8st mo~ 
nomorfizmem grup.

Dowód

Załóżmy, że 4^ jest iniekcję a 0^ monomorf izmem. Niech (/3,Y), (7 , 6)
będę dowolnymi morfizmami (X,G,f)— •-(Xj .Gj , f^ ).■ Rozważmy

U*. <p\) o (/3, V) « (<x\<p\y> • (j\^) (4.1)

Równość (4.1) jest równoważna równości 0? o V )  = (oif o V, jP^iś) co
2 2 2 p ^ 1 1

oznacza , że o fi = oĈ  o y a (p ̂ o ip a ip̂  o 6  . Tak więc /3 = ̂ "'’V/= 6, czyli 
ifi.y) =

Z równości (4.1) wynika, że (/S.Ip) “ (/,£) co dowodzi, że ) jest mo-
nomorfizmem. Załóżmy teraz, że zachodzi implikacja

» ( A V )  = 0 (?.6) —  (/}.y) = (7 ,6) (4.2)

To oznacza, że

s /3 = d 2̂ o 7  a o y  =</? * 6 ¡i = y  * V  = 6
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A więc

a.zx° fi = d.2̂* y fi ** y  i G  = 6 y  * 6

2 2 co oznacza, że Jest iniekcję a <f* - monomorfizmem grup.

Twierdzenie 4.2

2 2
Morf izm (afj, ^ > 6  (X2 ,G2 <f2 )) J 681 epimorfizmem wtedy

i tylko wtedy, g d y p ^  : kj Xg Jeet suriekcję a : Gj— »■ G2 epimorfiz- 
mem grup.

Dowód przebiega analogicznie do dowodu twierdzenia (4.1).

Twierdzenie 4.3

2 2
Morf izm (iXj , <p ̂ ) e Hom^C (Xj .Gj , f ̂ Je8t izomorfizmem wtedy

i tylko wtedy, gdy oC^ : X-1 — Xg Jest bijekcję a <p2 - Gj*-—  G2 izomorfiz
mem grup.

Dowód

Aby (oi2> był izomorfizmem, musi istnieć morfizm odwrotny 
: (X2 ,G2 ,f2 ) —  (X1 ,G1 ,f1 ).

To oznacza, że

te*.**) • ( Ą Ą i  = idX2, iGz 

o Ą . Ą )  • ( Ą Ą )  - idX i . iGi

A  “ * 2 " idX2 ' »2 ° ^  “ iGl ' G.

2 ■ , p
A w i ę c e j  musi byc bijekcję, <PŁ - izomorfizmem grup. 2 drugiej strony.
Jeżeli cĈ  jest bijekcję, <P̂  - izomorfizmem grup, to morfizm

Jest morf izmem odwrotnym do (<*̂ , a więc (a^, <^) Jest izomorfizmem.

5. PEWNE WŁASNOŚCI MORFIZMOW 

Twierdzenie 5.1

Jeżeli (Ą, tp*)<£ Hom*( (X1 . G± , fJ ), (X2 , Gg, f2 )) wtedy A ̂ [ A l c

f Ą  X°SXl °
C W  2 . Jeżeli lĄ Jest epimorf izmem, wtedy / \  ^ f 11 _ w f2

W  xo€ X l 1 L xoJ <x2(Xq)
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Powód
Niech y e W x1. Wtedy istnieje G± takie, że = y i ¿^(y) “

4 l[flix0 ,il )] V’l (9l )]* Tak wlęo flCi(y)evv 0ZYlł
^l'xo

c w'5 . (5.1)

f

Niech teraz będzie epimorfizmem a z e W  , . Wtedy z * f_f<X,,(x ),
1 «l(x0 ) ¿ i - i o  ~

dla pewnego g2 e Ggj g2 - dla pewnego gte Gj. Many więc z“f2[lti^xo^

#■!>]-*?[Vv»i>]. - 4  Ki
A zatem

, c - ; k #iJ .  (5-z)0fj(xo ) ł L *oJ

Zwięzki (5.1) i (5.2) daję nam dowód drugiej części twierdzenia. 

Twierdzenie 5.2 ^

Oeżeli U\, V2 )cHomji((x1 ,G1 ,f1 ), (X2 ,G2 >f2 )). wtedy - A  (p2 L  1 Jest
.  xo® 1 xo
t2

podgrupę stacjonarną grupy stacjonarnej G , .
* t U o )

Dowód

9»? [GXŁ] Jest Pod9ruPa Gg.Jako obraz grupy poprzez] homomorfizm <P̂ . Nlachl

? ^
92e V7i[Gx^]‘ Istnieje Si® 6«1, iB “ 92* Otrzymujemy naatępujęcę

równość: f2 [<*2(x0 >- 92] = ^ K ^ o 5* ^ l ^ l 5] “ * 1  [fl (xo'9l >] “ * l<xo}/ktÓ"

ra dowodzi,- że

_r f.l f-
(5.3)

i

a więc <£?|g 11 Jest podgrupę stacjonarnę grupy stacjonarnej G \
1 L x oJ

/
Twierdzenie 5.3

Deżeli (*f, <pf)e Hom^i (Xj .Gj, f ± ), (xg ,G2 , f2 ) ),<* \ - iniekcja. <Ą - izo-

f, f2
morfizm, wtedy grupy G I G ,  sę izomorficzne ^ l a  dowolnego

v *° ¿fi*«*
xo 6 X 1 ‘ 1 0 ’
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Dowód '
. 2 r fii f 2 f2

Wystarczy wykazać, że <p G I « G ‘ . Niech x e x. g e G %
L xo-l (Xi<x0 ) 0 1 2  Ą U 0 )

1 oC1 (xQ ) - i2 [cii (xo )' g2] “ Ä1 [ M V ' 9^ ] *  Z

2 f1
inisktywnośoi otrzymujemy i1(x<5>S1 ) ” x0 8 wi?° Bj e » ■ Tak wi?°

f 2 2 T fll °0 „ c <P, ¡6 I. Stąd i z (5.3) otrzymujemy tezę twierdzenia 5.3*
« V V  0 )

6. PRZYKŁAD FUNKTORA KCWARIANTNEGO

Niech (X,G,f) będzie dowolnym obiektem stf.. H niech będzie podgrupę nie-

zmienniczę G, tzn. H = Igc G I ' /\ f(x,g) « xl. Zdefiniujemy ? :X * G/H *— X ,
1 Ix e  x J

naatępujęcos ?(x,£g] = f(x,g). Otrzymaliśmy nowy obiekt abstrakcyjny (X,

G/H, ?). Oast to geometria Kleina, ponieważ /\ T(x, [g] ) = x ~  /\ f(x, g) =
xeX xex

■ x — » g € H - [g] jeet elementem neutralnym w G/H.
Definiujemy funkcje F i śĄ. 1—- $

F{X,G,f) = (X G/H, ?)

F(tCZ , <PZ ) -

gdzie P j J e H o i ^  ((Xj .Gj ,^), (x2 ,G2 ,f2 )), [^f][g] - [<pf<g>].

F(idx , 1 G ) . (idx [1 G]) - (idx , 1 G/H)>

Niech (c£Z , Hom^ [(X2 ,G2 ,f2 ) , (Xj.Gj.fg)]

f[u|,v»|) O - F(ai2 = ( ¿ 3 ^ 2  ,p2J)=

» (*2ocii' [ipljo [#[]) . (*|,[??2 ]) ° » FCot|. • F(«Z , yiz ).

Tak więc funkcja F jeat funktorem kowariantnym. Funktor ten • nazwiemy 
funktorem tworzenia geometrii Kleina.
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OCKOBHrffi CBOflCTBA K A TETO Ptó ABCTPAKE/OHHilX OBbEKTOB 

P e 3 a m e

/
Uejibio 3TO0 pa6oxu HBjiaeioa oxbst K aieropna Teopim a6cTpaKimoHHbix odbeK- 

to b , npeflCTaBJieHHUx b [ l ] ,  [ 2 ] ,

BASIC PROPERTIES OF THE CATEGORY OF ABSTRACT OBJECTS 

S u m m a r y

The purpose of this work is the categoric formulation of the theory of 
abstract objects presentend in [l], [2].


