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REGULARNE ROZWIAZANIA ROWNANIA SCHRODERA

Streszczenie. W pracy podano dowéd istnienia i jednoznacznosci

rozwiagzania klasy C~ réwnania Schrodera. Ponadto oszacowano z gory
odlegtos¢ tego rozwigzania od jego zerowego przyblizenia.

1. WPROWADZENIE

Wed#ug Ph. Hartmana [i] zagadnienie linearyzacji autonomicznego ukdadu
réwnan roézniczkowych zwyczajnych przedstawia sie nastepujaco. Dane se dwa
uktady n réwnan roézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego:

= A x + f(X). (¢D)

gdzie
xeRn, y6Rn,

f(x) « o QIxID przy x--0.

Linearyzacja polega na tym, ze istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzo-
rowanie topologiczne otoczenia punktu x = O na otoczenie punktu y « O,
przy ktérym rozwiezania jednego uktadu przechodze w rozwiazania drugiego
uktadu. Rozwazania Hartmana oparte se na pracach S. Sternbarga [2] i [3],
rozpatrujgcych homeomorfizmy przestrzeni euklidesowych. Zagadnienie [li-
nearyzacji w takim ujeciu byto réwniez rozpatrywane przez O.M. Grobmana w

W
Desli warunki poczatkowe uktadow (i) 1 (2) sa odpowiednio

x(0) o 1a)

1
bed
.

yQ ., (2a)

y(0)
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to rozwigzaniem ukdadu (i, la) Jest x(t) =x(t; x0),a uktadu (2. 2a)y(t)=

= y(t; yQ). Przy ustalonymt, x(t) Jest obrazemodwzorowania T* jxQ- *-x(t),
a y(t) - odwzorowania Lt :yQ—*-y(t). Przyzmiennym t odwzorowania T i

Lf tworza dwie rodziny odwzorowan. Zagadnienie llnearyzacji sprowadza sig
do znalezienia wzajemnie jednoznacznego odwzorowania R, odwzorowujacego

otoczenie punktu x=0 na otoczenie punktu y=0 tak, aby R T* R_1 a L*. Po-

dany w [I] dowéd istnienia odwzorowania R sktada sie z dwéch czesci.Naj-
pierw wykazano istnienie odwzorowania RQ takiego, ze

" *
R, T1 RYL * L1 )

a nastepnie pokazano, ze

j - \
R = L-8 Rg T8 ds
o
Jest szukanym odwzorowaniem.
Poniewaz rozwigzaniem ukdadu (2,2a) jest
y(t) - eAt yQ,
wiec
LI(y0) =~yO.
gdzie F'= eA
1 wtedy (3) daje sie przeksztatci¢ do postaci
R, T1 = /"R . “

Réwnanie (4) jest uogélnionym réwnaniem.Schrodera [5], [6], Dalej przyje-
to, ze uogélniane roéwnanie Schrodera ma posta¢ [61:

gLf(x)1=S»g(x), ®

gdzie g(x) oznacza szukang funkcje, a funkcja f(x) oraz stata macierz rze-
czywista S sa dane.

W [6] M. Kuczma wykazat ietnienie rozwigzania klasy Cr (r >1) réwna-
nia (5). W niniejszym artykule podany jest dowdéd tego twierdzenia dla
przypadku r = 1. Dzieki przyjeciu tego zatozenia, dowéd twierdzenia,
aczkolwiek prowadzony metodg podobng jak w [6], jest prostszy i Hdatwy w
interpretacji. Ponadto oszacowano z gory odleg4o$¢ rozwigzania réwnania(5)
od zerowego przyblizenia tego rozwigzania.



Regularne rozwigzania réwnania SchrBdera 253

1.1. Przyjete oznaczenia
Uzyto nastepujacych oznaczen
X a ™M1* x21 ***> }ER ,
f. 9. h - funkcje Rn—*-Rn,
OO = (M(X), 20, ---. ef ()"

Ré6zniczkowania funkcji wzgledem 1-teJ sktadowej wektora x oznaczono przez

r , *<x> A2 (X) ®*,<x)Y
AN F(x) * tekT" v o "sv; - =BXj— .o... - 377-;

Macierz Oacobiego funkcji f(x) w punkcie Xx oznaczona Jest przez O0f(x):
?2f(x) m gf|x) - [~fCx) ... Snf(X)]-

Ola xe Rn symbol Jx | oznacza norme euklideeowe :

"X1 = Qn%l xif*

Dla maelarzy kwadratowej n X n o wyrazach rzeczywistych norma zostata zde
finiowana Jako norma odwzorowania liniowego Rn—»-Rn:

IA T - eup PAX I
wn -1

Identycznie zdefiniowano norme dla macierzy Dacoblego w punkcie x. Ma-
cierz Jednostkowe oznaczono przez |I.
Uktad wektoréw kolumnowych n-wymlarowych |vij (i « I,...,n) apetniajecych

réwnanie

SV «VS (6)
gdzie
vV " [Vl «” wvn] (@)

nazywa sie uktadem wektoréw dopuszczalnych. tatwo sprawdzic¢,ze jesli g(x)
Jest rozwiazaniem réwnania (5), to wektory

vl » 9i g(x) i=1....,n (6))
X«0

tworze uktad wektoréw dopuszczalnych
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2. ROZWIAZANIE ROWNANIA SCHRODERA

Niech funkcja f(x), okreslona i klasy Cl.w otoczeniu zera, speknia wa-
runek

f(0) = O. ©
Wartosci wiasne macierzy
S = 2f(x)| (10)
[ x«0,
oznaczone Jako *1,...,n) spedniajg warunek
0< @i < e=e< |l < ¥* [¢h))
Ponadto niech
i,FCQ - *.£(0) + o(JIxIli) a2
1 1 x-— 0, 0< S< 1, i-1 n.
Oesli zachodzi
<1 13

161]

to dla kazdego uktadu wektoroéow dopuszczalnych, réwnanie (5) ma jednoznacz-
ne rozwigzanie okreslone i klasy Cl1 w otoczeniu zera, spedniajace (8) i

07rg(x) - 97(0) + 0(11x11¥), x-0, 0< S < 1. (14)
i-1,...,n.

Dowod

Bez zmniejszania og6lnosci mozna przyjac, ze

ls]|1+<r]ls_; 1 <1. (15)

Uzasadnienie tego stwierdzenia jest nastepujace. Oe$li (15) nie zachodzi,
to zamiast roéwnania (5) nalezy rozpatrywa¢ roéwnanie

g*[F*(x)J « S*og*(x), (16)

gdzie
S* =T-1 ST,
OO - T fle(x)],
g*(x) = T"1. g[TCO].-
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Na pod8tawle Lematu (Oodat * 1 warunku (13) Istnieje macierz T taka,

ze
[s*¥»1* V - 1] <i.
Poniewaz ||S|| . |s-1] >1., wiec z (15) wynika, ze

sl < 1.

Niech ci bedzie takie, ze S|/ < a < I oraz

< 1i. an

Wtedy dla dostatecznie matych |Ix]|] jest
LF OOl af x| (18)
M) D« et (19)

Niech 7 > Obedzie takie, ze f(x) jest okreslona i klasy C1 w 47~ e
« {x IXxQ< 73 a relacje (18)1 (19) zachodze w dy. Dlaustalonego u-
ktadu wektoréw dopuszczalnych {vjJ zdefiniowana jest przestrzen D wszyst-
kich funkcji okreslonych i klasy Cl w Ay , znikajacych w zerze i spet-
niajacych warunki (8) i (14). W D wprowadzona Jest metryka

¢>(@.h) » sup  {IMIPAIOg(x) - 3hC)III (20)
o<|IX| 4 Tf }
Przestrzen (D,”>) jest przestrzeniag zupedna. Istotnie, niech ciagg {fin}

bedzie podstawowym w (D, g). Zachodzi wiec

/\ Vv /\ f(g g )< |
£> 0 fisR n,n>fi m n z

Korzystajac z twierdzenia o wartosci S$redniej zastosowanego dla funkojl
9,,<x) - 9,,(xX):

[9m(xX)-9n(x) 1 < < ‘iyyr C1%1 ?2"*on(y) *

N X<y sup {llylI"™1Ing (y) - 39 (Y)]II<| ™ 1+ir.
0< IyIK M m 1

Przyjmujac mi/<1l mamy

K (x) - 9n(x)||] <8.
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AN AA g oM<t

f>0 /sen i

a to oznacza, ze cieg jgn(x)j spednia jednostajnie warunek Cauchy"ego. ,
Dla ciegu pochodnych zachodzi (przy m,n>/3)i *

O<WPI /8" (X) " ®9"CG)I * (97" 9n> < 2°

A wiec cieg funkcji i cieg pochodnych spednlaje w dyJednoetajnie warunek
Cauchy"ego. Wynika sted jednostajna zbieznos¢ ciegu funkcji i ciegu po-
chodnych odpowiednio do gQ(x) i 3g0(x). Poniewaz dla kazdego xe Ay- {o},
przy odpowiednio duzych m i n zachodzi

- F» > ] < »

wiec przechodzec do granicy przy i -*o0 jest

XAeM_{b]lXI-/IIaQQO() - 9900l <§

/
A zatem dla dostatecznie duzego n zachodzi

e(an. g0) <£
Poniewaz kazdy wyraz ciegu |Jgn| spetnia (8), wiec i granica gQ takze spet-
nia ten warunek.
Na podstawie (14) istnieje taka atata Mn, ze
Hoi8n(x) "™ 9i8n(0)N ixI_"< Mn dla x o*

Poniewaz

19i9n(x) ™ 918o(x)M Ikir<r< < ’(8n< So5*

wiec dla odpowiednio duzego n prawdziwe Jest oszacowanie

 2igo(x) - »~,,(0)! [IXILEr < £ + Mn dla x- 0,

a to oznacza, ze )
9180"x ™ " W 0) + o(llxw* dla x- 0.

W ten spos6b zostata wykazana zupednos¢ przestrzeni (@O, €).
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W przestrzeni (D, ¢) zostaje wprowadzona transformacja

Z(g)(x) mS'1 9« f(x). (212)
Obrazy funkcji g, h po dokonaniu odwzorowania (21) oznaczone sg odpowied-

nio przez g i ii. Poniewaz g(0) = 0, wiec i g(0) = O. W otoczeniu zera
g(x) £ C1 Jako ztozenie funkcji klasy Cl. Oznaczajac analogicznie do (8)

vi = B+g(0).

mozna pokazac , ze

gdzie

V = [vl ... vn].

W odpowiednio matym otoczeniu zera prawdziwe jest oszacowanie

ndx g(x) - 0(0)|| «s lls-1|| Dlag(y ) yiif(x)"29(y)[Is~IN0i f(x)|I +
+nog(y) m K Hx) - 0 f(0)|[].
ly-0

Poniewaz zachodzi (12), a ponadto funkcje nalezace do D spe#niajg (14),
wiec istnieja takie state A i1 /2, ze dla odpowiednio matych [l zachodzi

3 F() - M FOIIE A fix i - 1
[10g(x) - 0g(o)|| < /22 [Ix] .

(18) i (19) daja

I8i 5 - 91 g(O) < [ls.1 N{/32 <1+S + /*J]i%) il
y

a to oznacza, ze
g(x) = 01 g(0) + o(Cl1lx) 1-1,...,n, x - 0.

Powyzsze rozwazania wykazuja, ze transformacja 2 Jest odwzorowaniem D- O.

Z oszacowania
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¢Kg, M) = sup  {IXII-" 3g(x) - Ofi(x)}
0<|x]«¢ J
< WIs~10 sup IM ¢ NEM\\-S\3fU)\\ ||9g[f(x;]-

o< Ix] 1«7 11

Oh[FO)TIF ~ Ns"1mal+s .p(g- h).

Tak wiec

¢?(g, Fi) < 0 . e(g, h), (22)

przy czym

o
I

lis-11 (23)

Na podstawie (17) Z jest operacje zwezajaca. Istnieje wiec punkt staty g
operacji Z, bedecy rozwiazaniem réwnania (5) i spedniajacy warunki (8) i
(14). Rozwigzanie roéwnania (5) mozna efektywnie uzyska¢, stosujac metode

kolejnych przyblizen:

gn(x) = S-n gQ « fn(x), n«l , 2 . (24)
gdzie gQ Jest zerowym przyblizeniem rozwigzania, spedniajgcym warunki (8)
i (14), a fn oznacza n-ta iteracje funkcji f. Z (24) wynika, Ze rozwigza-
nie, ktdrego istnienie zostato wykazane w otoczeniu A™ , moze byé rozsze-

rzone do obszaru przyciggania zera ([5]), to znaczy do zbioru

| xeRn : Lim fn(xX) = o]

Ola ustalonego uktadu wektoréw dopuszczalnych {yjJ (czyli dla zadanej
macierzy v) rozwigzanie jest Jednoznaczne, W najprostszym przypadku, gdy
V » I, rozwigzanie Jest dane przez

g(x) = ;ETO%—n fn (x)-

3. OSZACOWANIEODLEGLOSCI ROZWIAZANIA OD 3EGO ZEROWEGO PRZYBLIZENIA

Dla dowolnego zadanego uktadu wektoréw dopuszczalnych V, zerowe przy-
blizenie rozwigzania jest

g () =V x. (25)
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Przez K(go,r). oznaczono kule w przestrzeni (D, p) o $rodku w gQ i pro-
mieniu r. CJeSli opr6cz warunku (22) bedzie spedniony warunek

i>(@0. Z 90>< (@ -9)r. (26)

to rozwiezanie g(x) roéwniez bedzie nalezato do kuli K(go< r) [7], Nalezy
wiec z gbéhy oszacowaé¢ p(gQ, Z gQ)

4>(@0. Z gQ) = e(v x, S_i V f(x)) » sup us"1 Vv of(x) -
O<I[x <y
P /
- V) < is"1 Vlsup MX||IOF(x) - S|l
o<ilx]|«-y 1

Poniewaz zachodzi (12), wiec istnieje state /A (i»l,...,n) takie, Ze w
otoczeniu zerakolumny macierzy O0f(x) sped#nleje warunek

Ddt f(x) - 9i FO)II< Fe\xf i«l,...,n.

A zatem

e(gn. z g,) < ls-1v|( > ) 27

Ostatnia nier6wno$¢ wynika z tego, ze dla danej macierzy norma induko-
wana przez norme euklideeowe wektora jeet nie wieksza od normy Erharda-
Schmidta.

Oes$ll zachodzi

r> — ———ri-Ta— --- (28)
to spedniona Jest nier6wnos¢ (26).
Poniewaz rozwiezanie g nalezy do kuli K(go, r), wiec
0 < IX |i!X]]_I™ 9(X) " 09° (X)W < r*

Zatem dla xe Ay

\
10g(x) - 0go Il < rlixI*-
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Oesli przyjec

i
\2
VIl
1-1
1.0
to
n-1
fCg, 90x o 29

Nieréwnos¢ (29) pozwale oszacowa¢ z gory odlegtos¢ rozwlezania réwnania
(5) od zerowego przyblizenia rozwlezania. Z (25) wynika, ze

CRO) - 39(0)

109G - 09I < rlI? G0

gdzie r Jest okresSlone przez (28).
Nierownos¢ (30) Jest oszacowaniem normy macierzy Oacoblego rozwlezania roéw-
nania (5) w otoczeniu zera.

Dodatek

Lemat
Ola macierzy kwadratowej S i dla dowolnej liczby rzeczywistej £>0
istnieje nieosobliwa macierz T oraz liczba rzeczywista y> 0 takie, ze

IK'L s TH<| il + £ 0
M1 s"1L TH< 1A1"1 +7 (i)

oraz 7 —0 gdy £ - O.

1 £ Be Jak w (ID).
Nierowno$¢ (1) by#a udowodniona przez 0. Kordylewskiego [8], A.-M. Ostrow-
ski [9] udowodni4 Je dla norm || [, 1 I* < Tutaj bedzie podana tylko u-
zupednienie do dowodu z [8]. Uzyte oznaczenia ee Jak w [8](zamlast macie-
rzy A, A* , Z se odpowiednio S, S*, T),
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przy czym
n

Sl It (a2 e b2)? - )
[ i t,ke,g) yw il Iy

A zatem dla doetatecznie matego 6

Is*y 8> 11 1 -.¢e) llylF

Nieréwnos¢ ta implikuje

oOesllI

7 il (Iffil -

to

¢ -

2 2
li|-£ | 7

a to zapewnia, ze

Is*-10- 1It"L S THN TZFT * 7
1*1

przy tymy - 0 gdy £ - 0.

LITERATURA

[1j Hartman Ph.: Ordinary differential equations, Oohn Wiley, New York -
London - Sydney, 1964 (t#umaczenie roeyjekie: "Mir", Moekwa 1970).

£2] Sterberg S.: Local contractions and a theorem of Poincare, Aaerlcan
Oournal of Mathematics, vol. 79, s. 809-824, October 1957.

[3] Sternberg S.: On the structure of local homeomorphisms of Euclidean n-
space, American Oournal of Mathematics, vol. 80, s. 623-632,Duly 1958.

£43 Grobman D.M,: Topologiczieskaja klaesiflkecja okrlestnostlej o0soboj
toczki w n-miernom prostranstwie, Matiematlczieskij Sbornik, 56(98),
8. 77-94, 1962.

£53 Kuczma M. : Functional equations in a single variable. PWN, Warezewa
1968.

£63 Kuczma M. : Note on linearization, Annalee Polonici Mathematlci, vol.
29(1974), s, 75-81,

£?3 Liusternik L.A. , Sobolew W.l1.: Elementy funkcjonalnogo analiza, "Nau-
ka", Moskwa 1965.



262 A. Czechowski

[8] Kordylewski 0.: On continuous solutions of systems of functional equa-
tions, Annales Polonici Mathematici, 25(1971), s. 53-83.

[9] Ostrowski A.M.: Solution of equations in Euclidean and Banach spaces,
Academic Press, New York - London 1973.

IIPABKJIBHHE PEHEHHH yPABHEHHH IHPOMEPA

P e 3 » me

< 1
B eToa ciarbe flOKa3aHO cyneciBOBaHiie h eflsracTBeHHOcCTB pemeiraa Kliacca C

ypaBHenaa Dlpoflepa. Kpoiie Toro oqeHHBaeTcs cBepxy paccToaHHe stoto pemeHHH
ot ero HyjieBoro npHOliiDiceHHTl,

REGULAR SOLUTIONS OF THE SCHRODER EQUATION
Summary
In the paper the existence and uniqueness of the Cl1 glass solution of

the Schroder equation is proved. The estimation of the distance between
that solution and its null approximation is given in advance.



