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REGULARNE ROZWIĄZANIA RÓWNANIA SCHRÓDERA

Streszczenie. W pracy podano dowód istnienia i jednoznaczności
rozwiązania klasy C^ równania Schrodera. Ponadto oszacowano z góry 
odległość tego rozwiązania od jego zerowego przybliżenia.

1. WPROWADZENIE

Według Ph. Hartmana [i] zagadnienie linearyzacji autonomicznego układu 
równań różniczkowych zwyczajnych przedstawia się następująco. Dane sę dwa 
układy n równań różniczkowych zwyczajnych rzędu pierwszego:

f(x) « o (|| x ||) przy x — — O.

Linearyzacja polega na tym, że istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzo
rowanie topologiczne otoczenia punktu x = O na otoczenie punktu y « O, 
przy którym rozwięzania jednego układu przechodzę w rozwiązania drugiego 
układu. Rozważania Hartmana oparte sę na pracach S. Sternbarga [2] i [3] , 
rozpatrujących homeomorfizmy przestrzeni euklidesowych. Zagadnienie li
nearyzacji w takim ujęciu było również rozpatrywane przez O.M. Grobmana w

= A x + f(x). (1)

( 2 )

gdzie
x e Rn , y 6 Rn ,

W .
Deśli warunki początkowe układów (i) 1 (2) są odpowiednio

x(0) = xo' (la)

y(0) = yQ , (2a)
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to rozwiązaniem układu (i, la) Jest x(t) = x(t; x0 ),a układu (2. 2a)y(t)=
= y(t; yQ ). Przy ustalonym t, x(t) Jest obrazem odwzorowania T* ¡xQ— *-x( t ),
a y(t) - odwzorowania Lt : yQ— *-y(t). Przy zmiennym t odwzorowania T i
Lf tworzą dwie rodziny odwzorowań. Zagadnienie llnearyzacji sprowadza się 
do znalezienia wzajemnie jednoznacznego odwzorowania R, odwzorowującego 
otoczenie punktu x=0 na otoczenie punktu y=0 tak, aby R T* R_1 «■ L*. Po
dany w [l] dowód istnienia odwzorowania R składa się z dwóch części.Naj
pierw wykazano istnienie odwzorowania RQ takiego, że

R T1 R"1 * L1 (3)o o

a następnie pokazano, że

1 - \
R = J L-8 Rq T8 ds 

o

J est szukanym odwzorowaniem.
Ponieważ rozwiązaniem układu (2,2a) jest

y(t) - eAt yQ ,

więc

Ll(y0 ) = ^ y 0 .

gdzie F" = eA

1 wtedy (3) daje się przekształcić do postaci

R T1 = /"R . (4)o o

Równanie (4 ) jest uogólnionym równaniem.Schrodera [5], [6], Dalej przyję
to, że uogólniane równanie Schrodera ma postać [61:

g [ f ( x ) ] = S » g ( x ) ,  (5)

gdzie g(x) oznacza szukaną funkcję, a funkcja f(x) oraz stała macierz rze

czywista S są dane.
W [6] M. Kuczma wykazał ietnienie rozwiązania klasy C r (r > l )  równa

nia (5). W niniejszym artykule podany jest dowód tego twierdzenia dla 
przypadku r = 1. Dzięki przyjęciu tego założenia, dowód twierdzenia, 
aczkolwiek prowadzony metodą podobną jak w [6], jest prostszy i łatwy w 
interpretacji. Ponadto oszacowano z góry odległość rozwiązania równania(5) 
od zerowego przybliżenia tego rozwiązania.
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1.1. Przyjęte oznaczenia

Użyto następujących oznaczeń

X a ^X1 * x2 1 * * * > } £ R ,

f. 9. h - funkcje Rn — *-Rn ,

f(x) = (^(x), ^2 (x), .... ęf„(x))'

Różniczkowania funkcji względem 1-teJ składowej wektora x oznaczono przez

r  , *<x> ^ 2 (x) ®*,<x)Y
^  f(x) * tekT" v  's v ; - -5xj— ...... - 3 7 7 -;

Macierz Oacobiego funkcji f(x) w punkcie x oznaczona Jest przez 0f(x): 

?f(x) ■ 'gf|x) - [^fCx) ... Snf(x)].

□la x e Rn symbol || x || oznacza normę euklideeowę :

"x|1 ■ ( Z  xi f *
\ m l

Dla maelarzy kwadratowej n x n o wyrazach rzeczywistych norma została zde 
finiowana Jako norma odwzorowania liniowego Rn — »-Rn :

|| A || - eup |J Ax ||.
11*11 -1

Identycznie zdefiniowano normę dla macierzy Dacoblego w punkcie x. Ma

cierz Jednostkowę oznaczono przez I.
Układ wektorów kolumnowych n-wymlarowych | v i j (i « l,...,n) apełniajęcych 

równanie

S V « V S (6)

gdzie

V " [V1 •”  v n] (7)

nazywa się układem wektorów dopuszczalnych. Łatwo sprawdzić,że jeśli g(x) 

Jest rozwiązaniem równania (5), to wektory

v 1 » 9i g(x) 

tworzę układ wektorów dopuszczalnych

i = 1....,n (8)
x«0
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2. ROZWIĄZANIE RÓWNANIA SCHRODERA

Niech funkcja f(x), określona i klasy C1. w otoczeniu zera, spełnia wa
runek

f(O) = O. (9)

Wartości własne macierzy

S = 2f(x)| (10)
I  x«0,

oznaczone Jako * l,...,n) spełniają warunek

0< | ®i | < •••< | ̂ nl < ł* (11)

Ponadto niech

i,f (x) - *.f(0) + 0(||x||i ) (12)
1 1 x— O, O <  S  <  1, i-1 n.

Oeśli zachodzi

< 1  (13)
|6l|

to dla każdego układu wektorów dopuszczalnych, równanie (5) ma jednoznacz
ne rozwiązanie określone i klasy C1 w otoczeniu zera, spełniające (8) i

0^g(x) - 9 ^ ( 0 )  + 0(11x11*), x— O, O <  S  <  1. (14)
i - 1,. ..,n.

Dowód
Bez zmniejszania ogólności można przyjąć, że

l|s||1+<r||s_;l|| < 1 .  (15)

Uzasadnienie tego stwierdzenia jest następujące. Oeśli (15) nie zachodzi, 
to zamiast równania (5) należy rozpatrywać równanie

g*[f*(x)J « S*og*(x), (16)

gdzie
S* = T-1 S T,
f*(x) - T"1 . f [t (x )] ,
g*(x) ■ T"1 . g[T(x)].
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Na pod8tawle Lematu (Oodat * 1 warunku (13) Istnieje macierz T taka,
że

| s * » l * V - 1 l < i .

Ponieważ ||s|| . ||s- 1 || > 1 ,  więc z (15) wynika, że

| | s | |  <  1 .

Niech ci będzie takie, że || s|| <  a  <  l oraz

<  i. (17)

Wtedy dla dostatecznie małych ||x|| jest

1 f (x )||<  af || x|| (18)

||^f(x )|| «  et. (19)

Niech 7  >  O będzie takie, że f(x) jest określona i klasy C1 w 4 ^  •
« {x : |Jx || <  7 J a relacje (18) 1 (19) zachodzę w óy. Dla ustalonego u-
kładu wektorów dopuszczalnych {vjJ zdefiniowana jest przestrzeń D wszyst
kich funkcji określonych i klasy C1 w A y  , znikających w zerze i speł
niających warunki (8 ) i (14). W D wprowadzona Jest metryka

¿>(g,h) » sup { ||x||” |̂|0g(x) - 3h(x)||l (20)
0< || X || 4  Tf }

Przestrzeń (D,^>) jest przestrzenią zupełną. Istotnie, niech ciąg {fln } 
będzie podstawowym w (D, g). Zachodzi więc

/ \  V  / \  f(g g ) < |
£ >  O fis R n,n>fi m n z

Korzystając z twierdzenia o wartości średniej zastosowanego dla funkojl 

9„<x) - 9„(x):

|9m(x)-9n(x)l <  <  iyl ? " * 9n (y)ll *
| y |  < 1*1

^  l|x||1+<y sup { l ly l l ” ^ ll^g ( y )  - 3g (y )| | ]< |  ^ 1+ir. 
0< l y l K M  m 1

P rz y jm u ją c  ■J7< 1 mamy

K (x) -  9n(x)| |  < § .
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A więc

A  V  A A  || g (x) -  g_(x)|| <  f .  
f > 0  /sen i,n>i

a to oznacza, że cięg j g n (x)j spełnia jednostajnie warunek Cauchy'ego. , 
Dla cięgu pochodnych zachodzi (przy m,n>/3)i *

0 < W PJ / 8" (X) " ® 9" (x)l *  f(9” ' 9n> <  2 ‘

A więc cięg funkcji i cięg pochodnych spełnlaję w d y Jednoetajnie warunek 
Cauchy'ego. Wynika stęd jednostajna zbieżność cięgu funkcji i cięgu po
chodnych odpowiednio do gQ (x) i 3g0 (x). Ponieważ dla każdego x e  Ay- {o}, 
przy odpowiednio dużych m i n  zachodzi

- * » > J  < »

więc przechodzęc do granicy przy i -*oo jest

A  . l x | - / ||agnCx) -  9g0 (x)|| < §
x e 4 7 -{0] n o z

/
A zatem dla dostatecznie dużego n zachodzi

ę(an. g0) <£

Ponieważ każdy wyraz cięgu |gn| spełnia (8), więc i granica gQ także speł
nia ten warunek.
Na podstawie (14) istnieje taka atała M n , że

ll0 i8n (x) " 9i8n (0)ll ixl_' <  M n dla x °*

Ponieważ

|| 9i9n (x) " 9l8o (x)ll llx ir<r< < ’(8n < S o 5* 

więc dla odpowiednio dużego n prawdziwe Jest oszacowanie

|| 2ig0(x) - » ^ „ ( O ) !  ||x||_£r <  £ + Mn dla x — 0,

a to oznacza, że ,

9l8o^x  ̂ ” W 0) + 0 (l|x II"*"̂ dla x — 0.

W ten sposób została wykazana zupełność przestrzeni (□, ę).
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W przestrzeni (D, ę) zostaje wprowadzona transformacja

Z ( g ) ( x )  ■ S ’ 1  9 « f ( x ) .  (21)

Obrazy funkcji g, h po dokonaniu odwzorowania (2l) oznaczone są odpowied
nio przez g i ii. Ponieważ g(0) = 0, więc i g(0) = 0. W otoczeniu zera 
g(x) £ C1 Jako złożenie funkcji klasy C1. Oznaczając analogicznie do (8)

można pokazać , że

gdzie

v i  = B± g(o).

V = [vl ... vn].

W odpowiednio małym otoczeniu zera prawdziwe jest oszacowanie

II dx g(x) -  g(o)|| «s IIs- 1 || Dla9( y ) | y i i f ( x ) " 2,9 ( y ) | | s ^ J I ) 0i f ( x)|l +

+ II 0 g(y) I I I  • K  Hx) -  0 f(o)||].
|y-0

Ponieważ zachodzi (12), a ponadto funkcje należące do D spełniają (14), 
więc istnieją takie stałe Ą  i /?2 , że dla odpowiednio małych |]x|| zachodzi

3i f(x) - ff1 f(0)||<£ Ą  |i x i - 1 .

||0g(x) -  0g(o)|| <  /92 ||x || .

(18) i (19) dają

|| 8i 5(x) - 9i g (0)|| <  ||s_1 || {/32 <*1+S + /*J|i9g(y)

a to oznacza, że

• II*  | f
y = 0

g(x) = 01 g(0) + 0(| | x ) 1-1,...,n, x — 0.

Powyższe rozważania wykazują, że transformacja 2 Jest odwzorowaniem D — 0. 

Z oszacowania
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¿Kg, Ii) = sup { llxll-^ 3g(x) - 0fi(x)} 
0 < | x | « ¿  J

<  II s~1II sup
0<||x||«7

Í M ¿  \lfM\\-S \\3 fU )\\  | | 9 g [ f ( x ; ] -
11*11

- 9h[f(x)]|} ^  IIS"1II a 1+s . p ( g .  h).

Tak więc

przy czym

¿?(g, Fi) < 0  . ę (g ,  h ) ,  (22)

0 = lis-1 ! (23)

Na podstawie (17) Z jest operację zwężającą. Istnieje więc punkt stały g 
operacji Z, będęcy rozwiązaniem równania (5) i spełniający warunki (8) i 
(14). Rozwiązanie równania (5) można efektywnie uzyskać, stosując metodę 
kolejnych przybliżeń:

gn (x) = S-n gQ « fn (x), n«l , 2 .  (24)

gdzie gQ Jest zerowym przybliżeniem rozwiązania, spełniającym warunki (8) 
i (14), a fn oznacza n-tą iterację funkcji f. Z (24) wynika, Ze rozwiąza
nie, którego istnienie zostało wykazane w otoczeniu A ^  , może być rozsze
rzone do obszaru przyciągania zera ([5]), to znaczy do zbioru

| x e R n : lim fn (x) = oj

Ola ustalonego układu wektorów dopuszczalnych {yjJ (czyli dla zadanej 
macierzy v) rozwiązanie jest Jednoznaczne, W najprostszym przypadku, gdy 
V » I, rozwiązanie Jest dane przez

g(x) = lim S-n fn (x). 
n — 00

3. OSZACOWANIE ODLEGŁOŚCI ROZWIĄZANIA OD 3EG0 ZEROWEGO PRZYBLIŻENIA

Dla dowolnego zadanego układu wektorów dopuszczalnych V, zerowe przy
bliżenie rozwiązania jest

gQ (x) = V x. (25)
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Przez K(go ,r). oznaczono kulę w przestrzeni (D, p) o środku w gQ i pro
mieniu r. CJeśli oprócz warunku (22) będzie spełniony warunek

i>(g0 . Z 90 > <  (1 - 9 ) r. (26)

to rozwięzanie g(x) również będzie należało do kuli K(go< r) [7], Należy 
więc z góhy oszacować p(gQ , Z gQ )

4>(g0 . Z gQ ) = ę(v x, S_i V f(x)) » sup US"1 V 0f(x) -
0<l[x II < y

'< /
- v|) < ¡s"1 v|| sup {ll x||~^||0f (x ) - s||]

o<i|x||«-y 1

Ponieważ zachodzi (12), więc istnieję stałe /3± (i»l,...,n) takie, źe w
otoczeniu zera kolumny macierzy 0f(x) spełńleję warunek

IJ dt f(x) - 9i f(O )|| <  ftŁ\ x f  i«l,...,n.

A zatem

ę(gn. z g„) <  II s-1 v|( > ) (27)
i=i '

Ostatnia nierówność wynika z tego, że dla danej macierzy norma induko
wana przez normę euklideeowę wektora jeet nie większa od normy Erharda- 
Schmidta.

Oeśll zachodzi
1

1. --------  ' 5

r >  — ----r i - T a— --- (28)

to spełniona Jest nierówność (26).
Ponieważ rozwięzanie g należy do kuli K(go , r), więc

0 < l x | i ! X ||_ J^ 9 (X ) "  09 ° ( X ) W  < r *

Zatem dla x e  A y

\ II 0g(x) - 0go (x)|| <  r||x |^.
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Oeśli przyjęć
i

\2
V||

1-1 
1 -  0

to

n-1

f Cg, 90 X
1-1 ' (29)

Nierówność (29) pozwale oszacować z góry odległość rozwlęzania równania 
(5) od zerowego przybliżenia rozwlęzania. Z (25) wynika, że

ć>gQ (x) - 3g(0)

a więc

||0g(x) - 0g(O)|| <  r||x||̂  (30)

gdzie r Jest określone przez (28).
Nierówność (30) Jest oszacowaniem normy macierzy Oacoblego rozwlęzania rów

nania (5) w otoczeniu zera.

Dodatek

Lemat
Ola macierzy kwadratowej S i dla dowolnej liczby rzeczywistej £ > 0  

istnieję nieosobliwa macierz T oraz liczba rzeczywista y >  O takie, że

IK'1 s T ll < |  ffnl + £ (i)

||T" 1 S" 1 T || <  l ^ l " 1 + 7  (ii)

oraz 7 — 0 gdy £ —  O.
1 f  Bę Jak w (ll).

Nierówność (l) była udowodniona przez O. Kordylewskiego [8 ], A.M. Ostrow
ski [9] udowodnił Ję dla norm || [|j, | || ̂  • Tutaj będzie podana tylko u-
zupełnienie do dowodu z [8 ]. Użyte oznaczenia eę Jak w [8](zamlast macie
rzy A, A* , Z sę odpowiednio S, S* , T),



Regularne rozwiązania równania SchrBdera 261

przy czym
n

I ®  Y I I  >  “ i "  L .
t , (e,b)

|t|, (a2 ♦ b2 )? y  II ■  I ® i l  II y  I I -

A zatem dla doetatecznie małego 6

II s*y II >  11 I -. e) ||y ||-

Nierówność ta implikuje

Oeśll

to

a to zapewnia, że

7  '  l ffi l ( l ffi l  -

 2   _ 2 _  ♦ -
|«i | - £ |ffi| 7

Is'-1 II - IIt"1 S T II ^  TZfT * 7
1*1

przy tym y  —  O gdy £  — -0.
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REGULAR SOLUTIONS OF THE SCHRÖDER EQUATION 

S u m m a r y

In the paper the existence and uniqueness of the C1 glass solution of 
the Schroder equation is proved. The estimation of the distance between 
that solution and its null approximation is given in advance.
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