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UOGOLNIENIE TWIERDZEN PEANO 1 OSGOODA NA ROWNANIA ROZNICZKOWE
W PRZESTRZENI BANACHA

Streszczenie. Przedmiotem artykutu jest twierdzenie o istnieniu
rozwigzania roéwnania ro6zniczkowego w przestrzeni Banacha, stanowig-
ce uog6lnienie twierdzenia Peano przy zatozeniu pednociggtosci pra-
wej strony rownania oraz twierdzenie o jednoznaczno$ci, bedace ana-
logonem twierdzenia Osgooda.

1. WPROWADZENIE

Niech dany bedzie podzbidér Uc RxE (gdzie E - przestrzen Banacha nad
ciatem liczb rzeczywistych R) oraz funkcja ciegta f: U-—-*-E. ROwnaniem réz-
niczkowym pierwszego rzedu nazywamy réwnanie:

= f(t, x) 1.1)

Rozwigzaniem roéwnania roézniczkowego (I.1) nazywa sie funkcje e Kl Cc1
zmiennej rzeczywistej tic?: 1- E, IcR), ktéra dla wszystkich te#} spet-
nia nastepujace warunki:

a (¢, <>®) € U
L (i) 9@ = f(LFIFD).

Réwnaniom tego typu poswiecono miedzy innymi monografie [1], [2], [3]-
Ograniczano sie Jednak zazwyczaj do twierdzenia o istnieniu i jednoznacz-
nosci stanowigcego analogon twierdzenia Picarda-Lindelofa znanego z teo-
rii rownan roézniczkowych w przestrzeniach skonczenie wymiarowych[4] wzgted
nie jego mutacji. Uogélnienia doczekato sie réwniez twierdzenie Rosenblat-
ta-Perona [5]-
Celem niniejszego artykutu Jest przedstawienie prostych dowodéw uogél-

nien twierdzen Peano i Osgooda na przestrzenie Banacha. W twierdzeniu o
istnieniu (uogélnienie twierdzenia Peano) zaktada sie petnociggtos¢ pra-
wej strony roéwnania. Nie stanowi to Jednak wzmocnisnla zatozsn w stosunku
do klasycznego twierdzenia Peano, poniewaz w przestrzeniach skonczenie wy-
miarowych kazda funkcja ciggta Jest pednoclegte.
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2. TWIERDZENIE O ISTNIENIU

W dowodzie twierdzenia o istnieniu wykorzystany zostanie nastepujacy
lemat:

Lemat 1
Z : funkcja g : 1 x U-*E ciegta na I x U,
I C R przedziat zwarty
T : g(t,u), (gdzie tet, uelU) Jest jednostajnie ze wzgledu na te#t
ciegta wzgledem u.

Dowéd

Niech Ug€ U, £>0. Dla kazdego te# istnieje y(t) >0 takie,ze|t"-t]<
<7(t) i Mu - uj] < -i2(®) pociega |loCt", , u) - g(t, u0)fI<”",aw szczegdl-
nosci Jlg(t™ , uQ) - g(t, uQ)l sked wynika, ze:

ot . u) - o(t", u0)f < £ @.1)

Z kazdym te#4 Jest zatem skojarzony zbidér otwarty utworzony przez t takie,
ze 11°- t|<7 (). Poniewaz | Jest zwarty, wiec | mozna pokry¢ skob6czone
Iloscie takich podzbioréw, czyli istnieje t™elw skonczonej ilosci 1
ijj> 0 takie, ze ~ S yft”~ dla wszystkich t,a (2.1)zachodzi dla |[Ju-uolay
przy dowolnym t e I.

c.n.w
Twierdzenie 1
Z i f- peknociegta w Uc R x E; (tQ, xo)e U
T : Réwnanie roézniczkowe (l1.1) posiada co najmniej Jedno rozwiezanie

przechodzece przez (tQ, xQ).

Dowod
Niech Z >0, r > 0 takie, ze

rQ -*" *o+ri X B(xo"r)cu

Niech M = sup(JIf(t.9)|]; (t - tQXx 7, [Ix-x0fI< 1)

(Liczba taka istnieje, bo zbiér wartosci f(t,x) Jest wzglednie zwarty).

Niech a , al spedniaje warunki: 0 < < T, O < <i< o, Mci <O™ 1 ni
bedzie zbiorem funkcji (@ciegtych na Im [t-d, t + atj o wartosciach w

E takich, ze <{tQ) » xQ, HMit) - xo]]|<<*1 dla wszystkich te#. Zbior H

jest wypukty, domkniety i ograniczony.
Dla dowolnego e H definiuje sie odwzorowanie T przez:

t
TF(t) m xQ +J3  f(s, <P(s))ds dla te# 2.2)
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Desll <psH to Te>(tQ) » xQ. Ponadto, dla tedt zachodzi:

f
IT<P® - xoll< 1J Ife.oo@)Il de] < M(E-tQ) < M* <O (2.3)

*0

czyli.T: H-->mH. Zachodzi takze:

t
HT>® - TGPE)I < 1 1/ .poII de |< u(t - £ @.4

dla dowolnych t, t* e 1.
(2.4) Swiadczy o rownociegtoscl rodziny T(H).
Niech Cp : I-«-E Jeet funkcje take, ze dla peH, tsl Cp(t) m f(t,p(t)).
Niech V oznacza zbidér wszyatkich C# takich, ze (peH. Poniewaz f jest pek-
nociegta, wiec zbidér v(t) = {cp(t): CpeV } jeet wzglednie zwarty dla kaz-
dego t. Z ciegtosci funkcji F(t,f»(t)) na | x s(x0, r) oraz ciegtosci | t)
na 1| wynika, ze V Jest réwnociegta, bo dla kazdego £>0 i kazdego t e I
istnieje S > O, takie, ze dla kazdego (e H z nierdéwnosci (t - tQ)< Swy-
nika, ze |[Jjop(t) - Cp (O] = NFfCt, (L)) - F(tQ, ~(to))]|l< £. Zatem stosu-
jec twierdzenie Aecoli [6] do zbioru V dowodzi sie jego wzglednej zwar-
tosci.

Na podstawie twierdzenia Hausforffa [7] istnieje dla niego skonczona g

sie¢ Cpi, G2 ... Cpn, takich funkcji, ze Cpk(t) - lit_.”it)) dla wszy-
stkich tel.
Niech
t
Tyk(t) » xQ +J  f(s, Pk(s))ds .5)
"o

Ola kazdego te#4 zachodzi:

t
ITPCE) -Teok (O11< 1 1F(s.p()) - F(s.9k(s) ds] < -B (2.6)
t
o
Czyli T2 k(t), ... TAn(t) Jest £ siecie zbioru wszystkich Ty(t) takich,ze

T fsT(H), Zatem dla kazdego ted4 zbidor wszystkich Ty>(t) takich,ze TC»sT(H)
Jest wzglednie zwarty na podstawia twierdzenia Hansdorffa. Ten fakt w po-
teczenlu z (2.4) pozwala zastosowaé twierdzenie Ascoli, zgodnie z ktérym
zbior T(H) jest wzglednie zwarty.
W koncu z ciegtosci f(t,x) na | x B(xq, r) i lematu 1 wynika Jednostaj-
na ze wzgledu na t ciggtos¢ f(t,"x) wzgledem x. A zatem dla dowolnych <,
H oraz dla kazdego £>0 istnieje 5>0 takie, ze:
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ItiP(D) - Tpo ®I] < Ij IT(s.93)) - f(s, VQ(s)) ” ds |< £« @.7D

%

dla wszystkich te4, skoro tylko ||~(s) - PO(")\\< S dla kazdego sel.

Czyli T Jest odwzorowaniem ciegtym. Spednione se zatem zatozenia twier-
dzenia Schaudera [7]. Twierdzenie to zapewnia istnienie w H punktu state-
go dla T, czyli rozwigzania roéwnania roézniczkowego (I.1).

C.n.w
3. TWIERDZENIE 0 JEDNOZNACZNOSCI
Twierdzenie 2
Z: efjCt), (t) -rozwigzania réwnania rézniczkowego (I.1) takie, ze

Vi@ D “&4(5 ) = X4 oraz zawarte w kuli B(x,, r),

Bf(t.x) - fCy)l < L(ly-xID - k(t) G-1)

dla dowolnychx,yeB(xo, r), przy czym L: R—- R jest funkcje ciegte i do-
datnie dla u > 0, L(0) m O, spekniajece warunek:

u
[0}

J_ﬂﬂo+ +r f u T (3.2)

gdzie wu0> O dowolne, a k(t) dodatnia, catkowalna na kazdym skonczonym
przedziale R,- o wartosciach w R. T: <" pokrywa sie z

Dowdéd
Niech
y()y = ~(t) - (D 3.3)
Dla t = t, zachodzi
Hy(dll - 0 3.4
Niech dla pewnego «.>0, +00 h "270 + A~ wbéwczas zachodzi:
0 < NyfZ0 + <M|| < 2r (3.5)

Hy "Il « LA1-yIDk(® 3.6)
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Niech u(t) oznacza funkcje ciegte, bedece rozwigzaniem roéwnania:

u"» 2L(u) k(). 3.7
Rozwigzanie tego réwnania przechodzgce przez punkt

utQ + <) - [ly(rQ + *)He G.8)

jest Jedyne [8 ]izblizasie asymptotycznie do osi u =J3, nigdzie jej
nie przecinajac.
Dla t = tQ+ot z(3.6),(3.7) 1 (3.8) wynika, ze:

Hy (t0 + a)ll < u” (tQ + o) G.9

Ponadto, dla t* / t, otrzymuje sie:
IyfeH!t - 1yl fiyct) - ymll
/ *1 ~ t 1*1 - *1
< |y (1) - oy (t) -y () (er-nl + fly T <t)I(t£-1)
1*1 - *

Granica tego wyrazenia, gdy t"-T"-t istnieje wszedzie z wyjatkiem co naj-
wyzej przeliczalnej 1ilosci punktéw (gdyz |Jy(t)P jest funkcja ciagty). Za-
tem

v - iyoil- o]t -t D)
WOIL = 3 oot fmeh ey (O
czyli
HY®If<Ily (DIl 3.10)

W punktach nieciagtosci Jly(t)I’ nieréwnos¢ (3.10) zachodzi dla pochodnych
jednostronnych. A wiec

Iy(tQ + a)li< u® (tQ + OL) (3-11)

Z ciggtosci u(t) i y(t) oraz zwigzkéw (3.8) i1 (3.11) wynika, ze dla t< to»
+ef bliskich t, + o«

u(t) « fly(oll (3.12)

Gdyby nieréwnos¢ (3.1) nie byta stuszna dla wszystkich tf£ [to, tQ +ajm
to Istniatoby takie maksymalne t m t2e |tQ, t +0of , zs
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u(t™> By{t)l dla t < 12

oraz u(t2) = ByCi2)||, ale rozumujac podobnie jak dla t + o mamy|]y" (12)]<
<u"(t2), czyli dla t < t2 bliskich tg uCt}< ily".ti, a zatem (3.12)
zachodzi ola wszystkich te [tQ, t + ot].

Z kolei u(tQ) >0, a zatem roéwniez |Jly(t )| >0, co jest sprzeczne z (3.4).
Zatozenie Jlylto + « )] >0 jest zatem niestuszne, czyli (~(t) = ENt) w
catym przedziale ich istnienia.

4. UWAGI KONCOWE

Przytoczone w artykule twierdzenia stanowig intuicyjnie oczywiste u-
og6lnienie znanych twierdzen z teorii réwnan rézniczkowych w przestrze-
niach skonczenie wymiarowych. Oowody tu przedstawione mozna skrécié¢, sto-
sujac bardziej zaawansowany aparat matematyczny (np. : tw. Mazura w dowo-
dzie tw. 1) i ostabi¢ wymagania odnosnie funkcji f. Autorowi zalezato jed-
nak na prostocie i elementarno$oi przedstawionych dowodéw i wskazaniu pet-
nej analogii z twierdzeniami klasycznymi.
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OEOELSHHE TEOPEUU:EEAHO H OCry~A fliIH ffiKG4EEEHUHAIILHOro
yPABHEKHfl 3 11POCTPAHCTBS EAHAILA

? e 3ame

B cTaite paccMaTpHBaeica TeopeMy cyaecTBOBaHHH @jih o0SbatHOBeHHHX AHS$iJ>epeH-
PHa”BHux ypaBHeHHU b EanaxoBOM npocipaHciae, Koxopaa SBJt-teTCH 0606niSHHeM ieo-
peMH Teano, hcxof« H3 Toro gxo npasaa gacTB ypaBHomiii Bnojme nenpepHBHaa, a
xaicsce qto BUBe”emaa TeopeMa eflancTBeHHOciH aHalioragecKaa k TeopeMe Ocry”a,
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GENERALIZATION OF PEANO"S AND 0SGOOD"S THEOREMS
ON DIFFERENTIAL EQUATIONS IN BANACH SPACES

Summary

In the paper the existence theorem for solving the differential equa-
tions in Banach spaces being a generalization of Peano"s theorenm, has
been presented. In that theorem we have assumed that the right side of the
equation is fully continous. An uniqueness theorem analogic to Osgood*s
criterion has also been derived.



