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St reszczenie. Praca składa się z dwóch części. W pierwszej czę- 
ści uzyskane zostały wariacje wielomianów Fabera dla funkcji klasy 
S j , odpowiadające wariacji zewnętrznej Schlffera, wariacji wewnętrz­
nej Spencera-Schaeffera-Charzyńskiego oraz wariacji Lownera.

W drugiej części pracy zastosowano wyniki pierwszej części do 
zbadania funkcji, które realizuję maksimum funkcjonału stojącego po? 
lewej stronie nierówności Nehariego-Singha i uzyskano równanie al­
gebraiczne, które muszę spełniać funkcje ekstremalne.

Związki między wielomianami Fabera i funkcjami Jednolietnymi znane sę 
od dawna. Wiadomo mianowicie, że współczynniki macierzy Grunsky'ego w ro­
dzinie S funkcji Jednolistnych wyrażają się przy pomocy wielomianów Fabe­
ra, utworzonych dla odwrotności tych funkcji. Fakt ten posłużył Sohiffe- 
rowi [5 ] do uzyskania wariacji współczynników macierzy Grunsky’ego przy 
pomocy wariacji wielomianów Fabera w rodzinie S, a tym samym do uzyskania 
warunków, jakie muszę spełniać funkcje ekstremalne dla funkcjonałów Grun- 
8ky'ego. W przypadku rodziny Sj funkcji Jednolistnych ograniczonych warun­
ki Grunsky'ego zoetały wzmocnione i przyjęły postać warunku Nehariego-Sing­
ha. Oprócz macierzy Grunsky'ego występuje tam jeszcze jedna macierz, któ­
rej współczynniki wyrażają się także przy pomocy wielomianu Fabera. Wyni­
ka stąd, że również w przypadku funkcji Jednolistnych ograniczonych zna­
jomość wielomianu Fabera może posłużyć do uzyskania wariacji funkcjonału 
stojącago po lewej stronie nierówności Nehariego-Singha, a tym samym do 
uzyskania informacji o funkcjach ekstremalnych.

W pierwszej części pracy uzyskane zostały wariacje wielomianów Fabera 
dla odwrotności funkcji klasy S ^ , odpowiadające wariacji zewnętrznej Schif- 
fsra [7], wariacji wewnętrznej Spencera-Schaeffera-Charzyńskiego [4], [ 1] 
oraz wariacji Lównera [2]. Wzory te są interesujące same przez się 1 mogę 
być użyte, jak to zrobił Schiffer w [5 ], dla funkcji klasy 8, do uzyski­
wania wariacji różnych funkcjonałów w klasie S ^

W drugiej części pracy zastosowano wyniki pierwszej części do zbadania 
funkcji, które realizuję maksimum funkcjonału stojącego po lewej stronie 
nierówności Nehariego-Singha i uzyskano równanie algebraiczne, które mu-
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szę spełniać funkcje ekstremalne. Wynik ten pokrywa się z wynikiem O. Tam- 
miego [6] otrzymanym przy zastosowaniu wariacji zewnętrznej w klasie S1 
oraz z wynikiem 3. śladkowskiej [9], otrzymanym przy pomocy wariacji wew­
nętrznej w klasie S^.
Niech będzie klasę funkcji postaci:

f(z) = b^z + b2 z2 +    bj >  O

jednolistnych w kole U "={|z| < 1). spełniających warunek |f(z)|<l, z e U. 
Niech f tSj, Weźmy pod uwagę funkcje

Mi z, i) » log f\'2'y ■ iz,j) i U *  U

\ N(z,5 ; = -logii 4 f(i) f (z )) , (z,5)eu x U

gdzie M(z,5) i n(z,J) sę głównymi gałęziami logarytmu, takimi, ze gdy 
z i S zmierzaję do zera, to Mic.j; zmierza do -Log b,, a N(z,i) do zera. 
Funkcje M(z,5) i N(z,j) sę funkcjami holomorficznymi zmiennych z, S i od­
powiednio z, J  w bicylindrze U x U. Niech zatem

mn
m , n=0

n?nu z. mn
m ,n=l

n(z,5) = >  , bmnzmr  (2 )

Fm (t) nazywamy m-tym wielomianem Fabera dla funkcji |, jeżeli jest wie­
lomianem stopnia m i jeżeli w otoczeniu punktu z = 0 ma rozwinięcie po­

staci:

Fm(frłr) = 4  ♦ , £  c-n*n- (3)
n=l

Definicja ta jest jednoznaczna. Funkcja generujęca wielomiany Fabera w o- 
toczeniu punktu z = 0 ma postać :

log(l - tf(z)) = - 'y —  (F (t) + ma n )zm 3 /  1 m m mo
m=l

\

(4)
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Z powyższej równości oraz z (l) i (2) wynika, że

OO

^TIIT5 = 5"W + Z  "Sn*"' m > 1 ' (5)
n= l

F ( f  ( S ) ) = Y 1 mb i "  -  ma . m 3> 1. (6)m X  . mnu mo
• n=l

Porównując (3) i (5) otrzymamy, że

= < m ,n >  1.mn mn

Różniczkując zwięzek (4) względem t otrzymamy:

i ^ f i r <”
m=l

skęd
oo

j T t ł i r F  = 1 + 2 ^  i  t F m( t ) z l" ' (8)
m=l

Podamy teraz trzy twierdzenia dotyczące wariacji funkcji klasy Sj. W 
pierwszym podana jest wariacja zewnętrzna Schiffera, w drugim wariacja 
Spencera-Schaeffera-Charzyńskiego, w trzecim - wariacja Lownera.

Twierdzenie 1
Oeżeli f e , w q ć  U\f (U) - dowolną liczbą zespoloną, to dla h zespolo­

nego dostatecznie małego istnieje funkcja klasy Sj postaci:

*f(z) = f (z ) + h “ h. - - -- -  + o(h) (9)fT z7 -w Q 1 1. - o f ( 2 )

gdzie zmierza niemal jednostajnie do zera, gdy h —► 0.

Twierdzenie 2

CJeżeli f es^, 20 <^ s? dowolnymi liczbami zespolonymi, przy czym zQeU, 
to dla X rzeczywistego, dostatecznie małego, istnieje funkcja klasy S.̂  po­
staci :
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f * ( z ) « f (z ) + t \K(*= %$)'
f(z )+f(z) z„+ z 1

f(z) 7T7°-T- T rTT " zf ( z ) ^ l  +O O J

(lOi

_ r y  f ' ( O T  il+f(z )f(z) 1 + z z
O--------- 2f' (z)  o_

■f(z0 )f(z) 1 ■ zoz

+ o(r).

Twierdzenie 3

Oeżeli f e S1 , 0  - dowolna liczba rzeczywista, to dla £ > 0  dostatecz­
nie małego istnieje funkcja klasy postaci:

-1 0
f* (z) = f(z) - £zf ( (z) — O i S *  + o(£)

1 - e  z
(11)

Zbudujemy teraz funkcje generujące wielomiany Fabera dla funkcji *f, f* i 
f, . Biorąc pod uwagę (4 ), (7), (8), (9), (10) i (ll), otrzymujemy:

log(l-t*f (z)) log(l-tf (z)) - h Y l  tF'(t)zB1— t w /  , m m 
0 m-1

00

r . ^ y -
w (w - 1 ) ~ i  m o o moi ■1

log(l-tf# (z)) « log(l-tf(z)) - r |y3[(zo Ttz^l) ’

m=l

/~tf (z0 )tl Y -1 1 „ N_m 2 O  ^  Ł x ( 1
^tfIz J-ł /  1 m m  “ tf(zQ )-l /  , ra f (zQ ) m fTz^T' J

m»l — Ą

00 00 m-1

- £  (Fn (t)+»sm o )zm - z J j Ź

(13)

moi
( F kC D + kako1 -snr->■]*
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0
/ n z  )\ /f( 0 + t  X -7 1
( zo TTz^r) f e Z l  tFm (t)

m=l

OO

■ )-z

m 2tz + ------

^  r • fC*A )F'L  m o m o (F (t )+ma )z m mo (13)
Gl = l

2Z(Z
m=2 k=l

o ( Z').

log(l-tf„ (z)) = log(l-tf(z)) + ^ f ; * )  . l ł e _ i a z + o(e). (14)
1-e z

Korzystając z (4) i porównując współczynniki przy tych samych potęgach 
z po obu stronach (12), (13) i (14), otrzymujemy następujące wzory waria­
cyjne dla wielomianów Fabera #F (t), F*(t) i .F (t):m m * m
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[ m--l -i
mFo (t) + 2me-inS- Zm ^  Fk (t )e"i8(m"k 'J + o(e)

k=l (17)

Weźmy teraz pod uwagę funkcjonał Fm « 9dzie n Je8t uetalonym,ale 
dowolnym punktem koła U. Wariacje tego funkcjonału, odpowiadajęce waria­
cjom (9), (10) i> (ll), dane aę wzorami:

*Fm (_T O T ) ■ *Fm (fTvr) +, Fm (7r ł7)('*FT^y • r d b )  + o(h)* (18)

. . .  »/ 1 \ / 1 \ / 1 \ + o(r) (19)

F^(f*Tw7) = F«\Tr^r) + - f(w)j

*F« t r o r }  "*f b (t Tw 7$ + Fa(TTWT)(77r^T " T T W t ) + o(£)- (20)

Z (15) - (20) otrzymujemy:

*Fm(■’TIw t ) “ Fm ( T O T )  + h n Fń ( ^ ) w" Fm ( ^ )  +
o n»l

(21)
* OO

♦ y 1 ̂  F 'jK'>*n +o /  / n n o hi o 
n»i

f»(-FTwt) “ Frn(7T^) + Ą Ą { z o TTzfr) * TTwT-frz-0T  7 ^ 7  ^ ( 7 7 7 7 ) ~

aFm ( n b )  - 7  - 2,n ¿ L  F k(7iłr) ¿ ¿ 1T + F m (7 ^ ) 7 7 7  " f' (w)-
k»l

(2 2 )
z +w "1 * _[/. f'(z )\ 2f(z )f(w)     / 1 \

• i*=s]‘4 (*. tó?) 7!rof e ,  ' . W

•2ii"o-iaZ  'k(TĆrKk * "f>(w) S 2;
l + Z W -)o

i 4 • « \*» / i"Z jk»l o

■-1

/ » ( ■ T O r )  “ Fm(7T^r) - + 2"«»'1"6 * 2B 2 Z  F k(TTwT)-
k»l

~  ■<

- < ( t Ó t) * & £ } ( *  * 2 Z ' * “ 8- ’-)] * •(*>■
0*1
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Wzory te będą wykorzystane w drugiej części pracy.
Potraktujemy z kolei Fm (f(w)), gdzie w Jest ustalonym, ale dowolnym 

punktem koła U, Jako funkcjonał określony w rodzinie S^. Wariacje tego
funkcjonału, odpowiadające waria'Jom (9) , (10) i (li), dane są wzorami!

■F_(*iU>) - *F„(fUj) + F' (f(w)) ( #f(f7j - f M )  * o(h) (24)m m sn

f* ( F W )  - F*(f(i)) + F' ( f U W f 5^ )  - f W K  o ( D  (25)m m m

»FR (f, (w)) « „Fr (f(w)) + FR (f (w)) ( f, (w) - f(w)) + o(e) (26)

Z (15), (16), (17), (24), (25) i (26), otrzymujemy!

(27)

v  •'<•» ■ ' . <« ■> > - h 4  (> ♦ 2  i  4 ) -
o  ̂ n*l

- K 1 ♦ £  V  r  * °M ')
n=l o

F^ f* )* )) - F|,<«■»•?{* [(s W '  (2S>

- 2m z  * ]  * 4 °
k=l o

2f(z0 )

J (zQ ) - TTwT

zo -w

- - g*-i
  ---- z +w ---  m X — ' -----

- F ^ f i w ) ) ^ * )  r^ r - mFB (f(w)) - 2mZ* - 2m 2 _ ,  F k Cf(w))

k-1

-m-k
o o(r).

„F^f, (w)) - FB (f(w)) - f f m F ^ K w ) )  + Zme"1"® ♦ 2m Fk (f (wO )e~i9^ - k K
L krl

/ °°
+ FR (f(w))wf'(w) ^1 + 2 (•_ie5)"^J + o(f)

(29)
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Weźmy pod uwagę dwie formy, jedną kwadratową

N_
P(x,x) (30)

drugą Hermite'a

Q(x ,x)

N

52

i.nol

b x , N ^  1. mn m n (31)
m ,n=l

Z własności funkcji M(z,S) i N(z,J) wynika, że

a _ = a i b = b  mn nm mn nm

Niech R(x,x) = P(x,x) + Q(x,x). 
Rozważmy funkcjonał

Re R(x ,x )| Re
N

(am_x x + b xmx )mn m n mn m n
m ,n=l

gdzie x = (x1 ,...,x>|) jest N-wymiarowym wektorem o N współrzędnych ze­
spolonych, nie wszystkich równych 0. Załóżmy, że funkcja f E Sj realizuje 
maksimum funkcjonału (32) w rodzinie S1 , czyli

Re|R(x,x)J *5 Re|R(x,x)J, (33)

gdzie Re|R(x,x)j jest wartością funkcjonału dla f es^.
Policzymy teraz wartość funkcjonału Re|R(x,x)| dla funkcji *f, f* i f, 

określonych wzorami (9), (10) i (ll).

Korzystając z rozwinięcia w szereg Fm(fTVy)1 z analogicznych rozwi­
nięć dla F* i łFm (7-T;7T), a następnie porównując współ-
czynniki przy wn po obu stronach, otrzymujemy zwięzki:

a a a mn mn

a*' » a ^ +Z mn mn

^ * “T  * n * n * Fn(w^)* ^ **n n m Fn^r>^ Fl/Wn^ + 0^h ^wo n m n\wQ / m\wo/ o n m n o m o
0 ' (34)

{'[-»(*•■ toJt) ??f) • ■ • * F.(nfyK(nî ) <«>
o

n-1 m-1

2 ¿ L  k8mk + “ nli ‘ 2 ¿ 2
- na •- ma mn mn kn m-k

k«l
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*/3 -2 iz y/y° v) f (:„) i  £  F' Cf (z )) F' ( f (z )) \  o t u 0 iy  o m n m  o n o

n-1 m-1

E kamk5o'k - 2 E
k=l

_ ■. . -n-k _ \  . -m-k ,- n+m
' 2 > mk o - 2 Z ,  kn o + zzo 

k=l
o(T).

a = a -  £lma + na + 2 V"' ka. ne- i ®im-k  ̂ + 2 E  ka e- 1 ®in "k) "* mn mn mn mn /  , kn /  , mk- £ |m
k=l k=l

2e-(n+m)i0 I o ( £ L

(36)

Mnożąc (34), (35) i (36) przez xmxn i sumując po m oraz n, otrzymujemy 
następujące wzory wariacyjne dla formy P(x,x):

*P(x ,x ) >. P(x ,x )
Y*o/ n\wo / nram,n=l

(37)

r y  f'(w ) f_(w_)n o  m o n.m o(h).

>,n»l

P*(x ,x) = P(x ,x ) - T

+ 2

IN

m ,n=l
na x x  + 4  mn m n

(z ° w )  ( ? &  E

N n-1 , N 2

E T  E  ka">k ^  xmxn " 2( E

(38)
N n-1

z z
n,m=l k=l o

n=l m,n=i

n=l o

N

+ 4 E l  E  kamk5o‘k V n  - 2 ( E  SoXn)2] l +o(7) 
m,n=l k=l n=l -*•'
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#P(x,x) = P(x,x) - £

N .m-1
X - ’ i V 1 i0(m-k )\

Ba— x_x_ + 4 2 ^ \ 2 L  kakne "* ̂ )xmxn "mn m n
L m,n«l m,n=l k»l

(39)

-  2 o(e).
ra ,n=l

Korzystając z rozwinięcia w azereg F^CfCw)) i z analogicznych rozwi­
nięć dla F (*f(w)), F„(f*(w)), F (f# (w)), a-następnie porównujęc współ-tn ^ m m
czynniki przy w po obu stronach, otrzymujemy związki!

*bmn “ b n - h £  £  Fń %  )Fm( ST ) " R Ti ł  'Fn f ~ ) Fm ) + ° (h) (40)mn mn n m n o m\n0 / n m n\̂J5 J

b - b + mn mn
f'(*0 >'2 

2o TT z-T ) 2 577T p;(f(zo)) (4l)

- :>b.n - 2 £  kbn.kz - k - 2 g  kbkn
k-1 k-1 0

n - l

-  2
k-1
Z  kb.k -2 z

k-1

i u -Tl-k
kn o o(r)

bmn ’ bmn " ^ p m+n)bnm + 2 Z  ’“ ’kn6' 10^ ) " 2 Z  kb«kai0(n“k ̂  + °(£> 
L k-1 k-1 J (42)

Mnożęc (40), (41) i (42) przez xnxn i sumując po m oraz n, otrzymujemy 
wzory wariacyjne dla formy Q(x,x):



Wariacje wielomianów Fabera. 281

m ,n=l

m ,n=l

■i N n-1

2 Z ! (n+B!)Bm n V n  “ 2 S E
m ,n=lk«l

kb . zn~k x x  - 2 ■k o m n

2 (z° tt^t) 2 E  Fń ( ^ )  -SrS -
m,n»l o

- « ±  2  * *  ^  - 2 Ż  2  - j t * V .

'( 1 p
'1VfTzo V

N m-l

H S  kbkn
m, n*l k=l

N

X ’
m ,n=l

(n+m)B i mn

(44)

X X m n

m,n=l k=l

„Q(x ,x) «• Q(x ,x ) .- ę

N

Z
m ,n=l 

N n-1

- * 'Z IE
m,n=l k=l

m,n=l k=l

(m+n )b x x  + 2  mn m n

o(r).

N m-l

kbkne
-i0(m-k

m,n«l k»l
) xm V

(45)

kb ,e mk
i0(n-k> o(f).

Założyliśmy, że f(z) jest funkcję ekstremalną, a

N

Rb|r(x ,x )J » Re|p(x,x) + Q(x,x)| = Re ^ a x x + b x mn m n mn
, n=l

mxn)

odpowiadając? Jej wartością formy.
Ponieważ funkcje *f dla dostatecznie małych h, f* dla dostatecznie małych 
T i  f* dla dostatecznie małych £  są również funkcjami rodziny S,^, więc 
odpowiadające im wartości naszego funkcjonału spełniają nierówności:

Re[*R(x.x)} <  Rb |r (x ,x ) j , 

Re{R*(x,x)j «  Re{Re(x,x)|, 

Re|,R(x,;)] «S Rś{ r (x ,x ) J.
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Stąd

Re

Re{ R(x,x)} - Re|R(x,x)| =

h y -1 F' ( - M  F' (-A) V j a  . r Y "  F' ( ; ) F ' ( ; ) J 2 J 1  
-X n\w n/ m \w 0/ n*m /  n o m o n.m
m , n=l m,n=l

. h y y u )  F T T )  ^ 2 -  B y  f'(b ) F ' i i j ï ï ,  o(h)X  i m\w0/ n o m.n x  m o ny- j m.n
m ,n=l m ,n=l

Re|R*(x,x)J - Re|R(x,” )| = 

n=l

- 2 (z y  ' f' (f(z )) f' Í- t— -y)-3--2. + 2 y 7 na x X H\ o txZq) J X / m o n\,f(zo ;/ m n X  , mn m n
m,n=l n=l

N n-1 N 2 N

S E  S kamk “¡¡=1. xmxn “ 2( S  ÿ )  + 2 E  (n+” )Bmx V n  + 
m,n=lk=l o n=l o m,n=l

N m-1

E Z

+ 4

N n-1

• ! E E
m,n=l k=l

kbm. z"_k xmx„ + 2 mk o m n kn 7 ^  
m,n=l k=l o

r / f'(*.)V f----- --------------- x V  / f'(z )\¿

^ w J K ’Z W ' - S  - Í thJ) -
n«l

y -1 f' (f(z )) F ' ( = á = r ) ^ y ¿  + 2 y  1 na x x - 2 ( y  i°x )
 i m o n\f{- )J m *n x  i mn m n \/  . o n-/

m,n»l o' m,n«l n=ln=l 

N n-1N n-1 N

4 E S  S  kamkio"k V n  + E S  (n+,n)BmnXmXn + 2 S E  S kBi 
m,n=l k=l

x

mk z
i ,n=l m,n=l k=i

N m-1

2 S E  S  k5kn5”"k xmxn 
m,n=l k“l

o (r)

(46)

O

(47)

+
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Re{*R(x,x)j - Re|R(x,x)j (48)

Re

-  2

N

N , m-1

-fi| 2 ^ > 2 « * mn\ x n * * 
ra,n=l m,n»l k-1 

N ,»-1

>  ♦ 2 2 j ( 2 j  l‘Bk»'"10<"‘k>) ,,.;>
‘¿ - - J  *» n m,n-l k-1 'm,n-l

2 3  (n+B)b«nx«;n + 2 kb , e mk
i0(n-

N n-1

i,n«l m,n=i k-1

Wobec dowolności zespolonego h z (46) wynika. Ze

N

o(i)

(49)(Ż ^  ".(=;) - ^  W )! ■ °-
m*l

Gdyby ,**0 & H był punktem zewnętrznym dla obszaru f(U), to dla dowolnego

w

S ( ^ F»U)- - ° (5o)
m-1

2 powyższej równości wynikałoby, że x^ - Xg - X|Sj = 0, co nie za­
chodzi. Wnioskujemy stęd, że zbiór U\f(u) nie ma punktów wewnętrznych.Wo­
bec dowolności V rzeczywistego Re|...Jw (47) musi być równy zero, a z 
dowolności /3 zespolonego wynika równość:



Z uwagi na dowolność zQ e U ,  z powyższego równania widać, że funkcja w «
= f(z), ekstremalna w klasie , spełnia w kole U równanie:

( Z w f  ( Z S  1 « Fn (S ) " ^  iw^ ] )  “ <5 2 >
n=l
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gdzie Q(z) jest prawę stronę równania (51), w której przyjęto z w miej­
sce z .O

Z (51) wynika, że Q(z) przedłuża się jako funkcja wymierna na całę pła­
szczyznę, że ma jedynie bieguny stopnia co najwyżej 2N w z = 0 i z = o o  
oraz, że Im Q(z) » 0 dla |z| = 1. Ponadto z dowolności dodatniego £ w 
(48) wynika, że

Q(z) >  0 dla |z| = 1. (53)

Z (5l) wynika dalej, że jeśli z* e U i Q(z” ) = 0, to zf jost pierwiast­
kiem parzystokrotnym funkcji Q(z), a ponieważ Q(z) = Q(^-), więc także

z
wszystkie pierwiastki leżęce w zewnętrzu koła jednostkowego sę parzysto- 
krotne, a z (53) wynika, że takież sę pierwiastki leżęce na okręgu |z|= 1. 
Q(z) jest zatem kwadratem pewnej funkcji wymiernej rzeczywistej na|z| = 1, 
o biegunach stopnia co najwyżej N w punktach z = 0 i z =°o, Wycięga- 
jęc teraz pierwiastek z obu stron (52) stwierdzamy, że w = f(z) spełnia 
równanie różniczkowe postaci:

(■*)£(; i - w (i) - i w F (54)
IRol

a n
“FT
Z

V

gdzie A q jest rzeczywiste. Co więcj, porównujęc wyrazy wolne po obu stro­
nach (54), z uwagi na (5) i (6), stwierdzamy, że A q = 0. Całkujęc wresz­
cie (54), otrzymujemy:

2 1  ~t Fm(7Trr) + 4  Fm(f(z))) — ir  .• 4  + + ~rr zN + c* (55)
m=l

Bioręc jeszcze raz pod uwagę (5) i (6) stwierdzamy, że część główna stro­
ny lewej (55) ma postać:

' ? ) •m=l' z /

1
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a więc strona prawa (55) ma postać:

N

ro®l

Stwierdzamy na koniec, te Im{c} » 0. Istotnie, na mocy (50) - zj * ^ r

3f(u)^au jt 9. Wynika stąd bez trudu, że istnieje ciąg z e U, zn~ - e  °,
UP

taki, te cięg f(z ) —  e . Kładąc w zwięzku

¿ ( - ¡ ’’.(t t It) » 3 } ' . < * < « »  - ^  <5 6 >
m«i m-3.

zn w miejsce z i przechodzęc do granicy przy n — -<=o, otrzymujemy

Im {c} - 0.

Na koniec z (5) i (6) oraz (56) wynika; te

N

n®l

Obliczmy na koniec maksymalną wartość funkcjonału Re^R(x,x)J. Porów­
nując w tym celu współczynniki przy zra, otrzymamy:

Nz
n»i

N

(57)

Z(x a + * 5 ) = 0 dla m >  N.n nrn n nn
n®l

Mnotąc (57) przez xm i sumując po m » 1....N, otrzymujemy:

N °
/ k x x > Y ’ x®

, nmxnxm + Bnn n “ “ ¿ L  “ T —
m,n=l m=l
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a korzystając z tego, że anB) - a nn t bnm - bmn> mamy dalej

N , ,2

Z  "
tn,n=l m=l

w » i i z
' (a x x  + b x x ) o  \  i— 2— . /  i mn m n an m n /  i m

Tym samym zostało udowodnione 

Twierdzenie
Deżeli f € Sj jest funkcję, dla której funkcjonał Re{R(x ,x)J osięga war­

tość maksymalną, to («) f spełnia równanie

E(-s Fm(fTrr)+ ^ Fm(fl7))) - Z(-i z"°+ “i zB)- 2  vw
mai m=l m=l

gdzie: ?„,(*) jest m-tym wielomianem Fabera dla funkcji yjzij'

__ N

2  a»oz’ - l09 7TzT 0r8Z In Z i  X- a ®0 
m=0 ln-1

(>3) Dla f wartość funkcjonału Re^R(x,x)J wynosi

N , ,2

o.

n=l
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BAPHAIiHH MHOrOMJIEHOB $ABEPA 

P e 3 m m e

9 i a  p a b o T a  c o c t o h t  h 3 f l s y x  n a c i e ä .  B x ie p B O ü  n a c m  n o j t y n e H H  B ap H au H H  m h o -  

r o t u ie H O B  $ a 6 e p a  f l j iH  ÿ y H K H H it  K J ia c c a  S^ j c o o T B e T C T B y io m a e  B H en ra e ö  B a p n a iü r a  E h $ -  

i j e p a ,  B H y T p e H H e ä  B a p a a i iH H  C n e H o e p a - lI lH $ $ e p a - X a x H H b O K o r o  a  Taaace  B a p a a u K H  J le B -  

H e p a .

Bo BTopoit aaoTH paboin HcnojibsyioTca pe3yxbTaiH nepBofi aacia â j i h  HCCJieAO- 
BaHHH (pyHKana KOTopbie flaiol MaKOHMyM ipyHKUHOHaaa Haxo^anerooa no Jiesoft cto- 
poHe HepaBeHCTBa HexapH-Cnara h  nojiyqeHO ajire6pannecKoe ypaBHeHHe, KOTopouy 
flOJiaCHO yflOBJielBOpaTb SKCTpeMaJIbHbie JyHKItHH.

VARIATIONS OF FABER POLYNOMIALS AND THEIR APPLICATION 
TO EXTREME PROBLEMS IN THE FAMILY ON ONE-LEAF LIMITED FUNCTIONS

S u m m a r y

This paper consists of two parts. In the first one were obtained va­
riations of the Faber polynomials for the functions j.n class S j , suitable 
to the Schiffer exterior variation, to the Spencer-Schaeffer-Charzyrtski in­
terior variation and to the Loewner variation.

In the second part of this paper are adopted the results of the first 
par for studying the functions which realize maximum of the functional 
being on the left of Nehari-Singh inequality, reciving a algebraic equali­

ty which must be satisfied by extremal functions.


