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WARIACJE WIELOMIANOW FABERA 1 ICH ZASTOSOWANIA
DO ZAGADNIEN EKSTREMALNYCH W RODZINIE FUNKCJI
JEDNOLISTNYCH OGRANICZONYCH

Streszczenie. Praca sktada sie z dwéch czesci. W pierwszej cze-
Sci uzyskane zostaty wariacje wielomianéw Fabera dla funkcji klasy
Sj, odpowiadajgce wariacji zewnetrznej Schlffera, wariacji wewnetrz-

nej Spencera-Schaeffera-Charzynskiego oraz wariacji Lownera.

W drugiej czesci pracy zastosowano wyniki pierwszej czesci do
zbadania funkcji, ktore realizuje maksimum funkcjonatu stojacego po?
lewej stronie nieréwnosci Nehariego-Singha i uzyskano réwnanie al-
gebraiczne, ktore musze spedniaé¢ funkcje ekstremalne.

Zwigzki miedzy wielomianami Fabera i funkcjami Jednolietnymi znane se
od dawna. Wiadomo mianowicie, ze wspétczynniki macierzy Grunsky®ego w ro-
dzinie S funkcji Jednolistnych wyrazajg sie przy pomocy wielomianéw Fabe-
ra, utworzonych dla odwrotnosci tych funkcji. Fakt ten postuzyt Sohiffe-
rowi [5] do uzyskania wariacji wspotczynnikéow macierzy Grunsky’ego przy
pomocy wariacji wielomianéw Fabera w rodzinie S, a tym samym do uzyskania
warunkéw, jakie musze spedniaé funkcje ekstremalne dla funkcjonatéw Grun-
8ky"ego. W przypadku rodziny Sj funkcji Jednolistnych ograniczonych warun-
ki Grunsky"ego zoetaty wzmocnione i przyjety posta¢ warunku Nehariego-Sing-
ha. Opr6cz macierzy Grunsky®ego wystepuje tam jeszcze jedna macierz, ktoé-
rej wspétczynniki wyrazaja sie takze przy pomocy wielomianu Fabera. Wyni-
ka stad, ze roéwniez w przypadku funkcji Jednolistnych ograniczonych zna-
jomos¢ wielomianu Fabera moze postuzy¢ do uzyskania wariacji funkcjonatu
stojagcago po lewej stronie nierdwnosci Nehariego-Singha, a tym samym do
uzyskania informacji o funkcjach ekstremalnych.

W pierwszej cze$ci pracy uzyskane zostaty wariacje wielomianéw Fabera
dla odwrotnosci funkcji klasy S”~, odpowiadajace wariacji zewnetrznej Schif-
fsra [7], wariacji wewnetrznej Spencera-Schaeffera-Charzynskiego [4], [1]
oraz wariacji Léwnera [2]. Wzory te sg interesujgce same przez sie 1 moge
byé uzyte, jak to zrobid Schiffer w [5], dla funkcji klasy 8, do uzyski-
wania wariacji roéznych funkcjonatéw w klasie S~

W drugiej czesSci pracy zastosowano wyniki pierwszej czesci do zbadania
funkcji, ktore realizuje maksimum funkcjonatu stojacego po lewej stronie
nieréwnosci Nehariego-Singha i uzyskano réwnanie algebraiczne, ktére mu-
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sze spednia¢ funkcje ekstremalne. Wynik ten pokrywa sie z wynikiem 0. Tam-
miego [6] otrzymanym przy zastosowaniu wariacji zewnetrznej w klasie S1
oraz z wynikiem 3. Sladkowskiej [9], otrzymanym przy pomocy wariacji wew-
netrznej w klasie S”.

Niech bedzie klase funkcji postaci:

f(z) = brz + b2z2 + bj > 0

jednolistnych w kole U "={]Jz] < 1). spe¥niajgcych warunek |Ff(z)|<l, ze U.
Niech ftSj, Wezmy pod uwage funkcje

Miz,i) » log f\2y n iz,j)iu*u

N(z,5 ; = -logii 4 f(i) f(z)), (z,5)eu x U

gdzie M(z,5) i n(z,J) se gtownymi gateziami logarytmu, takimi, ze gdy
z i S zmierzaje do zera, to Mic.j; zmierza do -Log b,, a N(z,i) do zera.
Funkcje M(z,5) i N(z,j) se funkcjami holomorficznymi zmiennych z, S i od-
powiednio z, J w bicylindrze U x U. Niech zatem

mn
m ,n=0
n?2n
n(z,5) = > , bppamr )
m ,n=I
Fm(t) nazywamy m-tym wielomianem Fabera dla funkcji |, jezeli jest wie-

lomianem stopnia m i jezeli w otoczeniu punktu z = 0 ma rozwinigcie po-
staci:

Fm(frdr) =4 o , c-n*n- (©))
n=1

Definicja ta jest jednoznaczna. Funkcja generujeca wielomiany Fabera w o-
toczeniu punktu =z = 0 ma postac :

Iog(l - tf(2)) = —/'y 1% (Fm(t) + mamg)zm @)
m=1
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Z powyzszej réwnosci oraz z (1) i (2) wynika, ze

00
ATIITS5=5'W+2Z "Sn** m>1" ®
n=I
Fm(f(s)) :)X 1 nbmnl'J - ma - m3> 1. (6)
- n=I

Poréwnujac (3) i (5) otrzymamy, ze
= < m,n> 1.

mn mn

Rézniczkujgc zwiezek (4) wzgledem t otrzymamy:

N f i r 'S

m=|

sked
00

JTtHrFE =1 +22~ 0 tFm(t)zI" (8)
m=l|

Podamy teraz trzy twierdzenia dotyczace wariacji funkcji klasy Sj. W
pierwszym podana jest wariacja zewnetrzna Schiffera, w drugim wariacja
Spencera-Schaeffera-Charzynskiego, w trzecim - wariacja Lownera.

Twierdzenie 1
Oezeli fe ,wgé¢ UNFU) - dowolng liczbg zespolong, to dla h zespolo-
nego dostatecznie matego istnieje funkcja klasy Sj postaci:

@ = f@) +h fT27-wQ hy 12of(2) © o(h) ®

gdzie zmierza niemal jednostajnie do zera, gdy h-» O.

Twierdzenie 2

CJlezeli fes”, 20<~ s? dowolnymi liczbami zespolonymi, przy czym zQeU,
to dla X rzeczywistego, dostatecznie matego, istnieje funkcja klasy S po-
staci :
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f(z )+f(2) z,tz1
™) « T(2) +t}<*:%$)' f(z) 7T7T-TrTT ™ zf (2)"y 1y +

_ry f"(OT

(1oi
1+f(z )f(2) . 1+2z2z
0F——=mm= 2t (@ o_  + o(r).
uf(z0)F(2) 1w zoz
Twierdzenie 3
Oezeli fe S1,0 - dowolna liczba rzeczywista, to dla £>0 dostatecz-
nie matego istnieje funkcja klasy postaci:

-10
~(2) = f(z2) - £zF((2) - 0isS* + o(f) (11)
1-e z
Zbudujemy teraz funkcje generujace wielomiany Fabera dla funkcji *f, f i
f, . Biorac pod uwage (4), (7). (8), (9), (10) i (1),

otrzymujemy:

log(l-t*f (2)) log(l-tf (z2)) - h 1—tw J ',m tFn'1(t)zB
0 m-1

oo

r n

- y
Wo (o= 1) Jidfj ™ .1

log(1-tf# (2)) « log(l-tf(z)) - r |y3[@zo Ttz™1) ~

/~tfF (z0)tl Y 11

SN 2 0 A~ b x « 1
Atflz J-4 /7 1m m “ tF(2Q)-1 / , @ F(zQ) m FTzAT* 3
m» 1 m=h 13)
00 00 m-1
- £ (Fn(t)+»smo)zm - z J j Z
moi

(FkCD +kako1l

o]
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/ nz I\ [AF(O0+tayX-7y1 m ot
0 (zo TTz”r) e Z I tFm(t)Z o

00
C f = TC*4)F o N ) aZI (F (t)+ma )z 13)

log(1-tf,, (2)) = log(1-tf(z)) + ~"F;*) . 1te_iaz + 0(€). (¢T))
1-e z

Korzystajac z (4) i poréwnujac wspotczynniki przy tych samych potegach
z po obu stronach (12), (13) i (14), otrzymujemy nastepujace wzory waria-
cyjne dla wielomianéw Fabera #Fm(t), Fa(t) i *Fm(t):
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m—-I -
[Fo (t) + 2me-inS- Zm ~ Fk(t)e™i8(m"k"J + o(e)
k=1 (€Y

Wezmy teraz pod uwage funkcjonat Fm « 9dzie n Je8t uetalonym,ale

dowolnym punktem kota U. Wariacje tego funkcjonatu, odpowiadajece waria-
cjom (9), (10) & (Il), dane ae wzorami:

Fm(TOT) m *Fm(FTvr) +, Fm@r47)("*FT?y « rdb) + o(h)* (18)

- »/ 1\ /7 1\ 1 \+ o(r) 19)
FA(F*Tw7) = F\Trr) + - f(w)j
*Fatror} "*fb(eTw7$ + Fa(TTWT)(77r AT " TTWt) + o(£)- 20)

Z (15) - (20) otrzymujemy:

(e Tlwt) “ Fm(TOT) + h n FA(M)w" Fm(N) +
o n»l

@)

het [ee]

4 o ¥ AiH FAJKe>*n . o +
n»i

f»(-FTwt) “ Frn(7T?) + A A { zo TTzfr) * TTwT-frz-00 7~ 7 ~(T777) ~

aFm(nb) -7 - 2n¢L Fk(7idr) ¢ T+ FmQ@ N )7 77 "fF (w)-
k» 1
(22)
*+W'1*4F e ¢ N 2f f(w) . / 1\
s 4 (x t59) e W
- . , 1+Z W
«2ii"oiaz, WICHKK* ., "HYS.2
-1
/»>(mTOr) * Fm(7TAr) - + 2"o»"1"6 * 2B 2Z Fk(TTwT)-
k» 1
~ K

- <(t0 t)*&E£Y (™ *2%*'1*“ 8-7-)] * -(>nm
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Wzory te beda wykorzystane w drugiej czesSci pracy.

Potraktujemy z kolei Fm(f(w)), gdzie w Jest ustalonym, ale dowolnym
punktem kot#a U, Jako funkcjonat okreslony w rodzinie S~ Wariacje tego

funkcjonatu, odpowiadajace waria“Jom (9) , (10) i (li), dane sa wzorami!
mE. (FiU>) - *F.(fUJ) + Fg(F(w))(#(7j - fM) * o(h) (24)
fR(FW) - Fp(f(i)) + F (fUuwfsr) - FWK o(D (25)

»FR(F, (W) « ,Fr (F(w)) + FR(F(W) (f, W) - F(W)) + o(e) (26)

Z (15), (16), (17)., (24), (25) i (26), otrzymujemy!

v e"<e» W " _<«m>> - h4 (> 2 [ 4) -
o " n*1
@n
-K1ee Vi * oMT)
FAE*)*)) - FI’<«.».?{* [(s wo" 1S
2F(z0)
- 2m *x * o
Z:I o ] 4 J(zQ) - TTwT
- - -i
———— Z +w —_— m - -——= _m-k
- FATiw))A*)  rM or- mFB(F(W)) - 2mZ* - 2m 2_, FkCF(w)) o(r)-
Z0-w k-1
SFAF, (W) - FB(F(w)) - FFmMFAKw)) + Zme"1"® ¢ 2m Fk (F (w0 )e~ 19" - kK
L krl
29)

/ oo
+ FREFOW)WF (W) A1 + 2 (=_ie5)"~J + o(F)
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Wezmy pod uwage dwie formy, jedna kwadratowg

P(x,x) (30)

i.nol
druga Hermite"a
N
Q¢ %) 52 Bun m¥p- N L (€1D)
m,n=

Z wkasnosci funkcji M(z,S) i N(z,J) wynika, ze

Niech R(x,x) = P(x,x) + Q(x,x)-
Rozwazmy funkcjonat

N
Re R(x ,x)| Re (amﬁxmxn + bmnxmxn)
m,n=I
gdzie x = (X1,...,x>]) jest N-wymiarowym wektorem o N wspétrzednych ze-

spolonych, nie wszystkich roéwnych 0. Zatézmy, ze funkcja f E Sj realizuje
maksimum funkcjonatu (32) w rodzinie S1, czyli

Re]R(x,x)J 5 Re]R(x,x)J, (33)

gdzie Re]R(x,x)j jest wartoscig funkcjonatu dla fes”.

Policzymy teraz warto$¢ funkcjonatu Re|R(x,x)| dla funkcji *f, ~ 1 f,
okreslonych wzorami (9), (10) i (D).

Korzystajac z rozwiniecia w szereg Fm(fTVy)1l z analogicznych rozwi-
nie¢ dla F* i ¥Fm (7-T;7T), a nastepnie poroéwnujac wspot-
czynniki przy wn po obu stronach, otrzymujemy zwiezki:

fmn ® %mn A ko *n oM * FRXwQY*  m\wo/ A & mmn Bntren FR/WDN+0/hA

0 . (34)
Wi > i o2 {[(emtodt) ??7f) o me*E (KO <o
n-1 m-1
T Mpn T Mpn 5, L kemk +“nli 242  kn o mk

k«l
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S 2he, YeY) T CR kR TG F(FE,)

n-1 m-1
_ . -n-k _ . -m-k ,— n+m
"2 E kamk50"k - 2 kn o + zzo o(T).
k=1 k=1
*8gn = g £I|1marm +nag, t+ 2 )/ kakHe—i®im—k" +2 F ’ kanke—1®in"k) "
k=1 k=1

(36)
2e-(n+m)i0 I o(£fL

Mnozac (34), (35) 1 (36) przez xmxn i sumujgc po m oraz n, otrzymujemy
nastepujgce wzory wariacyjne dla formy P(x,x):

*P(X ,X) > P(X ,x) Y*o/ n\Wwo/ ma

m,n=1
(€D)
r vy f;](\(/)v ) fm(wﬁ) nom o(h).
> n»l
P*(x ,x) = P(x ,x) -T
(z° w ) (?¢& E
(38)
N N n-1 , N 2
+2 rlamnxrﬁ( n +4 EZ Z ka'>k ~ xmxn " 2(C E
m,n=1 n,m=1 k=1 o n=1 o
N
n=1 m,n=i
+ 4

1 E kamk50‘k V.n - 2(C E SoXn)Z] I +o(7)
,n=1 k=1 n=1 X
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N -m-1
_ X -"iv 1 io(m-k )N\

#P(x,x) = P(X,x) - £ BamnXmXn + 4 2 ~ \ 2 L~ kakne =A)yxmxn "

L m,n«l m,n=1 k»l
(39

2 o(e).
ra,n=1

Korzystajac z rozwiniecia w azereg FACFfCw)) i z analogicznych rozwi-

nigé¢ dla Fh(*f(w)), Fm(f*(w)), Fm(f# (w)), a-nastepnie poréwnujec wspot-
czynniki przy w po obu stronach, otrzymujemy zwigzki!

*BAR P Bn- h R K Fi %o)FRMRD) " R Hh FAEs X Fm D + °(h) (40)

£ (0>"2
ban = Pun ¥ 20 TTz-T) 2 577T p; (f(z0)) @n
- H.n - 2£ kbnkz -k - 2 g kbkn
k-1 k-1 0

n-1
:Z bk -2z MaT o
k-1 k-1

bmn * bmn ™ ~p m+n)bnm + 2 Z *’kn6" 107 )" 212 kb«kaiO(n“k”™ + °(£>
L k-1 k-1 J  (42)

Mnozec (40), (41) i (42) przez xnxn i sumujac po m oraz n, otrzymujemy
wzory wariacyjne dla formy Q(x,x):
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" 1
m .=l WVfTzoV (44)
| ] N n-1 N m-1 X X
_ B m~n
27z (n#BDBnnVn “ 2 S E kb.kzg k XK n 2 H S kbkn
m,n=1 m ,n=1k«l m, n*1 k=1
N
/\ n+m)B_ i
2(z°ttt 2 E Fho( Ay -srs - x  » (MMBg
m,n»l o m,n=1
-« 2 k% A 27 2 - ot *V o).
m,n=1 k=I m,n=1 k=1
N N m-1
-i0(m-k
2 X) @ QX .x) - ¢ Z @M+ )by Xy +2 kbkne ) xm V
m ,n=| m,n«l k»1
(45)
N n-1
1 io(n-k>
_%* Z I E kb, . o(f).
m,n=1 k=I
Zatozylismy, ze f(z) jest funkcje ekstremalna, a
N
Rblr(x ,x)J » Relp(x,x) + Q(x,x)] = Re ~ annXnXn * bmnxmxn)
,n=1

odpowiadajac? Jej wartoscig formy.

Poniewaz funkcje *f dla dostatecznie matych h, f* dla dostatecznie matych

Ti ~ dla dostatecznie matych £ sg roéwniez funkcjami rodziny S,”, wiec

odpowiadajace im wartosci naszego funkcjonatu spedniaja nierdéwnosci:
Re[*R(x-x)} < Rb|r (x ,x)j,

Re{R*(x,x)j « Re{Re(x,x)],

Re|l,R(x,:;)] &S Rs{r (x ,x)J.



282

Stad

Re h -1 FF(-M
YX n{wn/
m,n=

Yo W\dos BT

,n=1

h ¥
m

2@ wzpd %

d “men”

Re{ R(x,x)} - Re]R(x,x)]|

Pt

ja . r
n*m

m ,n=I

Re|R*(x,x)J

n=1

/

m,n=1

Y G F (RS

m, n»l

DY F

JRZWIST - T Y

N 2

“qi=l. xmxn “ 2( S y)
0 ¢}

n=1

- Re|R(x,™)I

+

f%(bo) Fn;j }

f' (f(z ) f'\ft(zoy}3—2 + 2 % 7namnx

Kb, 25 K Xpx,, +2E Z

m,n=1

(n+,n)BmnXmXn + 2 S E

H.

"Rt (3)FT(3)I201
n [0} m [0} n.m

JrT. oh)

X
n=1

E (n+”)BmxV n +

kn 7~
¢}

kBmk z

S
m,n=1 k=i

o(r)

Oondro

(46)

“n

H
mn
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Re{*R(x,x)J - Re]R(X,Xx)]j (48)
N ,m-1
Re —fi]2 ">2«*mn\xn * *
ra,n=1 m,n»1 k-1
N »-1
2 > ¢22jJ(2]j Bk»""10<"k>),,. ;>
F{r__ * n m,n-1 k-1 "
,N-
N N n-1
i0o(n- _
2 3 (MB)bxnx«;n + 2 Kby o(®
i,n«l m,n=i k-1

Wobec dowolnos$ci zespolonego h 2z (46) wynika. Ze

(Z

m*1

A "_(:;) AW ) | B> (49)

Gdyby ,”0& H by+ punktem zewnetrznym dla obszaru f(U), to dla dowolnego
w

5 (" PU)- - &)

2 powyzszej roéwnosci wynikatoby, ze x" - Xg - Xlg = 0, co nie za-
chodzi. Wnioskujemy sted, ze zbi6ér U\f(u) nie ma punktéw wewnetrznych.Wo-
bec dowolnos$ci V rzeczywistego Re|...Jw (47) musi by¢ réwny zero, a z

dowolnosci /3 zespolonego wynika roéwnosé:
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Z uwagi na dowolno$¢ zQeU, z powyzszego réownania widac¢, ze funkcja w «
= f(z), ekstremalna w klasie , spedniaw kole Uréwnanie:

(zwf(Z S 1« Fn@G)" "™ iwr 1) “ 52>
n=1

gdzie Q(z) jest prawe strone réwnania (51), w ktérej przyjeto z w miej-
sce z,.

Z (51) wynika, ze Q(z) przedtuza sie jako funkcja wymierna na cate pta-
szczyzne, ze ma jedynie bieguny stopnia co najwyzej 2N w z =0 1 z=o00
oraz, ze Im Q(z) » 0 dla |z| = 1. Ponadto z dowolno$ci dodatniego £ w
(48) wynika, ze

1
=

Q(z) > 0 dla 1z] (53)

Z (51) wynika dalej, ze jesSli z*e U 1 Q(z”) =0, to zf jost pierwiast-

kiem parzystokrotnym funkcji Q(z), a poniewaz Q(z) = Q(*-), wiec takze
z

wszystkie pierwiastki lezece w zewnetrzu kota jednostkowego se parzysto-
krotne, a z (53) wynika, ze takiez se pierwiastki lezece na okregu |z|= 1.
Q(z) jest zatem kwadratem pewnej funkcji wymiernej rzeczywistej nalz| = 1,
o biegunach stopnia co najwyzej N w punktach z =0 i z =°0, Wyciega-
jec teraz pierwiastek z obu stron (52) stwierdzamy, ze w = f(z) spetnia

réwnanie roézniczkowe postaci:

(.*)Fé(; ig @— iwrF (54)
n .

gdzie Aq jest rzeczywiste. Co wiecj, poréwnujec wyrazy wolne po obu stro-
nach (54), z uwagi na (5) i (6), stwierdzamy, ze Aq = 0. Catkujec wresz-
cie (54), otrzymujemy:

2_} ~t F(7Trr) +4 (@) - 1 =4 + +~rr 2N + c* (55

Biorec jeszcze raz pod uwage (5) i (6) stwierdzamy, ze cze$¢ gi#oéwna stro-
ny lewej (55) ma postac:

- T2

m=1
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a wiec strona prawa (55) ma postac:

roel

Stwierdzamy na koniec, te Im{c} » O. Istotnie, na mocy (50) - zj*"r

3f(u)~au jt 9. Wynika stad bez trudu, ze istnieje cigg z e U, zn~-e °,
up
taki, te cigg Tf(z )- e . Ktadac w zwiezku

(- 7-(etlt) »3}" . <*<«» - N <56>
i m-3.

¢
m«
zn w miejsce z i przechodzec do granicy przy n--<=0, otrzymujemy

Im {c} - O.

Na koniec z (5) i (6) oraz (56) wynika; te

N
nel

Obliczmy na koniec maksymalng wartos¢ funkcjonatu Re”R(x,x)J. Poroéw-
nujac w tym celu wspoétczynniki przy zra, otrzymamy:

Z (s7)

Mnotac (57) przez xm i sumujac po m » 1..._.N, otrzymujemy:

/ k X
) nmxnxm + Bnn n
m,n=1
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a korzystajac z tego, ze armB) - ann t bnm - bmn> mamy dalej

- +
/ nn~m n an m n
tn,n=1 m=1

N
b xx)o ;Zi il%—

Tym samym zostato udowodnione

Twierdzenie
Dezeli f€Sj jest funkcje, dla ktérej funkcjonat Re{R(x ,x)Josiega war-
to$¢ maksymalng, to («) f spednia réwnanie

E(-s by Ki7) - Z(-1 2°+1 8- 2 vw

gdzie: ?,,(*) jest m-tym wielomianem Fabera dla funkcji yjzij"

N

2 a»0z” - 109 7TzT 0r8z In Zi X-a®0
m=0 In-1

(3) Dla f wartos$¢ funkcjonatu Re”R(x,x)J wynosi
N , 52

n=1
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BAPHAIiHH MHOrOMJIEHOB $ABEPA
Pe3mme

9ia paboTa coctoht h3 flsyx naciea. B xiepBOG nacm nojtyneHH BapHauHH mho-
rotuieHOB $a6epa fljiH yyHKHHit Kliacca S~j cooTBeTCTByiomae BHenraed Bapnaiira Eh$ -
ijepa, BHyTpeHHea BapaaiiHH CneHoepa-llIH$$epa-XaxHHbOKoro a Taaace BapaauKH JleB-
Hepa.

Bo BTopoit aaoTH paboin HcnojibsyioTca pe3yxbTaiH nepBofi aacia ajin HCCJieAO-
BaHHH (pyHKana KOTopbie flaiol MaKOHMyM ipyHKUHOHaaa Haxo”anerooa no Jiesoft cto-
poHe HepaBeHCTBa HexapH-Cnara n nojiygeHO ajire6pannecKoe ypaBHeHHe, KOTopouy
flQJiaCH0 yfIOBJielBOpaTh SKCTpeMaJlbHbie JyHKItHH.

VARIATIONS OF FABER POLYNOMIALS AND THEIR APPLICATION
TO EXTREME PROBLEMS IN THE FAMILY ON ONE-LEAF LIMITED FUNCTIONS

Summary

This paper consists of two parts. In the first one were obtained va-
riations of the Faber polynomials for the functions j.n class Sj, suitable
to the Schiffer exterior variation, to the Spencer-Schaeffer-Charzyrtski in-
terior variation and to the Loewner variation.

In the second part of this paper are adopted the results of the first
par for studying the functions which realize maximum of the functional
being on the left of Nehari-Singh inequality, reciving a algebraic equali-
ty which must be satisfied by extremal functions.



