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Oerzy TROOAN

0 WYKLADNIKU ZBIEZNOSCI

Streszczenie. W pracy badana jest mato uzywana definicja wykdtad-
nika~zBTeznoJci. W klasyczny spos6b wyprowadza sie to pojecie przy
pomocy wzoru (l1), my zajmiemy sie wzorem (3). Podane se dwa twier-
dzenia:

Twierdzenie 1
Dany jest ciegj ot*"}.c*ne R+. lim«:n=0, 1< Jj)< 00 . Wéwczas:

ID/"{*.D)> <{*.>

2° 3 limiaii = K, MO =5/<{*]) *e ({3} « P
n
3° Oesli //({¢nj)<®° , to VS >0 3A{r} <n< M n=1.2,...

/> - 251> /<l ~S<M{/3n )"
Twierdzenie 2

Dane se ciegi {<amj . {/'"n} ° wyrazach nieujemnych, spedniajece nie-
réwnos¢ (8). Oesli jedenrz wyk%adn@kéw zbieznosci . n}) Iubﬁhqfaﬁ)
jest wiekszy od 1, to p=*

Podany jest roéwniez wzo6r (7) pozwalajgcy na wyliczenie wyktadnika
zbieznosci ju .

Celem pracy jest spopularyzowanie innej niz zazwyczaj spotykanej defi-
nicji wyktadnika zbieznos$ci ciegu iteracji. Przez analogie do kryteridw
d’Alamberta i Cauchy, dotyczecych zbiezno$ci szeregéw, mozna wprowadzic
pierwiastkowe kryterium szybkosci zbieznos$ci ciegéw, lepsze w pewnym sen-
sie od najczesSciej stosowanych wzoréw, wykorzystujgcych ilorazy kolejnych
wyrazow. Kryterium to zostato wprowadzone w pozycji [3] bibliografii.

Zajmiemy sie ciegami liczbowymi o wyrazach rzeczywistych i dodatnich,
zbieznymi ponadto do zera. Ciegi takie znajduje zastosowanie przy badaniu
zbieznosci metod iteracyjnych (patrz np [1]). Szybko$¢ zbieznos$ci ciegu
mozna scharakteryzowaé przy pomocy pojecia wyktadnika zbieznosci.
Definicja 1

Niech bedzie dany cieg liczb rzeczywistych dodatnich { j- Niech po-
nadto lim a - 0. Wyktadnik zbieznosci {<n}) definiujemy wzorem

==t

JI{*nY> = supfp: Um~sup fcii < o=). (1)
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Powyzsza definicja posiada pewne niedogodno$¢. Rozpatrzmy bowiem cieg

al, - 1072 tJ. @

Zgodnie ze wzorem (1) otrzymamy £({<n}) - 1 mimo, Ze mozna tu byto ocze-
kiwa¢ zbieznosci kwadratowej: cieg (2) Jest nie wolniej zbiezny niz cieg
{/A}, gdzie

_sn-1

fin - 10 2

a Jest oczywiste, ze

*<{*_}5 - 2-

Ola unikniecia tego przykrego faktu wprowadzimy nowe definicje wyktad-
nika zbieznosci, o tyle "lepsze", o ile lepsze w badaniu szeregéw liczbo-
wych Jest kryterium Cauchy od kryterium d’Alamberta.

Definicja 2 j |
Niech bedzie dany cieg liczb rzeczywistych dodatnich {<*,}» Niech ponad-
to » 0. Wyk¥adnik zbieznosci definiujemy wzorem
n—<e
1
supjp: lim sup a;P m 0j. (©)

Zauwazmy, ze wykdadnik zbieznosci f* zdefiniowany powyzej posiada whkas-
nos¢ monotonicznosci, ktoérej nie miat wyktadnik e w sensie definicji 1.
Mianowicie

*n*4 . diB n> N=>/*({*,})> 7 {/np)

Przed podaniem twierdzenia charakteryzujecego nowo wprowadzony wykdad-
nik zaprezentujemy lemat pomocny przy Jego dowodzie

Lemat
Dany Jest cieg ook w*"0Z8a

supjp: lim sup mA™ < ool - supjp: lim sup m 0] (©))
| n—°o oC” J | n—<*» ot A J

supjp: lim sup < 1] = supjp: lim supet” - 0j ®)
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Dowdd
Oznaczmy

P1L “gp > °1! liB 8u < 00 P- > 0: lim _su -01
lIp n- 00 P 3 > 'Ip n- 00 P i

oip B

i/P
n

Q2 m jp > Of lim sup c(p « 0].
* | n—°o J

n— 0

Qf <1 P> 0: lim supocP <11
I 0 J

Nastepujgce whasnosci zbioréw P+ 1*1,2 se oczywiste

"o* pi

pO€ P2 ~ pO€ P1 czyli P2C PL=> sup PL > sup P2.

Pozostaje udowodni¢ nieréwnos¢ odwrotne. Oezeli sup P » O, to sup P2»0
1 réwnos¢ (4) jest prawdziwa. Zatézmy wiec, ze sup PN > O. Wtedy, dla
dowolnie matego S istnieje pQe p* takie, ze sup Pj - pQ< i cieg

1 1
/A » — p—- jest ograniczony. Obieramy teraz Pj m Pq “ 3e8t
fin

~n+JL . An+l gﬁ& n—«

1 J% n
n
Otrzymujemy wiec, ze

VS>0 3PA I sup Pj- PjJ< 6 i lim sup -ntl a o

«
n

a sted wynika nierownos¢ sup Pj < sup P2.
W podobny sposéb udowadniamy (5)

1 e Q%

p:n

p0«Q2 "~ POe Qa czyli Q2c Qj => sup Qa> sup Q2
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Oezeli sup O0j =1 to sup Q2 = 1. Zaktadamy wiec, ze 9up Qj> 1. Wtedy

istnieje POe 0. takie, ze sup QJ - pQ< J-s dla dowolnie matego s oraz
-n
€0 < K< 1 dla dostatecznie duzych n. Definiujec p, wzorem E’l = ~0 +
n p
+ ~r S, otrzymujemy
2p0

Oznacza to, ze
P:n

¥ S>0 3p j eup0j - Pj< S i lim sup <¢n =0
n-»00

czyli Pj6 Q2 , sked wynika, ze sup Qj < sup Q2
Mozemy teraz sformutowaé

Twierdzenie 1

Dany jest cieg{i*nJ, <ne R+, lim«n » 0. 1< e (pnJ)< °®. Woéwcza9
n—»00

ic/ (K 1>~ K })

2°311Im = K, K/ 0=5> /"({«nP = ¢~ {«nP " p
n—ood,"!

3° Oezeli/e({tfj) <00 to ViT>63{/ 3} <n< n

/f({A.]) -f({/9n}>. A * n})

Dowod

1° Dla dowolnie matego S spekniajecego nieréwnosé ;x~(pnj) - 1, obie-

ramy q = - i. Z (4) wynika, ze
3N *N+k< *N < i
&€
1 1 1 1 1 1
un< unr+ e* + n+i n jh, znh N
*s+k </q q
-n
czyli lim sup < 1. Korzystajec teraz z (5) i przechodzec z &' do
n-00

zera otrzymujemy ({<*nj) > p ({«,,J) -
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2° R6éwnosé
dowodni¢ nieréwnoscé

UBi2+i,K
n—«o al
dla k> 0. Zatoézmy,
©
takze 0.

q

tatwo stad wywnioskowac,

3° Dla danego 8 > 0

gdzie
niujemy ciag

to bedzie on spedniat oczywiscie warunki

W pracy [23 podany jest efektywny wzér,

zbieznosci e

Stosujac podobne rozumowanie mozna pokazac,

skad wynika

p » ju( «n} - 8,
On | wzorem

305

= P wynika z (4). Z uwagi na punkt 1° wystarczy u-
D= ("D
1epe. e+P L i
KA0=*>3n 1«N+k>(])
e q> p 1 zbadajmy granice wyrazenia
I+p+...+pk_1 pklgN+k dla k.
“nj
k-1 pk - 1 0
G- a@e-n D

Lim infi*N+k 3 1.

k~-00
ze J)=E p.
obieramy N tak duze, by dla n> N bylo £fp <8,
czyli <n< ifP dla n > N. Oezeli teraz zdefi-
dla n« N
p dla n>N,
punktu 3..

pozwalajacy obliczy¢ wyktadnik

Mianowicie

In
« n+l

" jinginf TFT; (6)

~{“nP

zdefiniowane wzo-

ze ,u({«n})

rem (3) mozna wyliczy¢ przy pomocy wzoru

(wzory (6) i

(7) sa prawdziwe dla wyktadnikéw p
Aby wykazaé¢ jego prawdziwo$¢ wystarczy pokazac,

Q)

/"{@"n)) " exp{liln inf H In In

ip wiekszych od jednosci)
ze jezeli
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lim inf j In In ~ = In p»,
n— o» " *n 0

to

-n 0 dla ii5p < pQ
lim supdi.

1 dla PO < P

Niech p< pQ. Woéwczas istnieje p™e (p, pQ) takie, ze dla dostatecznie
duzych n

_pn n _/PIN\

In In >n In pt <h < e 1=> Llim sup < lima "p » 0

Oezell natomiast p > pQ, to istnieje p2e (pO, p) 1 istnieje podciag

{nili ie
"j
In Inai -<niln P2 e 72
-ni -fr)"
lim sup dp > lim sup < _ > lim s "p " »1
n— «o 1—» ni n—»

Wr6¢émy teraz do naszego ciegu danego wzorem (2)

«p - 167220 - e-220 |InH0
lim inf 1 In In2~ _ Lim inf i In In
n-oo n n n— o® "
2f-1 ml
lim inf 1 In(2 2-*Inl0) - lim inf i (271n2 + In Ini0) - In2,
-*®0 n n- ® n
Otrzymujemy, Jak mozna byto oczekiwacé J) m 2.

Czasami spotyka sie Inne metode badania szybkosci zbieznosol ciegu ite-
racji {xn} do rozwlezania x*. Zamiast oceny an “ |xn ” x* |* ktéra moze
by¢ w pewnych wypadkach trudna ze wzgledu na nieznajomo$¢ rozwiezania do-
ktadnego «x*, bada sie wielkos¢ fn - |[xn+i - xn| (pstrz [2]). W naezym

przypadku problem sprowadza sie do, oceny azybkosci zbieznosci ciegu {yn]
spedniajacego nieréwnoscé

[*n " *n+i] < \rn\< *n * *n+l (8)
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Mozna udowodnié

Twierdzenie 2

Dane sg ciegi 94:, i {*nj 0 wyrazach nieujemnycp §pe+niajacg nieréw-
nos¢ (8). Oezell jeden z wyktadnikéw zbieznosci Tub Jeet
wiekszy od 1 to//({«nd)
Dowéd

rn< fin. gdzie » 2 max{rfn, *n+1} i /7/7{/)3) - /»<{*,]), sked wy-
nlk0 A ({/n})> /£({*n))*

N

N -
Zak6zmy teraz, ze yn 2 dla n> N. Z (8) wynika, ze

k-1 N
i-w -~nl N+ M(G?) 2<1 -
B ig 'OP %
N N
Sted mamy, ze <N - M(p) 2~ <<3fN+k” 8 Poniewaz ~N+k t0 "N
czyli
/X1{"n}) >9 (9)

Nalezy rozrézni¢ dwa przypadki

1° ~({"n}) =00>Wtedy dla dowolnie duzego eistnieje N takie,ze
dla n > N, wykorzystujac (9) otrzymujemy "ee,

2° A rnY - p<o0 , na podstawie udowodnionej pierwszej czesci twierdze-
nia mozemy zatozyé p > 1. Z twierdzenia 1 wynika, ze

MS JN fn< 2~*n  dla n> N i \ei p|< S .

Przechodzac z i do zera we wzorze (9) otrzymujemy > P-

Analogiczne twierdzenie w przypadku wyktadnika ¢ nie jest prawdziwe.
Dako kontrprzyktad mozemy znéw skorzystac¢ z clegu {«nj danego wzorem (2)
i zdefiniowa¢ yn wzorem jpn m="sn - «n+”~. Poniewaz » 0 wzér (l)traci
sens.
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0 IIOKA3ATEJIE KOHBEPrEHIiHH

Pe3kme

B paSoie Stuia accjieflOBaHa Malio-ynoipedjiaeMoe onpeflejieHae noKa3aiejiH koh-
BepreKitfiH. KjiaccaaecKHM cnocofioM bboahtch bto noHHTae npa noMoma $opiiyjiu (I)i
mu 3aitMeMca $opMyijio8 (3). no”aHU «Be leopeMU!

TeopeMa 1
flaHo: U sR*, lin«n =0, 1< p ((<*,})<00 , Torra
L * n —»00
»« < {«.]>
2°3 Urn iijii m K. K /7 0n- 2<{«,,)! - " P
n-—° n
3° Ecjia ~({a"n})< 00 , to V<?>0 3 {-#} <n < 2B, n»1.2F...
W A</ ({/on}) A A{«nP
TeopeMa 2

JJaHO | nJ, | yn| o 3HaaeHBHX HeoTpaiiaTejifcHbtx, oTaHOBamae HepaBSHCTBO (8)
Eojib OfIHH a3 noKa3aiejie{i KOHBepreHiiaa cu{<n]) bjib A A '» eoTB doabme 1,

mA rA - , -
lloflaHa Taasce $opMyjia (?) no3BOJiHionas Ha paocaeT noKa3aieaH KOHBepreHgaa

ON THE ORDER CONVERGENCE

Summary

In the work there ha3 been examined the little used definition of the
order of convergence. The classical definition is derived by formula
(), whereas we shall explore the order defined by formula (3).

Two theorems are given:

Theorem 1

Assume that there is given sequence .

Then:

/>3 2({*.}>

2° 3 lim -K, K/ 0=S> /7' ({*,})“?2({*,}) “ P
n-o00 n
I <00 . te+V8>0 3{A]an<t n-=12....
A fiA ¢ A Un}] - A rY
Theorem 2
Assume, that there are given sequences {otn}. °f nonnegative numbers
satis - fying the inequality (8). |If one of the orders of convergence

or /i({yn}) is greater than 1, than /i({cn}) = jwc{}) -
There is also given formula (7) which allows the calculation of the
order of convergence



