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Oerzy TROOAN 

O WYKŁADNIKU ZBIEŻNOŚCI

Streszczenie. W pracy badana jest mało używana definicja wykład­
ni ka~zBTeżnoJci. W klasyczny sposób wyprowadza się to pojęcie przy 
pomocy wzoru (l), my zajmiemy się wzorem (3). Podane sę dwa twier­
dzenia:
Twierdzenie 1

Dany jest cięg j ot^ }.c*n e R+ . lim«:n=0, 1 <  j ) <  00 . Wówczas:

lD/'({*„})> ✓<{*„]>
2° J  lim iaii = K, M O  =*>/<({*„]) * ę ({«■„}) « P 

n
3° Oeśli //({¿ n j)<°° , to V S  >  0 31 {/3r } <*n < /3n n=1.2,...

/»({*„]) - ?({*„]> /*<{*■}> ~S<M{/3n })^

Twierdzenie 2
Dane sę cięgi {<acnj . {/'n } ° wyrazach nieujemnych, spełniajęce nie­

równość (8). Oeśli jeden z wykładników zbieżności } ) lub//■({/? j)
r i  f  t *• n. i  '  1 n j

jest większy od 1, to P *
Podany jest również wzór (7) pozwalający na wyliczenie wykładnika 
zbieżności ju .

Celem pracy jest spopularyzowanie innej niż zazwyczaj spotykanej defi­
nicji wykładnika zbieżności cięgu iteracji. Przez analogię do kryteriów 
d ’Alamberta i Cauchy, dotyczęcych zbieżności szeregów, można wprowadzić 
pierwiastkowe kryterium szybkości zbieżności cięgów, lepsze w pewnym sen­
sie od najczęściej stosowanych wzorów, wykorzystujących ilorazy kolejnych 
wyrazów. Kryterium to zostało wprowadzone w pozycji [3] bibliografii.

Zajmiemy się cięgami liczbowymi o wyrazach rzeczywistych i dodatnich, 
zbieżnymi ponadto do zera. Cięgi takie znajduję zastosowanie przy badaniu 
zbieżności metod iteracyjnych (patrz np [l]). Szybkość zbieżności cięgu 
można scharakteryzować przy pomocy pojęcia wykładnika zbieżności.

Definicja 1
Niech będzie dany cięg liczb rzeczywistych dodatnich { j- Niech po­

nadto lim a - 0. Wykładnik zbieżności {<*n}) definiujemy wzorem
n-*-“

¿7({*n}> = supfp: Um^sup fcii <  o=>). ( 1 )
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Powyższa definicja posiada pewnę niedogodność. Rozpatrzmy bowiem cięg

naL - 10"2 ŁJ. (2)

Zgodnie ze wzorem (l) otrzymamy £>({<*n} ) - 1 mimo, Ze można tu było ocze­
kiwać zbieżności kwadratowej: cięg (2) Jest nie wolniej zbieżny niż cięg 
{ /3n} , gdzie

~n-l
- 2*

fin - 10 2

a Jest oczywiste, że

*<{*.}5 - 2 -

□la uniknięcia tego przykrego faktu wprowadzimy nowę definicję wykład­
nika zbieżności, o tyle "lepszę", o ile lepsze w badaniu szeregów liczbo­
wych Jest kryterium Cauchy od kryterium d’Alamberta.

Definicja 2 "■
Niech będzie dany cięg liczb rzeczywistych dodatnich {<*„}• Niech ponad­

to » 0. Wykładnik zbieżności definiujemy wzorem
n— <x>

1

supjp: lim sup a;P ■ oj. (3)

Zauważmy, że wykładnik zbieżności f* zdefiniowany powyżej posiada włas­
ność monotoniczności, której nie miał wykładnik ę w sensie definicji 1. 
Mianowicie

* n * 4 .  dlB n > N =>/*({*„})> /“ ({/Sn})

Przed podaniem twierdzenia charakteryzujęcego nowo wprowadzony wykład­
nik zaprezentujemy lemat pomocny przy Jego dowodzie

Lemat

Dany Jest cięg “ °* w *"0Z8a

supjp: lim sup ■ -n^  <  ool - supjp: lim sup ■ oj (4)
l  n — ° o  oC ^  J l  n —<*» o t  ^ J

supjp: lim sup <  i| = supjp: lim supet^ • oj (5)
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Dowód
Oznaczmy

P 1 “ i p >  ° ! liB 8up <  0 0 | P- » | p > O: lim sup - O 1
l n— 00 i/P J l n— 00 oip

n n ’

Qł • i P >  O: lim sup oćP < l l  Q2 ■ jp >  Oi lim sup c(p « O j.
I n — 00 J  *  l n — ° o  J

Następujące własności zbiorów P± 1*1,2 sę oczywiste

O e P

" o *  pi'
d  1 oC 0 n n

pO € P2 ^  p0€ P1 czyli P2C PŁ => sup PŁ >  sup P2.

Pozostaje udowodnić nierówność odwrotnę. Oeżeli sup P^ » O, to sup P2 » O
1 równość (4 ) jest prawdziwa. Załóżmy więc, że sup P^ >  O. Wtedy, dla 
dowolnie małego S istnieje pQ e p^ takie, że sup Pj - pQ <  i cięg

1 1
/3n » — p—  jest ograniczony. Obieramy teraz Pj ■ Pq “ 3e8t

fln

^n+JL ^ n + l J£& n —-« — —  ■ — — aC o -•P1 J>o n
n

Otrzymujemy więc, że

V  S >  o 3 PA I sup Pj- Pj <  6 i lim sup —nłl a o
«
n

a stęd wynika nierówność sup Pj <  sup P2 . 
W podobny sposób udowadniamy (5)

1 e Q±

p;n

p0 « Q 2 ^  P0 e Qa czyli Q2 c Qj = >  sup Qa >  sup Q2



304 0. Trojan

Oeżeli sup Oj = 1 to sup Q2 = 1. Zakładamy więc, że 9up Q j >  1. Wtedy
istnieje P0 e O. takie, że sup Qj - pQ <  Jj- S  dla dowolnie małego S  oraz 

-n
e* 0 <  K <  1 dla dostatecznie dużych n. Definiujęc p, wzorem ~  = ~  + 
n P1 p0

+ ~ r  S , otrzymujemy 

2p0

Oznacza to, że

P:n
¥  S > 0  3 p j eupOj - Pj <  S i lim sup <*n = 0

n-»oo

czyli Pj6 Q2 , skęd wynika, że sup Qj <  sup Q2 
Możemy teraz sformułować

Twierdzenie 1
Dany jest cięg{i*n J, <*n e ]R + , lim « n » O. 1 <  ę ( p n J ) <  °®. Wówcza9

n —»o©

i ° / ‘ ( K ] > ^ K } )

2 ° 3 l l m  = K, K /  0=S> /"({«nP = ¿ ^ { « n P  ' p
n— oo oC'l n

3° Oeżeli/¿({tfj) <  00 to V i T > ó 3 { / 3n } <*n <  ̂ n

/f({Ą,j) -f({/9n }>. A * n })

Dowód

1° Dla dowolnie małego S spełniajęcego nierówność ¿’< ^ ( p n j) - 1, obie­

ramy q = - i. Z (4) wynika, że

3 N * N+k<  * N < i
ćC

1 1  1__ 1_ 1 1
u n <  u n r + •*• + n+i n j h , z ń „n

*s+k < / q q

- n
czyli lim sup <  1. Korzystajęc teraz z (5) i przechodzęc z <5" do

n - 0 0  .  . .  .
zera otrzymujemy ({<*n j) >  p  ({«„ J) •
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2° Równość = P wynika z (4). Z uwagi na punkt 1° wystarczy u-
dowodnić nierówność j) =£ ({ĉ n })

U B i 2 ± i „ K .  K ^ 0 = * > 3 n  : « N + k > ( | )  
n —«o a 1'  '

k—1l+P+..e+P -k

dla k >  0. Załóżmy, źe q >  p i zbadajmy granicę wyrażenia

©

c 1 N+ kl'+p+ ...+pk_1 pk|q— - dla k .
“ n  j

k-l pk - 1
(p-l) q (p - l) q )  •  4

0,

także 0. skąd wynika lim infi*N+k 3» 1.
q k~-00

Łatwo stąd wywnioskować, że J) ■:£ p.

3° Dla danego 8  >  O obieramy N tak duże, by dla n >  N było £fp < 8 ,

gdzie p » ju ( 
niujemy ciąg

« n }> - 8 , czyli <*n <  ifP dla n >  N. Oeżeli teraz zdefi- 
0 n | wzorem

dla n «  N

<yp dla n >  N ,

to będzie on spełniał oczywiście warunki punktu 3..

W pracy [23 podany jest efektywny wzór, pozwalający obliczyć wykładnik 

zbieżności ę  . Mianowicie

l n «

^ { “n P  " iim00inf TFT;n —-  o o . n

n+1 ( 6 )

Stosując podobne rozumowanie można pokazać, że ,u({«n}) zdefiniowane wzo­
rem (3) można wyliczyć przy pomocy wzoru

/'({a'n)) " exp{liln inf H  ln ln (7)

(wzory (6) i (7) są prawdziwe dla wykładników p i p  większych od jedności) 
Aby wykazać jego prawdziwość wystarczy pokazać, że jeżeli

\



306 3, Trojan

lim inf j  ln ln ~  ■ ln p», 
n— o» " *n 0

to

0 dla i ¡5 p <  pQ-n
lim supdi.

1 dla P0 <  P

Niech p <  pQ . Wówczas istnieje p^^e (p, pQ ) takie, że dla dostatecznie 
dużych n

_pn _n _/Pl\
ln ln >  n ln pŁ <*n <  e 1 => lim sup <  lim a 'p ' »

n

O

Oeżell natomiast p >  pQ , to istnieje p2 e (p0 , p) 1 istnieje podciąg

{nili ie

ln ln ari - < n iln P2 e ”2
"i

-ni - f ^ ) "
lim sup d p >  lim sup <XP >  lim s 'p ' » 1  
n— «o i— »  ni n — »

Wróćmy teraz do naszego cięgu danego wzorem (2)

« - IG'22® -  e-22® |ln!ł0n

lim inf i  ln ln ^  . lim inf i  ln ln 
n-oo n n n— o® "

2f-l fnl
lim inf i  ln(2 ^2 -*lnlO) - lim inf i  ( 2 ^ 1 n 2  + ln lniO) - ln2,
-*®o n n — ®o n

Otrzymujemy, Jak można było oczekiwać J) ■ 2.
Czasami spotyka się lnnę metodę badania szybkości zbieżnośol cięgu ite­

racji {xn} do rozwlęzania x * .  Zamiast oceny an “ |xn ” x* |* która może 
być w pewnych wypadkach trudna ze względu na nieznajomość rozwięzania do­
kładnego x * ,  bada się wielkość fn - |xn+i - xn | (pstrz [2 ]). W naezym 
przypadku problem sprowadza się do, oceny azybkości zbieżności cięgu { yn] 
spełniającego nierówność

|*n " * n +i| <  \rn \< * n * *n+l ( 8 )
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Można udowodnić 

Twierdzenie 2
Dane są cięgi ■}<*'_} i { o wyrazach nieujemnych spełniające nierów-

i  n j  i  * n j  |  ̂ r ^
ność (8). Oeżell jeden z wykładników zbieżności lub Jeet
większy od 1 to//({«nJ)

Dowód
rn <  fln . gdzie » 2 max{rfn , ^ n+1} i //({/jJ) - /»<{*„] ), skęd wy-

nlk0  A‘ ( { / n } ) >  / £ ( { * n ) ) *
^  .Z>^ .

Załóżmy teraz, że yn 2 dla n > N. Z (8) wynika, że

k-1 N

i - w  - ^ n I ^ +i M(,?) 2_<I •
i-0 i-0

N N
Stęd mamy, że <*N - M(p) 2-^ <<3fN+k’ 8 Ponieważ ^N+k t0 ^N^
czyli

/Xl{ " n } ) > 9  ( 9 )

Należy rozróżnić dwa przypadki

1° ̂ ({^n}) =00> Wtedy dla dowolnie dużego ę istnieje N takie,że
dla n > N, wykorzystując (9) otrzymujemy " °°.

2° Ą r nY  - p <  00 , na podstawie udowodnionej pierwszej części twierdze­
nia możemy założyć p >  1. Z twierdzenia 1 wynika, że

M S  J  N fn <  2~^n dla n >  N i \ęi p| <  S .

Przechodząc z i do zera we wzorze (9) otrzymujemy >  P-
Analogiczne twierdzenie w przypadku wykładnika ę> nie jest prawdziwe. 

Dako kontrprzykład możemy znów skorzystać z clęgu { « nj danego wzorem (2) 
i zdefiniować yn wzorem j>n ■='<xn - «n+^. Ponieważ » O wzór (l)traci
sens.
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0  II0KA3ATEJIE KOHBEPrEHIiHH 

P  e 3 k m e

B p aS o ie  Stuia accjieflOBaHa MaJio-ynoipedjiaeMoe onpeflejieHae noKa3aiejiH koh-  
BepreKitfiH. KjiaccaaecKHM cnocofioM bboahtch bto noHHTae npa noMoma $opiiyjiu ( l) i  
mu 3aitMeMca $opMyjio8 ( 3 ) .  no^aHU «Be leopeMU!

TeopeMa 1

flaHO: U  s R * ,  l i n « n = 0, 1 <  p ((<*,})< 00 , Tor^a
L * n —»oo

» « < { « . ] >

2°3 Urn iijii ■ K. K / 0^- ?<{«„)! - " P
n-— ° n

3 °  Ecjia ^ ( { a ' n } ) <  0 0  , t o  V < ?  >  0  3  { -#n} <*n <  /3„ n»1.2f...

/“ W  - ^ < / “ ( { /0 n } ) ^  ^ { « n P

TeopeMa 2

JJaHO | t%nJ , | yn| o 3HaaeHBHX HeoTpaiiaTejifcHbtx, oTaHOBamae HepaBSHCTBO (8)
E ojib OflHH a3 noKa3aiejie{i KOHBepreHiiaa ¿u({ <*n] ) b jib  A  A ' »  eoTB doabme 1,

10 m A r A -  , .
IIoflaHa Taasce $opMyjia (?) no3BOJiHionas Ha paocaeT noKa3aieaH KOHBepreHqaa

ON THE ORDER CONVERGENCE

S u m m a r y

In the work there ha3 been examined the little 
order of convergence. The classical definition is 
(l), whereas we shall explore the order defined by 

Two theorems are given:
Theorem 1

Assume that there is given sequence •
Then: .

1° /»({*„}>> ?({*„}>

2° 3  lim - K ,  K / 0=S> / ' ( { * „ } ) “ ? ( { * „ } )  “ P
n— oo n

3° If < 00 . then- V 8 > 0 3 { /3n] an < fin
A fiA  ‘  A Un } ] -  A ^ Y

Theorem 2
Assume, that there are given sequences {otn} . °f nonnegative numbers

satis - fying the inequality (8). If one of the orders of convergence 
or /i({yn}) is greater than 1, than /i( {ctn} ) = jWC{ } ) .

There is also given formula (7) which allows the calculation of the 
order of convergence ,

used definition of the 
derived by formula 

formula (3).

n = 1,2....


