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INTERPOLACJA WIELOMIANOWYMI FUNKCJAMI
SKLEJANYMI DRUGIEGO STOPNIA

Streszczenie. W pracy rozwaza sie zagadnienie interpolacji funk-
cji wielomianowymi funkcjami sklejanymi drugiego stopnia. Okresla
sie wybdor wez¥o6w interpolacji, zapewniajecy zgodnos¢ wypuktosci
funkcji interpolowanej i interpolujecej. Przedstawia sie takze ite-
racyjne postepowanie stuzece do pewnej optymalizacji aproksymujecej
funkcji sklejanej.

1. WPROWADZENIE

Przedmiotem rozwazan niniejszego artykudu Jest zagadnienie interpola-
cji wielomianowymi funkcjami sklejanymi, zwanymi réwniez funkcjami giet-
kowymi, gietkimi, gietymi lub tez spline funkcjami drugiego stopnia.Prak-
tyczne zastosowanie tych funkcji ma miedzy innymi miejsce w sterowaniu
niektérymi automatami £2], [4].

Definicja 1

Niech N bedzie dowolnie ustalone liczbe naturalne, [a-k] przedziatem

domknietym i ograniczonym na prostej rzeczywistej, a A jego podziatem po-

staci

A amx < < ... < xN = b.
Oznaczmy przez zbidér wielomianéw stopnia co najwyzej" n-tego (n >1).
Zbior

Sp(r.,4) = IsGCn_1[a.b] : SCOE ~ dla  xe [xk,xk+l] * k=0,1""***N-1}

stanowi n+N wymiarowe podprzestrzen liniowe przestrzeni Cn "“Ca.bJd. Nazy-
wamy je przestrzenie wielomianowych funkcji sklejanych (przestrzenie funk-
cji gietkowych, gietkich, gietych, spline funkcji) stopnia n.
Definicja 2
Punkty X2 ,...,xN_1 nazywamy punktami sklejenia funkcji sklejanej.
Rozwazaé¢ bedziemy zagadnienie interpolacji funkcjami przestrzeni Sp(2,d)
dla podziatu parzystego
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A 1 a=xQ< ... < X2N = b N BD ()

Problem interpolacji postawiony Jest w sposéb przypominajgcy zagadnienie
interpolacji prostej Hermite"a. Funkcje interpolujac? wyznacza sie na pod-
stawie znanych jej wartos$ci i wartosci jej pierwszej pochodnej w punktach
podziatu (l)o wskaznikach parzystych. Swoboda wyboru punktéw sklejenia o
numeracji nieparzystej pozwala na znalezienie aproksymujecej Tfunkcji skle-
janej zachowujacej wypukto$¢, a nawet i Jej czeSciowa optymalizacje.

Istnieje literatura (np. [I1]1, [3], [7]1), dotyczaca og6lnego =zagadnie-
nia interpolacji Hermite"a funkcjami przestrzeni Sp(n,d). Typowe dla in-
terpolacji Hermite’a warunki, ktéore powinna spednia¢ funkcja interpoluja-
ca, narzuca sie tam we wszystkich punktach podziatu A . Rozwazania te do-
tycza Jednak przestrzeni funkcji sklejanych z wielomianéw stopnia co naj-
mniej trzeciego, a niejednokrotnie tylko 8p(2n+1,<3) (n > I).

Interpolacja funkcjami klasy Sp(2,<3) zajmowali sie Kammerer. Reddien i
Varga [5J oraz Mardsen [6J , wyznaczajac funkcje interpolujgca z pewnego
pasmowego ukdadu réwnan liniowych, utworzonego na podstawie znanych jej
wartosci w koncach przedziatu Ca.b] i w punktach xk+i/2 = ~xk +xk+I17~2°
Niemozliwe jest Jednak zabezpieczenie sie przed niepozadanymi punktami
przegiecia takiej Tfunkcji interpolujgcej. Tymczasem w praktycznych zasto-
sowaniach niezmiernie waznym staje sie czesto zagadnienie zachowania wy-
puktosci funkcji interpolowanej przez funkcje interpolujaca.

Oprocz podania globalnych oszacowan bd4edu interpolacji w pracy prze-
prowadzona zostata réwniez analiza funkcji btedu w przypadku, gdy wezty
interpolacji dzielg funkcje Interpolowang na odcinki o monotonicznej dru-
giej pochodnej. Analiza ta prowadzi do iteracyjnego sposobu postepowania
stuzgcego do otrzymania optymalnej aproksymujgcsj funkcji sklejanej.

f
2. ISTNIENIE 1 JEDNOZNACZNOSC ROZWIAZANIA

Niech feC [a,bj. Dla ustalonego podziatu (1) nalezy znalezé¢ seSp(2,d)
takie, azeby dla 1 = 0,1,,..,N zachodzity roéwnosci

s(x2i) = y2i " f(x2i}"
@)
s (x2i> - y2i = f (xgi).

Twierdzenie 1

Ola danej funkcji feCt[a,b]j i podziatu (I) istnieje doktadnie Jedna
funkcja seSp(2,¢s) spe#niajaca warunki (2)..
Dowdd

Nietrudno zauwazy¢, ze mozna rozpatrywaé¢ zagadnienie osobno w kazdym

z przedziatow j}<21"x21+2] 1mF** N_17Ne
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Dla ustalonego ife jo, 1, . ,N-1J szukamy zatem dwusegmentowej Tfunkcji

sklejanej postaci
PtU). gdy [x21 .x2i+1]
s(X) = six;X2H+1)
Pi(x), gdy *e[x21+1,x2i42],
gdzie P~ 1 P sa pewnymi wielomianami stopnia co najwyzej drugiego. Ze

wzgledu na roéwnosci (2; dla pewnych a® i ai rzeczywistych wielomiany te da-
ja sie przedstawi¢ w postaci

PAX) = ai(x - x21)2 + y2i (x - x2i) + y2i,
P+(x) = ai (X - X2i+2) + Y2i+2™ " Xx2i+2 + y2i+2*
Uwzgledniajac roéwnosci

—I™MX20+1" ¢ Pinx2i+1 ™ —i™2i0+17 = Mix2ia+Hl”
ot rzymuj emy

2 » Ng + —z==—- s 3)

25§ " ni -s— - — (@)

gdzie nA i m" nie zalezg od wyboru punktu x2i+l 1 wyrazaja sie wzorami

_y2i+2 * y2i )
m2 *21+2  y2i _ vy, _Y, ®
1 2i+2 21 *

A zatem zagadnienie posiada jednoznaczne rozwigzanie.

Wniosek 1

Dezeli fesp(2,6) (w szczeg6lnosci, gdy jest wielomianem stopnia co
najwyzej drugiego), za$ s Jest Jej funkcja interpolujaca, wzgledem po-
dziatu 4, to s s f.
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3. DOKLADNOSC INTERPOLAC3I

Ze wzoru Taylora i réwnosci (2) wynika natychmiast nastepujace

Twierdzenie 2
Oezeli fe C1[x21,x21+2] Posiada w przedziatach ”x2i"x2i+1™ 1 ~x2i+l*

x2i+2” dru93 pochodng, a s jest jej funkcja interpolujaca, to dla
x e (x21i,x2i+1J istnieja s M2i"x " takie> ze
*x-x )2 r, T
fx) -s(x) = [f C )- 2aJ,

(X)) - s" (X)=(x-x2i) [ @) - 2ald.
oraz dla xC k2i+i<x2i+2”" istnlej? 1li- Jie N"x2i+2~ takie> ze

(X - Xuy n)2 1 _
f(x) -s(x) = ———- 22172 m [F (it)- 2iJ.

Q) - s () = (x - *214270F (iir ~ 2id*

Istniejg roéwniez oszacowania Tfunkcji btedu i jej pierwszej i drugiej po-
chodnejniezalezne od wspodczynnikéw £ i 5. «

Twierdzenie 3

Dezeli feC2[a,b], a s jest jej funkcja interpolujaca w przedziale
[a.b] wzgledem podziatu (1), to dla xe [Xj< 1«xj (k = 1,2,... ,2N) zacho-
dzg nieréwnosci

IF(x) - s(x)| =£ hk(3hk +a )u(F ,hk +A )/A,

If°Cx) - s"(xX)] < (Bhk +™Mcu(f","hk + A )/2, (@)
IT°C) - s"C)| « (3hk * a Yj(f",hk +7)/(2hk),
gdzie
h. = x. ~x, *Ff - fnox h.,
2N J
"Cg,8) = 3up (lg(x) - g(y)l: Ix - yi< & , x,ye[a,b]]j.

Dowod

Niech 16 {o.1 N-13}. Rozwazmy przedziat Cx2i"x2i+23* Na P°dstawie

zaleznosci (5) 1 wzoru Taylora istniejg punkty a4, fi

L pp® Oy Xy ) Ta-

kie, ze
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nA m " («1) Cc8)
oraz

. f 1 A AX2iE2 ~ X2i0)
Y2i+2 “ y2i + y2i =2i+2 " X2i + i 2

r \ Tt i X2i+2 - x2i A
y2rm " oy2i+2 " y2i+2 2042 ~ X2i7 + F (K07

Z ostatnich dwu roéwnosci i(6) otrzymujemy

mt - *2142 ; -2H () - F-i/D)].

a sted, (3 i1 (8) dla J*e (21 *2i+2~ mamy

I<he*x > - 220 - 17 M«»’-

2+ T/ATTT_CT7jWi £77%21%2 - x21)/2

< (3h2i+1 +i MFf" ,h214l +¢)/(2h2i+1).
Podobnie z uwagi na (4) zachodzi nier6wnos¢

JF'Qi) - 2Si|«(3h2i+2 + 4 Yw(f",h21+2 +Z2)/(2h21+2).

A stad otrzymujemy juz #atwo na podstawie twierdzenia 2, ze oszacowania
(7) sa prawdziwe.

4. WEASNOSCI FUNKC31 INTERPOLU3ACE3

Nastepne dwa twierdzenia pokazuje, ze w rozwazanej metodzie interpola-
cji mozna tatwo zapewni¢ zgodnos¢ wypuktosci funkcji interpolujacej i in-
terpolowanej. Osigga sie to przez odpowiedni wybér punktéw sklejenia o
wskaznikach nieparzystych.

Przyjete w tych twierdzeniach zatozenie y2i < y2i+2 3est< wobec prze®
ksztatcenia y-» -y, ograniczeniem nieistotnym. Przy przeksztaktceniu tym
wypuktos¢ przechodzi we wklesto$¢, i na odwrét, natomiast m" i n* zmie-
niaja znak.
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Twierdzenie 4

Oezeli styczne do funkcji f w koncach przedziatu [x2i"x2i*2" Prze-
cinaja sie wewnatrz tego przedziatu oraz < y2i+2e to funkcja inter-
polujaca s jest wypukdta w przedziale Cx2i"x2i+23 da nast?Pujecego do-
boru punktu x2i+i :

x2i+16 (x21 " n~7 x2i+2)" 9dy mi< °<

m
2 x2f+1 e (X2i"x2i+2 “ p-)" 9dy mi> °*

Dowéd

Niech < 0. Z uwagi na zwigzek (5) i zatozenie Y2i+2 mamy row-
niez n~ > 0. Z zalezno$ci (4) wynika, ze wtedy aj/x2i+l”* > ® ~"a kazde-
go x2i+ie ”X2i ,x2 i + 2 Oznacza tO* ie w przedziale [x2i+1>2i+2] funkc3a
s jest wypuk#ta.

Zajmijmy sie wiec wspédczynnikiem sk. W tym celu niech

(U]
x2i+l " x2i “ nM* n
Mamy x°i+l > x2+ °raz Funkcja 2ai(x2i+i® 3e8t Przy mi0

rosngca, a zatem wobec gtadkosci funkcji s wystarczy wykazaé¢, ze x2i+1<

<x2i+2°¢
Z zaleznosci (5), (6) i (9) droga prostych przeksztatcen dostajemy

- - X°.
2i+2 2i+l i\ 2§42 '5% - y21) do)

Styczne do f w koncach przedziatu [x27>x27+2] przecinaja sieg wewnatrz
tego przedziatu oraz Y2j < y2i+2" zachodzi wiec nieréwnosc¢

yzZi < - < y2i+2* (Gd

Pierwsza cze$¢ tej nierdwnosci i rownos¢ (10) konczg dowdd punktu pierw-
szego twierdzenia.

Cze$¢ druga tezy dowodzi sie analogicznie, korzystajac z drugiej cze-
$ci nierdéwnosci (11).
Twierdzenie 5 *

Oezeli styczne do funkcji f w koncach przedziatu [x2i"x2i+2] row-
nolegte i nie pokrywaja sie, albo gdy styczne te przecinajg sie poza wne-
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trzem tego przedziatu i y2ic y2i+2. t0 dla kaide9° wyboru punktu x21+1g
g ™21 "x2i+2”~ funkcJa interpolujgca 8 jest

1° wklesta w [x21.x2i+1] 1 wypukdta w [x21+1-x21+2]< O0dy "i* °~’

2° wypukda w [x21 .x2i+1] * wklesta w [x2i+1*x2i+2] e 9dY mi = °-

Dowod

Prawdziwo$¢ tezy w przypadku roéwnolegtosci stycznych niepokrywajacych
sie wynika natychmiast z réwnosci nt = 0 i zaleznosci (3) i (4).

Niech wiec styczne przecinajg aie poza przedziatem (X2+<x2i+2).Zamiast
nieréwnosci (Il1), ktéra teraz nie zschodzl, mamy

gdy m <o az)
2i+2 i
Tub
yL $ -2+1g lii, gdy m > O 13)
V2i+2 X2i+2 " X2i 1

Rozwazmyprzypadek m”~ < 0. Wobec zwigzku (4) i nieréwnosci nt > 0 dla
kazdego x2i+l e (x2i>2i+2" 388t ai(x2i+i)> °- A zatem 8 3aa» w prze-
dziale [x2i+4#,x2i+2] funkcja wypukta.

Funkcja ai (x2i+i) J88t dla mi< 0 vrosngca oraz przy oznaczeniu (©))
1 (x°1+1) = 0. Na mocy roéwnosSci (10) 1 nierdwnosci (12)Imamy x2i+2sx°i+l<
A zatem < 0 dla j«azdego x2i+l e (x2i »x21+2)< 00 oznacza, ze w
przedziale [x2i*x2i+1] 8 3e8t funkcja wklesta.

W oparciu o nieréwnos$¢ (13) czes$¢ drugg tezy dowodzi sie podobnie.

Znak mt istotnie wpiywa na charakter funkcji interpolujacej s poprzez
Jej wspoétczynniki ax i a*. Zwiazki (3) i (4) pokazuja, ze wspoétczynniki te
sg funkcjami zmiennej x2i+l1 jednoczes$nie rosngcymi, gdy mi < 0, i maleja-
cymi, gdy m#> 0. Natomiast w przypadku O = 0 zachodzi 2.~ “ aA “nj/2 1
tym samym sjestw przedziale [x2i<x2i+2] wielomianem stopnia co najwy-
zej drugiego. Whasnosé = 0 jest znanag reguta trapezéw, spedniang przez
wielomiany stopnia co najwyzej drugiego. Zachodzi og6lniejsze

Twierdzenie 6

Oezeli fe cl[x2i*x21+2] Posiada w przedziale [x2i .x2i+2jJ ciagta druga
pochodng z wyjatkiem co najwyzej skonczonej liczby punktéw oraz f* jest w
swoim zbiorze okres$lonosci funkcja monotoniczne, to

1° 08 <0 <£>f" Jest niematejgca oraz f'(x) < f"(x) dla pewnych x,xe
e [x2i*x2i+2] “akich, ze x « X,

2° mi = 00 f" s const,
3° > 00 f" jest nierosnaca oraz f'(x) > f'(x) dla pewnych x,xe

* [x21,x2i+2] taklch® ze i ™ x*
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Dowod

Oznaczmy przez Si catke oznaczone funkcji f w przedziale [xX2iZi+2] *
a przez pole odpowiedniego trapezu prostoliniowego, dajace przyblizong
wartos¢ tej cakki.

Mamy wiec

BL - f f (x)dx - y21+2 - y2t

Ti ° 27X21+2 " X2 17My2i+2 + y2in

Wobec zaleznosci (6) oczywiste sg nastepujace réwnowaznosci:

ral< 0 - T+ < O,
Bt-0 S +- TtwmO, 14)

m >0 «=*aS+ -T > 0.

W celu wykazania implikacji” «~" tezy twierdzenia niech 1 bedzie pro-

sta przechodzaca przez punkty ~x21i,y2i * ™X2i+2,y2 i +2 "~ *

I(x) wy" + (X-x21), xe (~«=,).
2i+2 " 2i

Z uwagi na zatozenia o funkcji T dla x e™2i ,x2i+2”~ BSiny.odpowiednio,dla
kazdej z trzech czesci tezy: f*(x) -~liz), &) = I(x), X)) >1(x).
Oznacza to, zedla kazdej czesScitezy zachodzg zwiagzkiznajdujace sie po
prawej stronie réwnowaznos$ci (14), a tym samym implikacje-"<f=+" sg praw-
dziwe.

Prawdziwo$¢ implikacji 7 =" tezy twierdzenia #atwo wynika teraz nie
wprost. .

5. POPRAWIANIE PRZYBLIZENIA

Zajmiemy sie optymalnym wzgledem f wyborem punktéw podziatu (l)o wskaz-
nikach nieparzystych. W tym celu niech 16 {o4,...,N-1}., Zagadnienie op-
tymalnej aproksymacji w przedziale [x2i ’x21+23 Je8t nastepujace:

Ola danej funkcji fs Cl[x2i=x2i+2] nalazy znalez¢ x|i+i e ™21 "x2i+2"-
takie, ze nier6wnosc¢
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max [F(X) -sTxjx??*. )]« max [F(X) - s(X:X,,, )l (15)
x* [*21 .*2i+a] xe[x2i #X2i+2j

spedniona jest dla wszystkich x2i+le (x2i"x2i+2”~ Malny tu wl?° a° czynie-
nia z przypadkiem aproksymacji nieliniowej w sensie Czebyszewa.
Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7

Oezell feC1l[x2i,x21+2] posiada w przedziale [x2i<x2i+2] ciegte druga
pochodna z wyjatkiem co najwyzej skonczonej liczby punktéw oraz f*' Jest
w swoim zbiorze okreslonosci funkcja monotoniczne i niestatai to istnie-
je doktadnie jedenpunkt optymalny x2i+l e ~x2i ,x2 i + 2 Punl<t t8n* a tyt
samym przyblizenie sodpowiadajace mu, daje sie wyznaczy€ iteracyjnie.

Dowod
Nalezy zminimalizowa¢ wzgledem x21+1 funkcje btedu

A(X) = A(Fipr2l+ln e "ogAX2i+IN Y x e [x21 ,X2i+2]°"

W tym celu niech

S+M - 1 (Xix21+1> - f<x»x21+1)" Xe [x2i"X2i+ll
a<x) * A Xix2i+l) = St(x jx2i+1l)e xe [x2i+l ,x2i+2]°“ /
Mamy
Pi(x) - Zi(x5X2i+4) = f [f"(t) - 2£i (x2i+1)]dt (16)
X2i+2
/t(x) ¢ in(xx2i+l A f C2eiMx2i+1n “ f (t)]dt. an
X

Stosujac, w razie potrzeby, odwzorowanie y-*- -y mozemy przyje¢, ze T
jeat funkcja niemalejeca. Zdefiniujmy w nastepujgcy sposob wielkosci

f (x20), F (x2i+17" F+Ax2i+17" £ Ax2i+2 A1

f"(x21) - Iinf|f" (x): x>x2i}* 0 x2i+1™ 7 Qup{f'(x)* x<x2i+l}"

fl(x2i+1) « x> x2i+17 *  F(x2i*2) = auP{f (x)j x<x2i+2]-

Oczywiscie moze sie zdarzy¢ f’(x2i) = -oo, jak i réw.niez f*(x2i+2n =
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Korzystajac z wi#asnosci catki (16) przy ustalonym x2i+l1 i ni® maleje-
csj f' oraz majec na uwadze réwnos¢ -i(x2i) " -i(x2i) " O otrzymujemy, ze
w przedziale [x2i,x2i+1] albo £+ 3 0 < 9dY 2ai “ ™ x2i™ “ f-~x2i+I1™" al_
bo funkcja <& jest

1° wypukta, gdy 2£i i f"(x2i), przy czym A/ X2i+1n > °" —i™X2i+IN > °*

2° wklesta, a nastepnie wypukta, gdy 7 (x2i) < zSi < FIMNX2i+I™ " Pr2y

czym zachodzi jeden z przypadkow:

a) —iMX2i+1N > °F  —i™X2i+1T > °r

b) i (X2i+i™ > 0> —i™X20i+] N **o*

) ii(x2i+l)* °7 4 (x2i+l) <0 *
3° wklesta, gdy 2£i > f'(x2i+1)" przy czyB 41 (x2i+l) <0, -i™X2i+l)<0*
Podobnie, korzyetajec z wkasnosci catki (17) przy ustalonym X2i+i i
niemalejecej " oraz réwnosSci ~AX2i+27 “ NiMX2i+2”N “ °*  otrzymujemy, ze
w przedziale [«2i+1 m2i+2] Blbo s °" gdy 251 = fI(x2i+l) = £ (x21+2)*

albo funkcja S~ jest

4° wklesta, gdy 2az+ > f"(x2i+2)" przy czym "~i(x21+1) >0, A*201*17J<0°

5° wklesta, a nastepnie wypukta, gdy f+(x2i+1) < 28i < f (*21+2"" przy
czym zachodzi jeden z przypadkoéw:
a-1 M(x21+1" > °* A x21+1~ <0 "
b) StU 2i+1) >0, NMIAX2i+HDE N > oF

©)  (X2i+i N A0,  AIMX2IHLA A @»

6° wypukta, gdy 2al < ~IMX2i+17M" przY czym MiMX2i+1N < °F A2+ INM>0 ¢

A zatem wobec roéwnosci
—IAX2i+IN 4 ALAX2I+1IN* —IMX2i+I N N X2i+IN

oraz zatozenia, ze dla pewnych x, x e[x2i>2i+2" - < x 3e8t * (x)<f (x),
mamy Jedne z dwéch sytuacji: albo 503 0 w przedziale [x2i"x2i+2]" gdy f
jes,t tam dwusegmentowe funkcje sklejane drugiego stopnia o punkcie skle-
jenia réwnym x2i+1. albo zachodzi nieréwnosé¢ ~ ( x2i+l1l ;x2i+i™ > 0 1 ,ma
miejsce jeden z czterech przypadkéw: I-5b, 2a-5b, 2b-5a, 2b-4 (odpowied-
nio rys$.-la, Ib, Ic, Id).

Oezeli f jest w przedziale [x2i>2i+2] dwus®9mer>towe funkcje sklejane
drugiego stopnia o punkcie sklejenia réznym od x2i+j- to zachodzi przypa-
dek 1-5b (rys. la) albo 2b-4 (rys. 1d).

Oezeli f7(x2i1) " to przypadek I1-5b (rys. la) dla x2i+ie ™x2i ,x2i+2"
nie wystepuje/
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Rya. 1. Przebieg funkcji btedu S

Podobnie nie zaistnieje przypadek 2b-4 (rys. 1d), gdy fW(x21+2) * +°°*

Niech
Di “ o I/i(x,X21*1)I*
xe |21 2i+2j
Mozna zauwazy¢ (patrz rya. 1), ze « max 9dzi®
Si -Bi~iel5m xe rx-_"dn _ 58 0 (18)
xe [x2i2i+1i
19
Di " Bigi+l) ¥ . HR O Bloxeiy + o (19)
XE [x2i+1°x2i+2r
Funkcje Dj i zmiennej x21+1 s? ciegte w przedziale 1ix21i .x2i+2" oraz

lim PLi(XBjspPr - Lim 5 (x2i+1) - O.
*94p41\x9¢§ “ * X2i+1<¢ x2i+21
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Niech £ bedzie dowolne liczbe z przedziatu 70,x2i+2-x2i+I2" Na mOOY
twierdzenia 6 mamy < 0. Zachodzi zatem nieréwnosc¢ 2ai (1+17<
< 231 (x21+1+£), z ktorej dla xe (xX2i.x2i+1] otrzymujemy

* u

d
4 (X, X20i+1+£) « / / OIFC ¢ 260 (2i+l+£)]dt OO
x2i1 I X2i
X
< r

fl [F (©) - 27i(x21+i)] dt du = 4 (xix21+1).

Sted i (18) wynika, ze £1<x21+1X Ei(x2i+i + e)*8 Jesli -i(x2i+l) * °*
to takze E£i(x21+1)< E4iNi+i + A zatem Jeat funkcje niemalejece
zmiennej x21+1" 8 d”8 8sv0i0" wartosci dodatnich nawet rosnece.

Podobnie przy dowolnym s z przedziatu (Orx2i+i"x2i” "Saby ; 2ai (x2i+1-£)<”

<2@i(x2i+1)* ° 8t?d dla XC [X21+1,X2i+2)!otrzyn>uJemy

AIAXIX20+T > AN, X20+INT
Na podstawie (19) dostajemy wiec °lix2i+i_ " Bi~x2i+17"a 3851i "Ni®x2i+1n°>
to takze & > Bi(x2i+15= A z8t8B Bi Je8t funkcje nieroanece
zmienne! x,. ., a dla swoich wartosci dodatnich nawet malejece.

001. 7/
Z rozwazan tych wynika, ze istnieje x2c|’+ie 21"x2i+2 takie, ze za-
chodze roéwnosci

- Stygli) -V xg'li> » X NE20* 0>

Dla punktu- z??*., spedniona Jest zatem nierdéwnos¢ (15).

W celu wykazania Jednoznaczno$ci punktu 255 zatbézmy, ze istnieje
punkt optymalny x2i+j roézny od St9d 1 whasnosci 0§, mamy
SiAX2041) “ DIAX2i+1A ¢ CiAX2E+IN ¢ oI (x21+1) = o
Réwnos¢ “ 0 oznaoza> ze dla xe [x2i"X2i+2]

S(e.«gil) “ 8 (xiX2l+l A« fA "

Sytuacja taka zachodzi przy x2t+i f x2i+i tylko wtedy, gdy f jest w prze-
dziale [x2i"x21+23 wielomianem stopnia co najwyzej drugiego. Mamy wiec
f' s const, a to jest sprzeczne z zatozeniami twierdzenia.
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Monofoniczny charakter funkcji 0" 1 zmiennej x2i+1 Powoduje . ze po-
szukiwania punktu mozna prowadzi¢ w spos6b iteracyjny. Oako pierw-

sze przyblizenie x°J*j mozna przyje¢ dowolny punkt *2i+l “ewietrz prze-

dziatu £x2t"x21+2J" 8 na3t”Pnie> nP* potowienia przedziatu, tak go
przesuwa¢, azeby btad Di~x2i+i® malat. Kierunek przesuwania punktu >2i+l

wynika natychmiast z poréwnania wielkosci E£i™x2i+i™ i @I™NX2i+1™"

6. UWAGI KONCOWE

Z dowodu twierdzenia 7 wynika, ze w przypadku nlemalejecej 1 niestatej

funkcji f" wspétczynniki *=* i przyblizenia optymalnego spetniaja nie-
réwnosci
f' x2i™ “ inf]f" (x) :x>x2J < Bup | F"(xX)i x<x2i+1J>
inf jf* (X) 1 x>x21+1]< 2a” < supjf" (X) ix<x21+2J = AX21+2/*

Stad (3), (4), (B5) i (6) otrzymujemy nastepujacy
Wniosek 2

Oezeli fecl [x2i"x2++2] P°9iada w przedziale [x21<«2i+2] cl13949 druge
pochodng z wyjatkiem co najwyzej skonczonej liczby punktéw oraz f' jest w

swoim zbiorze okreslonoscl funkcjg monotoniozng i niestata, to punkt
sklejenia x2i+1 nalezy wybiera¢ sposrod spedniadeeych nieréwnoscé

*20 “ n" z-)r{--p  x2i+l * x2i+2 + fr(x21+2T A 20)

(przyjmujemy » 0).

W przypadku rezygnacji z poszukiwania przyblizenia optymalnego mozna
zadowoli¢ sie przyjeciem x2i+l w Srodku przedziatu okreslonego nieréwno-
Scig (20).

Na mocy twierdzenia 2 otrzymujemy réwniez nastepujacy
Wnloaek Z

Oezall feC2£fa,b] oraz punkty przedziatu (I) o wskaznikach parzy-
stych okreslone sg tak, ze f" jest w przedziatach przez nie wyznaczonych
funkcja monofoniczng, za$ punkty podziatu (1) 6 wskaznikach niepsrzyatych

spedniaja nieréwnosé (20), to dla xe Lxk-1r,xkl~ * 1,2,_ .. ,2N)
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If° (x) - a" Cx)|*£ hka>(f", hk),

1£7°(x) - a"(x)] ~ <«(f",hk).
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HHTEPHOIJIflliIHH CIUIAMHAMH BTOPOO CTEIIEHtt

Pe3kme

cTeneHH, Onpeaeaaeica Badop y3jiOB HHiepnojiauHH rapaHiHpymmufi coraaooBaBHOcib
BhiisyKJioGTH HHiepnojiHpoBaHHoa h HHTepnolinpyjomea (pymcmiH. npefldaBJiHeTCH Tosce
HTepaitHOHHuit oSpa3 fleftcTBHH pfin o"HOIi onTHuajiH3aunH npHOJiHacamaero onjiaBna.

INTERPOLATION BY QUADRATIC SPLINES
Sumsiary

In this paper the Interpolation of function by quadratic splines is
considered. The choice of interpolative knots guaranteeing anagreement of
convexity of interpolated and interpolating function is given. The itera-
tive procedure for some optimization of approximating spline is presented



