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INTERPOLACJA WIELOMIANOWYMI FUNKCJAMI 
SKLEJANYMI DRUGIEGO STOPNIA

Streszczenie. W pracy rozważa się zagadnienie interpolacji funk- 
cji wielomianowymi funkcjami sklejanymi drugiego stopnia. Określa 
się wybór węzłów interpolacji, zapewniajęcy zgodność wypukłości 
funkcji interpolowanej i interpolujęcej. Przedstawia się także ite- 
racyjne postępowanie służęce do pewnej optymalizacji aproksymujęcej 
funkcji sklejanej.

1. WPROWADZENIE

Przedmiotem rozważań niniejszego artykułu Jest zagadnienie interpola­
cji wielomianowymi funkcjami sklejanymi, zwanymi również funkcjami gięt- 
kowymi, giętkimi, giętymi lub też spline funkcjami drugiego stopnia.Prak­
tyczne zastosowanie tych funkcji ma między innymi miejsce w sterowaniu 

niektórymi automatami £ 2], [4].

Definicja 1
Niech N będzie dowolnie ustalonę liczbę naturalnę, [a-k] przedziałem 

domkniętym i ograniczonym na prostej rżeczywistej, a A  jego podziałem po­

staci

A  : a ■ x <  <  ... <  xN = b.

Oznaczmy przez zbiór wielomianów stopnia co najwyżej' n-tego (n >l ) .  

Zbiór

Sp(r.,4) = |s G Cn_1[a , b] : s(x)£ ^  dla x e [xk ,xk+l] ' k=0,1 '' * * *N-1}

stanowi n+N wymiarowę podprzest rzeń liniowę przestrzeni Cn "^Ca.bJ. Nazy­
wamy ję przestrzenię wielomianowych funkcji sklejanych (przestrzenię funk­
cji giętkowych, giętkich, giętych, spline funkcji) stopnia n.

Definicja 2
Punkty ,x2 ,...,xN_1 nazywamy punktami sklejenia funkcji sklejanej. 
Rozważać będziemy zagadnienie interpolacji funkcjami przestrzeni Sp(2,d) 

dla podziału parzystego
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A : a = xQ <  ... < x2N =■ b (N is- l) (l)

Problem interpolacji postawiony Jest w sposób przypominający zagadnienie 
interpolacji prostej Hermite'a. Funkcję interpolując? wyznacza się na pod­
stawie znanych jej wartości i wartości jej pierwszej pochodnej w punktach 
podziału ( l ) o  wskaźnikach parzystych. Swoboda wyboru punktów sklejenia o 
numeracji nieparzystej pozwala na znalezienie aproksymujęcej funkcji skle­
janej zachowującej wypukłość, a nawet i Jej częściową optymalizację.

Istnieje literatura (np. [l], [3], [7]), dotycząca ogólnego zagadnie­
nia interpolacji Hermite'a funkcjami przestrzeni Sp(n,d). Typowe dla in­
terpolacji Hermite’a warunki, które powinna spełniać funkcja interpolują­
ca, narzuca się tam we wszystkich punktach podziału A  . Rozważania te do­
tyczą Jednak przestrzeni funkcji sklejanych z wielomianów stopnia co naj­
mniej trzeciego, a niejednokrotnie tylko 8p(2n+l,<3) (n >  l).

Interpolacją funkcjami klasy Sp(2,<3) zajmowali się Kammerer. Reddien i 
Varga [5J oraz Mardsen [6j , wyznaczając funkcję interpolującą z pewnego 
pasmowego układu równań liniowych, utworzonego na podstawie znanych jej 

wartości w końcach przedziału Ca.b] i w punktach xk+i/2 = ^xk +xk + l ^ 2 ‘ 
Niemożliwe jest Jednak zabezpieczenie się przed niepożądanymi punktami 
przegięcia takiej funkcji interpolującej. Tymczasem w praktycznych zasto­
sowaniach niezmiernie ważnym staje się często zagadnienie zachowania wy­
pukłości funkcji interpolowanej przez funkcję interpolującą.

Oprócz podania globalnych oszacowań błędu interpolacji w pracy prze­
prowadzona została również analiza funkcji błędu w przypadku, gdy węzły 
interpolacji dzielą funkcję Interpolowaną na odcinki o monotonicznej dru­
giej pochodnej. Analiza ta prowadzi do iteracyjnego sposobu postępowania 
służącego do otrzymania optymalnej aproksymującśj funkcji sklejanej.

f
2. ISTNIENIE I JEDNOZNACZNOŚĆ ROZWIĄZANIA

Niech f e C  [a,bj. Dla ustalonego podziału (l) należy znaleźć seSp(2,d) 
takie, ażeby dla 1 = 0,1,,..,N zachodziły równości

s(x2 i ) = y2i " f(x2 i } '
(2 )

s (x2 i > - y2i = f (xg i ).

Twierdzenie 1
Ola danej funkcji f e C Ł [a,b]j i podziału (l) istnieje dokładnie Jedna 

funkcja seSp(2,¿s) spełniająca warunki (2)..

Dowód
Nietrudno zauważyć, że można rozpatrywać zagadnienie osobno w każdym 

z przedziałów ¡}<21'x21+2] 1 ' * * * ,N_1 ̂ •
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Dla ustalonego ife j o , 1 , . ,N-1j szukamy zatem dwusegmentowej funkcji 
sklejanej postaci

s(x) = six;X2H+1)
Pt U ) .  gdy [x2i .x2i+1]

P i(x), gdy * e [ x 21łl,x2ił2],

gdzie P^ i P są pewnymi wielomianami stopnia co najwyżej drugiego. Ze 
względu na równości (2 ; dla pewnych a^ i ai rzeczywistych wielomiany te da­
ją się przedstawić w postaci

P A x )  = ai (x - x2 1 )2 + y2i (x - x2 i ) + y2 i ,

P ± (x) = ai (x - x2i+2) + Y2 i+2^x " x2i+2 + y2 i+2 *

Uwzględniając równości

— i ̂ x2i+l' “ P i^x2i+1 '̂ — i ̂ x2 i+l' = ^ i ix2 i+l'

ot rzymuj emy

2a, » n, + ------=------ (3 )- 1  i x2 i+ 1 - x21

25i " ni - s:— — —  (4)

gdzie nA i m^ nie zależą od wyboru punktu x2i+l 1 wyrażają się wzorami

_ _ y2i+2 ' y2i (5)

m 2 *21+2 y2i _ y, _ y, (6)
1 2i+2 21 *

A zatem zagadnienie posiada jednoznaczne rozwiązanie.

Wniosek 1
Deżeli f e s p ( 2 ,ó) (w szczególności, gdy j est'wielomianem stopnia co 

najwyżej drugiego), zaś s Jest Jej funkcją interpolującą, względem po­
działu <4 , to s s f.
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3. DOKŁADNOŚĆ INTERP0LAC3I

Ze wzoru Taylora i równości (2) wynika natychmiast następujące 

Twierdzenie 2

Oeżeli fe C1 [x2 i ,x2 i+2] Posiada w przedziałach ^x2i'x2i+l^ 1 ^x2i+l'
x2i+2^ dru93 pochodną, a s jest jej funkcją interpolującą, to dla

x e (x2 i ,x2i+1J istnieją s ^x2i'x ̂ takie> że

(x - x )2 r „ T
f(x) - s(x) =   [f C ) - 2 ą J ,

f' (x) - s' (x)= ( x - x 2 i ) [f” (J± ) - 2 a J .

oraz dla xC [x2 i + i <x2i+2 ̂ istnlej? li- J i e ^ ' x2i+2^ takie> że

(x -  x „ ,  „ ) 2 r _
f (x ) - s (x ) = ----- 221^2 ■ [f (it ) - 2 i J .

f'(x) - s' (x) = (x - *21+2^if" (ii^ ~ 2iJ *

Istnieją również oszacowania funkcji błędu i jej pierwszej i drugiej po­

chodnej niezależne od współczynników £  i 5. •

Twierdzenie 3
Deżeli f e C 2 [a,b], a s jest jej funkcją interpolującą w przedziale

[a.b] względem podziału (l), to dla x e [xj<_1 «x j (k = 1,2,... ,2N) zacho­
dzą nierówności

|f(x) - s(x)| =£ hk (3hk + a  )cu(.f" , hk + A )/A,

| f'Cx) - s'(x)| <  (3hk + ^)cu(f','hk + A  )/2, (7)

gdzie

|f"(x) - s"(x)| «  (3hk * a )oj(f",hk + ^ ) / ( 2 h k ),

h. = x. ~ x, * f — fnox h . ,
,2N J

'Cg, S) = 3up (|g (x ) - g(y) | : |x - y j < ¿T , x,ye[a,b]j.

Dowód
Niech i 6 {o .l N-l}. Rozważmy przedział Cx2i'x2i+23* Na P°dstawie

zależności (5) i wzoru Taylora istnieją punkty a4 , fi y, e (x„, ,x„ „) ta-
* 1 P1 2x 21+2

kie, że
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nA *■ f"(«1 ) C8)

oraz

. f 1  ̂ ^X2ił2 ~ X2 i )
y2i+2 “ y2i + y2i • 2i+2 " X2i + i 2

r \ i" t „ i ^x2i+2 ~ x2i ̂
y2i " y2i+2 " y2i+2 2i+2 ~ X2i' + f (*i ' 2

Z ostatnich dwu równości i (6) otrzymujemy

m t - *21ł2 ; -2-H f"(^ )  - f-i/i)].

a stęd, (3) i (8) dla J* e (*2 i *x2i+2  ̂ mamy

!<"<*,> - 22i| - 1 ' " « » ’ -

** [2 + ' / ^ 7 7 T _ '77jWi f '' *21*2 • x21)/2

<  (3h2i+1 + i  M f " , h 21łl + ¿)/(2h2i+1).

Podobnie z uwagi na (4) zachodzi nierówność

jf"(Ji) - 2Si| « ( 3 h 2i+2 + 4  )w(f",h21+2 + Z ) / ( 2 h 21+2).

A stąd otrzymujemy już łatwo na podstawie twierdzenia 2, że oszacowania 

(7) są prawdziwe.

4. WŁASNOŚCI FUNKC3I INTERP0LU3ĄCE3

Następne dwa twierdzenia pokazuję, że w rozważanej metodzie interpola­
cji można łatwo zapewnić zgodność wypukłości funkcji interpolującej i in­
terpolowanej. Osiąga się to przez odpowiedni wybór punktów sklejenia o 

wskaźnikach nieparzystych.
Przyjęte w tych twierdzeniach założenie y2i < y2i+2 3est< v»obec prze^ 

kształcenia y-» -y, ograniczeniem nieistotnym. Przy przekształceniu tym 
wypukłość przechodzi we wklęsłość, i na odwrót, natomiast m^ i n^ zmie­

niają znak.
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Twierdzenie 4

Oeżeli styczne do funkcji f w końcach przedziału [x2i'x2i*2^ Prze­
cinają się wewnątrz tego przedziału oraz <  y2i+2 • to funkcja inter­
polująca s jest wypukła w przedziale Cx2i'x2i+23 cl̂ a nast?Pujęcego do­
boru punktu x2i+i :

x2i+l6 (x21 ' n ~ ’ x2i+2 )' 9dy m i <  °<

o m i
2 x„4 e (x2i'x2i+2 “ n- ) ' 9dy mi >  °*2i+l ..

Dowód

Niech <  O. Z uwagi na związek (5) i założenie Y2i+2 mamy rów-
nież n^ > O. Z zależności (4) wynika, że wtedy aj/x2i+l^ > ® ^^a każde­

go x2 i + i e ^x2i ,x2 i + 2 0znacza t0* ie w przedziale [x2i+1>x2i+2] funkc3a 
s jest wypukła.

Zajmijmy się więc współczynnikiem s k . W tym celu niech

(I)
x2i+l " x2i “ n^* ^

Mamy x°i+1 > x2ł °raz Funkcja 2ai(x2i+i^ 3e8t P rzy mi< 0
rosnąca, a zatem wobec gładkości funkcji s wystarczy wykazać, że x2i+1<

< x 2i+2‘
Z zależności (5), (6) i (9) drogą prostych przekształceń dostajemy

x - x°2i+2 2i+l I2-1 - y2 1)• d o )
i \ 2i+2 2 i '

Styczne do f w końcach przedziału [x2 ^>x2 ^+ 2 ] przecinają się wewnątrz 
tego przedziału oraz Y2j <  y2 i+ 2 ' zachodzi więc nierówność

yźi <  - <  y2i+2* (i d

Pierwsza część tej nierówności i równość (10) kończą dowód punktu pierw­
szego twierdzenia.

Część drugą tezy dowodzi się analogicznie, korzystając z drugiej czę­
ści nierówności (11).

Twierdzenie 5 *

Oeżeli styczne do funkcji f w końcach przedziału [x2 i'x2 i+2] rów­
noległe i nie pokrywają się, albo gdy styczne te przecinają się poza wnę­
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trzem tego przedziału i y2i c  y2i+2. t0 dla kaide9° wyboru punktu x21+1g 

g ^x2 i 'x2i+2^ funkcJa interpolująca 8 jest

1° wklęsła w [x2 i .x2i+1] 1 wypukła w [x21+1-x21+2] < 0dy " i *  ° ’

2° wypukła w [x2 1 .x2i+1] * wklęsła w [x2i+1 *x2i+2] • 9dY mi =* °-

Dowód
Prawdziwość tezy w przypadku równoległości stycznych niepokrywających 

się wynika natychmiast z równości nŁ = 0 i zależności (3) i (4).
Niech więc styczne przecinają aię poza przedziałem (x2 ± <x2i+2).Zamiast 

nierówności (ll), która teraz nie zschodzl, mamy

gdy m < o  (1 2 )

lub

2i+2 2i

yL $  -.2ł.tg lii, gdy m. >  O (13)
V2i+2 X2i+2 " X2i 1

Rozważmy przypadek m^ < 0. Wobec związku (4) i nierówności nŁ > 0 dla

każdego x2i+1 e (x2 i >x2i+2' 388t ai (x2i+i ) >  °- A zatem 8 3aa» w prze­
dziale [x2i+ł,x2i+2] funkcją wypukłą.

Funkcja ai (x2i+i) J88t dla mi <  0 rosnąca oraz przy oznaczeniu (9) 
¿i(x°1+1) = O. Na mocy równości (10) i nierówności (12)1 mamy x2i+2sx°i+1< 

A zatem <  0 dla ¡«ażdego x2i+1 e (x2i »x21+2 ) < 00 oznacza, że w

przedziale [x2 i *x2i+1] 8 3e8t funkcją wklęsłą.
W oparciu o nierówność (13) część drugą tezy dowodzi się podobnie.
Znak m Ł istotnie wpływa na charakter funkcji interpolującej s poprzez 

Jej współczynniki a± i a^. Związki (3 ) i (4) pokazują, że współczynniki te 
są funkcjami zmiennej x2i+1 jednocześnie rosnącymi, gdy mi <  0, i maleją­
cymi, gdy m± >  0. Natomiast w przypadku 0̂  = 0 zachodzi 2.̂  “ aA “ nj/2 1
tym samym s jest w przedziale [x2 i <x2i+2] wielomianem stopnia co najwy­
żej drugiego. Własność = 0 jest znaną regułą trapezów, spełnianą przez 
wielomiany stopnia co najwyżej drugiego. Zachodzi ogólniejsze

Twierdzenie 6
Oeżeli f e c l [x2 i *x21+2] Posiada w przedziale [x2 i .x2i+2j ciągłą drugą 

pochodną z wyjątkiem co najwyżej skończonej liczby punktów oraz f" jest w 

swoim zbiorze określoności funkcją monotonicznę, to

1° 0̂  -< 0 <£> f" jest niemałejąca oraz f"(x) <  f"(x) dla pewnych x,x e 

e [x2 i *x2 i+2] ‘akich, że x «  x,

2° mi = 0 O  f" s const,

3° >  0 O  f" jest nierosnąca oraz f"(x) >  f"(x) dla pewnych x,xe

* [x2 i ,x2i+2] taklch' że i  ^  x *
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Dowód
Oznaczmy przez Si całkę oznaczonę funkcji f' w przedżiale [x2 i •xZi+2] ‘ 

a przez pole odpowiedniego trapezu prostoliniowego, dające przybliżoną 
wartość tej całki.

Mamy więc

B1 - f  f' (x)dx - y21+2 - y2t

Ti ° 2^X2i+2 " X2 i ^ y2i+2 + y2i^

Wobec zależności (6) oczywiste są następujące równoważności:

✓ ra1 <  O - T ± <  O,

Bit - O S ± - T t ■ O, (14)

m >  0 •<**>■ S ± - T >  O.

W celu wykazania implikacji” « ^ "  tezy twierdzenia niech 1 będzie pro­

stą przechodzącą przez punkty ^x2 i ,y2i^ * ^x2i +2,y2 i + 2 ^ ^ *

l(x) ■> y' +   (x - x2 ± ), x e (-«=,«>).
2i+2 " 2i

Z uwagi na założenia o funkcji f" dla x e'̂ x2 i ,x2i+2^ BSiny.odpowiednio,dla 
każdej z trzech części tezy: f‘ (x) -^liz), f' (x) = l(x), f' (x) >l (x ). 
Oznacza to, że dla każdej części tezy zachodzą związki znajdujące się po
prawej stronie równoważności (14), a tym samym implikacje- ”<£=•" są praw­
dziwe.

Prawdziwość implikacji ” =S»'' tezy twierdzenia łatwo wynika teraz nie 

wprost. ,

5. POPRAWIANIE PRZYBLIŻENIA

Zajmiemy się optymalnym względem f wyborem punktów podziału (l)o wskaź­
nikach nieparzystych. W tym celu niech 1 6  {o4,...,N-l}., Zagadnienie op­

tymalnej aproksymacji w przedziale [x2 i ’x21+23 Je8t następujące:

Ola danej funkcji f s C1 [x2 i •x2i+2] nalaży znaleźć x|i+i e ^x2i'x2i+2^- 
takie, że nierówność



Interpolacja wielomianowymi funkcjami. 317

max |f(x) - sfxjx??*. )|«  max |f(x) - s(x;x„, . )| (15)
x * [*2 1 .*2i+a] xe[x2i #X2i+2j

spełniona jest dla wszystkich x2i+1 e (x2i'x2i+2 *̂ Malny tu wl?° a° czynie­
nia z przypadkiem aproksymacji nieliniowej w sensie Czebyszewa.

Zachodzi następujące twierdzenie.

Twierdzenie 7
Oeżell f e C1 [x2 i ,x21+2] posiada w przedziale [x2 i <x2i+2] cięgłę druga 

pochodna z wyjątkiem co najwyżej skończonej liczby punktów oraz f" Jest 
w swoim zbiorze określoności funkcja monotonicznę i niestała i to istnie­

je dokładnie jeden punkt optymalny x2i+l e ^x2i ,x2 i + 2 Punl<t t8n* a tytn
samym przybliżenie s odpowiadające mu, daje się wyznaczyć iteracyjnie.

Dowód
Należy zminimalizować względem x21+1 funkcję błędu

^ ( x )  = ^ ( * ¡ * 21 +1  ̂ “ " 8^x *x2i+l^ * x e [x 2 i ,X2i+2]'
\

W tym celu niech

S±M  - i 1(x ix21+1> - <fi<x »x21+l )' X e  [x2i'X2i+ll

Mamy

ą < x )  * cS’i(x ix2i+ 1 ) = S±(x ¡x2i+1) • xe [x2i+l ,x2 i+2]‘ /

x

i i ( x )  - / i ( x 5 X 2 i + ł ) = f  [f"(t) - 2£ i (x2i+1)]dt (16)

X2i+2

/t (x) “ i^(x *x2i+l ̂ “ f  C2®i^x2i+1^ “ f (t)]dt. (17)
x

Stosując, w razie potrzeby, odwzorowanie y-*- -y możemy przyjęć, że f" 
jeat funkcja niemalejęca. Zdefiniujmy w następujący sposób wielkości

f (x2 i ), f_(x2i+l^' f+^x2i+l^' f ^x2i+2 ̂ !

f"(x2 i ) - inf |f" (x ): x > x 2 i}* O x2i+l^ ” ®up{f"(x )* x < x 2i+l}'

fI (x2i+l) “ x > x2i+l] ' f“ (x2i*2) = auP{f"(x)j x < x 2i+2]-

Oczywiście może się zdarzyć f” (x2 i ) = -oo, jak i rów.nież f ' (x2i+2^ -“
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Korzystając z własności całki (16) przy ustalonym x2i+1 i ni® maleję- 

csj f" oraz majęc na uwadze równość - i (x2 i ) " -i(x2 i ) " O otrzymujemy, że

w przedziale [x2 i ,x2i+l] albo £± ą 0 < 9dY 2ai “ ^ x2i^ “ f-^x2i+l^' al_ 
bo funkcja <5̂  jest

1° wypukła, gdy 2£i i  f"(x2 i ), przy czym Ą / X2i+1^ >  °' -i^x2i+l^ > °*

2° wklęsła, a następnie wypukła, gdy f” (x2 i ) <  zS.i <  fI^x2i+l^ ' P r2y 
czym zachodzi jeden z przypadków:

a) — i^X 2i+1^ >  °* — i ̂ x2 i + l ' >  °'

b) i i (x2i+i^ >  0> —i^x2i+l ̂ ** °*

°) ii(x2i+l ) *  °' 4 (x2i+l ) < 0 *

3° wklęsła, gdy 2£i >  f"(x2i+l)' przy czyB 4l(x2i+l) < 0 ,  -i^X2i+l) < 0 *

Podobnie, korzyetajęc z własności całki (17) przy ustalonym x2i+i i 

niemalejęcej f" oraz równości ^ ^ x2 i+2^ “ ^i^x2i+2^ “ °* otrzymujemy, że 

w przedziale [•x2i+1 ■x2 i+2] Blbo s °' gdy 25 i = fI (x2i+l) = f (x2i+2)* 
albo funkcja S  ̂ jest

4° wklęsła, gdy 2a± >  f"(x2i+ 2 )' przy czym ^i(x21+l) > 0 ,  ^ * 2 i * l ' J<0‘

5° wklęsła, a następnie wypukła, gdy f+(x2i+1) <  28i <  f '(*21+2^' przy 
czym zachodzi jeden z przypadków:

a-1 ^l(x21+1' >  °* ^ x21+l^ < 0 '

b) StU 2i+1) > 0 ,  ^i^x2i+l ̂ >  °*

c) (x2i+i ̂ ^ 0 ,  ^i^x2i+l ̂ ^  ® »

6° wypukła, gdy 2a1 <  ^I^x2i+1^' przY czym ^i^x2i+l^ <  °* ^i^x2 i + l ^ > 0 ‘ 

A zatem wobec równości

-i^x2i+l^ “ ^L^x2i+1^* - i^x2i+i ̂ “ ^ x2i+l^

oraz założenia, że dla pewnych x, x e [x2 i >x2i+2^ —  <  x 3e8t * ( x ) < f (x), 
mamy Jednę z dwóch sytuacji: albo 5^ 3  0 w przedziale [x2 i'x2i+2]' gdy f 
jes,t tam dwusegmentowę funkcję sklejanę drugiego stopnia o punkcie skle­

jenia równym x2i+1. albo zachodzi nierówność ^ ( x2i+1 ;x2i+i^ >  0 1 ,na
miejsce jeden z czterech przypadków: l-5b, 2a-5b, 2b-5a, 2b-4 (odpowied­

nio ryś.-la, lb, lc, ld).
Oeżeli f jest w przedziale [x2 i >x2i+2] dwus®9mer>towę funkcję sklejanę 

drugiego stopnia o punkcie sklejenia różnym od x2i+j- to zachodzi przypa­
dek l-5b (rys. la) albo 2b-4 (rys. ld).

Oeżeli f7 (x2 i ) " to przypadek l-5b (rys. la) dla x2i+ie ̂ x2i ,x2i+2^
nie występuje/
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Rya. 1. Przebieg funkcji błędu S

Podobnie nie zaistnieje przypadek 2b-4 (rys. Id), gdy fW(x21+2) * + °°* 

Niech

D i “ l/i(x,X21*l)l*
xe  |_ 21 2i+2j

Można zauważyć (patrz rya. l), że « max 9dzi®

Si - B i ^ i e l 5 ■ x e  rx- "xin 58 0 (18)
x e  |_x2 i 2 i + l i

D i " B i(x2i+1 ) “ . "8X & (x,x2i+l) *  °■ 188 A Oą K

x£ [x2 i+l’x2 i+2r

(19)

Funkcje DjL i zmiennej x21+1 s? cięgłe w przedziale ix2 i .x2 i+2^ oraz 

P,(xn , . J  - lim 5 (x2i+1) - 0.lim — i 2i+l'
*21+1 X2ix94j. i \ x9 i “  * x2i+l<̂ x2i+2i
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Niech £ będzie dowolnę liczbę z przedziału ^0,x2i+2-x2i+l^' Na m00Y 
twierdzenia 6 mamy <  O. Zachodzi zatem nierówność 2ai (Jt21+l^<
<  2ąi(x21+1+£ ), z której dla x e (x2 i .x2i+1] otrzymujemy

*  U

4 (x,X2 i + l+£) “ /  /  [f" (°  ‘ 2£ i (x2 i + l+£)]dt

x2i l X2i 

fl [f" (t) - 2^ i (x21+i )] dt

du <

x
<  r du = 4 (x i x 2 1 + 1 ).

Stęd i (18) wynika, że £ 1<x21+1X  £ i (x2 i+i + e ) * 8 Jeśli - i (x2i+l) * °* 
to także £ i(x21+1) <  E ł i ^ i + i  + A zatem Jeat funkcję niemalejęcę 

zmiennej x21+l' 8 d ^8 8sv0i0^ wartości dodatnich nawet rosnęcę.
Podobnie przy dowolnym s z przedziału (Orx2i+i"x2i^ ">ai»y ; ,2ai(x2i+1-£)<' 

< 2 ® i (x2i +l)* ° 8t?d dla X C  [X21+l,X2i+2)! otrzyn>uJemy

^i^X!X2i+l “ >  ^i^x,x2i+l^'

Na podstawie (19) dostajemy więc °1 ix2i+i_ ^  B i^x2i+l^'a 38Śli ̂ i^x2i+l^°>
to także &  >  B i(x2i+15 • A z8t8B B i J e8t funkcję nieroanęcę
zmienne! x„. . , a dla swoich wartości dodatnich nawet malejęcę.

001 / \
Z rozważań tych wynika, że istnieje x2 i + i e 2i'x2i+2 takie, że za­

chodzę równości

- S t y g l i )  - V xg ! i >  ■- x ^ * 2 i * i >•
2i+l 2 i ' 2i+2 

Dla punktu- z??*., spełniona Jest zatem nierówność (15).
O D  tW celu wykazania Jednoznaczności punktu x2 i+i załóżmy, że istnieje 

punkt optymalny x2i+j różny od St9d 1 własności Oj, mamy

-i ^ x2 i ł l ) “ D i^x2i+1^ “ °i^x2i+l^ “ - l (x2 1 + l ) = °*

Równość “ 0 oznaoza> że dla x e  [x2i'X2i+2]

.(«.«gil) “ 8 (x iX21+l ̂ “ f ^ '

Sytuacja taka zachodzi przy x2 t+i f x2i+i tylko wtedy, gdy f jest w prze­
dziale [x2i'x21+23 wielomianem stopnia co najwyżej drugiego. Mamy więc 
f" s const, a to jest sprzeczne z założeniami twierdzenia.
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Monofoniczny charakter funkcji 0^ 1 zmiennej x2i+1 Powoduje . że po­
szukiwania punktu można prowadzić w sposób iteracyjny. Oako pierw­

sze przybliżenie x°J*j można przyjęć dowolny punkt *2 i+l "ewiętrz prze­

działu £x2t'x21+2J' 8 na3t^Pn i e > nP* połowienia przedziału, tak go
przesuwać, ażeby błąd Di^x2 i+i^ malał. Kierunek przesuwania punktu ><2i+1 

wynika natychmiast z porównania wielkości £i^x2 i+i^ i  ®i^x2i+l'*'

6. UWAGI KOŃCOWE

Z dowodu twierdzenia 7 wynika, że w przypadku nlemalejęcej 1 niestałej 
funkcji f "  współczynniki * ± i przybliżenia optymalnego spełniają nie­

równości

f "  (x2i^ “ inf|f" (x) :x>x2 J <  8up|f"(x)i x<x2i+1J>

inf jf* (x) i x>x21+1|< 2a^ < supjf" (x) ix<x21+2 J • ^x2i+2^*

Stąd (3), (4), (5) i (6) otrzymujemy następujący 

Wniosek 2

Oeżeli f e cl [x2i'x2±+2] P°9iada w przedziale [x2 1 <x2i+2] cl39ł9 drugę 
pochodną z wyjątkiem co najwyżej skończonej liczby punktów oraz f" jest w 
swoim zbiorze określonoścl funkcją monotoniozną i niestałą, to punkt 
sklejenia x2i+1 należy wybierać spośród spełniaJęeych nierówność

*2 i “ n" Z- ) ’r { - - p  x2i+l *  x2i+2 + f'(x21+2T  ^  (20)

m.
(przyjmujemy » O).

W przypadku rezygnacji z poszukiwania przybliżenia optymalnego można 
zadowolić się przyjęciem x2i+1 w środku przedziału określonego nierówno­

ścią (20).
Na mocy twierdzenia 2 otrzymujemy również następujący 

Wnloaek Z
Oeżall f e C 2 £a,b] oraz punkty przedziału (l) o wskaźnikach parzy­

stych określone są tak, że f "  jest w przedziałach przez nie wyznaczonych 
funkcją monofoniczną, zaś punkty podziału (l) ó wskaźnikach niepsrzyątych 

spełniają nierówność (20), to dla x e Lxk-1r,xkl ̂  “ 1,2,... ,2Ń)
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| f' (x) - a' C x ) | *£ h ka>(f",hk ),

|f"(x) - a"(x)| ^  <«(f",hk ).

LITERATURA

[1] Anselona P.M., Laurent P.O.: A general method for the conetruction of 
interpolating and smoothing spline functions. Num. Math. 12 (1968), 
66-82.

[2] Bezier P.: Numerical Control - Mathematics and Applications, Cohn Wi­
ley & Sons, London - New York - Sydney - Toronto 1972.

[3] Oankowski M. : Interpolacja spline funkcjami. Sprawozdania IMM i ZON 
Uniwersytetu Warszawskiego 45 (1974).

[4] Ourenek 0.: ASTER - system przygotowawczo-sterujęcy w obróbce elemen­
tów konstrukcyjnych kadłuba okrętu. Informatyka 2(1971), 13-17.

[5] Kammerer W.3. , Reddien G.W., Varga R.S. : Quadratic Interpolatory Spli­
nes, Num. Math. 22 (1974), 241-259.

[6] Marsden M.3. : Quadratic Spline Interpolation, Bull. Amer. Math. Soc. 
80 (1974).

[7] Schultz M.H., Varga R.S. : L - Splines, Num. Math. 10 (1967), 345-369.

HHTEPIIOJIflliHH CIUIAMHAMH BTOPO0 CTEIlEHtt

P e 3 k> m e

B paóoie paccMaipHBaeToa npofijieiia HHTepnojtflijHH (JyrncaHH onjiafiHaMH BTopoii 
cTeneHH, O npeaeaaeica Baóop y3jiOB HHiepnojiauHH rapaHiHpymmufi coraaooBaBHOcib 
BhiisyKJioGTH HHiepnojiHpoBaHHoa h HHTepnoJinpyjomea (pymcmiH. npefldaBJiHeTCH Tosce 
HTepaiłHOHHuił oSpa3 fleftcTBHH pfin o^HOii onTHuajiH3aunH npHÓJiHacamąero onjiaBna.

INTERPOLATION BY QUADRATIC SPLINES

S u m si a r y

In this paper the Interpolation of function by quadratic splines is 
considered. The choice of interpolative knots guaranteeing an agreement of 

convexity of interpolated and interpolating function is given. The itera­
tive procedure for some optimization of approximating spline is presented


