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PORÓWNANIE WSKAŹNIKA EFEKTYWNOŚCI 
DLA PEWNE0 KLASY METOD ITERACY3NYCH

Streszczenie. W poniższej pracy przedstawiamy algorytmy wyznacza
ni a- Je^osj- j1 metod Keniga i Schrodera rzędu k+1 dla wielo
mianu stopnia n, przy zastosowaniu algorytmu S-T (patrz [lj) do 
obliczenia wszystkich "znormalizowanych" pochodnych wielomianu. Po
dajemy także liczbę działań potrzebnę do wykonania jednej iteracji 
oraz liczbę k, dla której wskaźnik efektywności metody, przy usta
lonym stopniu wielomianu, Jest największy.

1. Algorytm S-T

Przedstawiamy algorytm S-T do obliczenia wartości wielomianu i Jego 
k pierwszych znormalizowanych pochodnych w danym punkcie x, xjŁO, k^n, 

(patrz [1] ).

Niech

n

k=0

będzie wielomianem stopnia n. 
Niech

n + 1 = p . q

dla pewnych liczb naturalnych p i q. 
Definiujemy dwie funkcje

s( j) = (n-J ) mod q

r ( j )
0

dla

dla

j mod q » O

J mod q ^ O 

J - 0 , 1 ---- n
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Algorytm S-T

0, 1..... n-1

j = 0 , 1____   k ,
i = J+l.J+2....,n

Cieśli za parametr q podetawimy różne wartości, otrzymamy warianty al

gorytmu S-T różnięce aię ilościę mnożeń i dzieleń.
Ola q = n+1 algorytm S-T jest algorytmem o najmniejszej znanej ilo

ści działań arytmetycznych i wymaga (k+l)(n - i  k ) dodawań, 2n-l mnożeń 
i k dzieleń. W tym przypadku algorytm ten przyjmuje postać

xn-1+1 i = 0, 1 ......n-1

J = 0,1,

-1 _ ®(i+l) i =
i i+1

■3 - a x s ^ )  
j o

3 -

i “ Tl:l+ tL i 3 =
i =

•J _ P (j)(x) „j inod q 
n j !

-1
i = ai+l

■3 = ar,xn3 0

■3 = Tl-!i i-i

•J pij)
n jl

i-1
j = 0 , 1 ..... k,
i = j+1..... n

j = 0,1,

2. Metoda Königa 1 Schrödera

Dla wielomianu stopnia n, P(x) metoda Königa rzędu k+1 przyjmuje po

stać
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u 0  a  1

bA - ■■ T j.LxJ , 1 = 0, 1......k

uk = S  ("1)i+1 biUk-l bŚ_1 
1=1

Metodę Koniga można także uzyskać stosujęc linearyzację wzoru Taylora 
(patrz [4 ]). Wtedy

gdzie:

- jest wyznaczone z układu

bQ ♦ bldl = O

b„ + b d + b d d  = O 
O 1 2 2 2 1

b0 + bldk + W k - l  + '** + bkdkdk-l” *dl = °

(patrz [4]).
Metoda Schrodera otrzymana z linearyzacji wzoru Taylora przyjmuje po

stać

n  ■ x + dk

a wielkości dk wyznacza układ

bQ + b1d1 = O

b + b d + b dj = O
0  1 2  2  1  ( 3 )

b„ + b d + b b dj* = O
O 1 k 2 k-1 k k-1

Wykładnik zbieżności przedstawionych metod jest k+1.
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3. Do metody Kdniga i Schródera zastosujemy algorytm S-T 

T w i e r d z e n i e : 1

v k  = X -

b u , . x 
0 k-1 (4)

gdzie

uk =

T1 T°

T2 T1 T°n n n

k T k-1 -j-k-2 T 1
n n n n

k = 1,2,

j _ P (J )(x) j 
n j ! x j = 0,1,

D o w ó d

Udowodnimy indukcyjnie, że

6J ' " S
j = 0, 1 k

3 = o uQ - 1 = u0

Sj + 1 ( - D i+1 T*(T°)i_1

i=l
n n j+l-i

T n “ X±bi

V l - i  “ xJ+1_1 uj+l-i

d+1
<*> r , ii+l i, ui-1 j+l-i
UJ + 1 =  ̂ x i O X Uj+l-i

i=l

j+1

'•So' • x)*1“
i=l
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A więc

Vk
b„u,
0 k-

uk
T
X

co kończy dowód.

Zamiast wyznaczać bo ,Cll  bk kos2tem 2n-l mnożeń i k dzieleń.

O l  kbędziemy wyznaczać T“ -T n  kosztem jedynie 2n-l mnożeń. W sposób

podobny można pokazać, że zamiast schematu (2) można stosować następują
cy:

<Pk = x(l ♦ dk )

gdzie:

dk - sę wyznaczane dla metody Koniga z układu

To + Tidi = °

T0 + Tld2 + T252S1 " 0 ' , .
(5;

T0 + Tl3k + T23k3k - 1 + ” *+ Tkdk3 k-l***3l = 0

a dla metody Schrodera zamiast (3)
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4. Podajemy algorytmy 1 programy na wyznaczanie ^edne.1 lte^a 
Koniga i Schrodera rzędu k+1, przy danych x, T , T , ...,T

lterac.1l metod

Koniga 1 Schrodera rzędu k+1, przy danych x, T^, T*,...,Tn (będziemy 

oznaczać teraz T0 ,Ti < • • • ,T|<)

Ola schematu (4): 

begin

integer k ,j ,i,b; 

real x,y,fika; 

real array T,c,u(0;kj ; 

u [0] - 1; 

y « 1?

for 1=2 step 1 until k do 

begin

y =  y T[0] ; 

c[i] =T[i]*y; 

end;

u [l] = T [l] ;

for 1=2 step 1 until k do 

begin

u [i] = T[l] u [i-i] ; 

b = -1;

for J=2 step 1 until i do 

begin

u [i] = u [i] + b * c []]« u [i-j] ; 

b = -b; 

end;

end;

fika = x - x * T [o] * u [k-l]/u [k] ;

end;

Dla schematu (5):

begin

integer i ,1,k ; 

real x, fika;



real array t  [o ;k] , d [f; k] ; 

for i=l etep 1 until k do

begin 

d[i] = T[i] ;

for 1=1 step 1 until i-1 do

d[i] = d[l] d[i] + T[i-l] ;

d [i] = -T [0] /d [i] ;

end; “• ,

fika: = x * (1 + d[k]): 

end;

Ola schematu (6) 

begin

integer i ,k .1: 

real x, fika;

real array T [0;k] , d [l : k] ; 

d[l] = -T[0]/T[l] :

d[2] = -(T[2]*d[l]*d[l] + T [o] )/T [l] ; 

for i=3 step 1 until k do 

begin
—  —  /

d [i] = T [i-1] + d [i-1]* T [i] ;

for 1=2 step 1 until i-2 do 

d [i] = T [i-l] + d [i-l]* d [i] ; 

d [i] = -(T [0] + d [i-l]* d [i-l]* d [i] )/T [1] : 

end;

fika = x * ( l  + d[k]);

end;

5. Policzymy ilość działań potrzebna do wykonania jednej iteracji

Oznaczać będziemy przez of ilość mnożeń i dzieleń, a przez ilość do
dawań i odejmowań.

T w i e r d z e n i e :

of(uQ ) = Of (Uj) = 0

pp(u. ) = 2 + IJit5.IC.k- 2.]. k = 2.3,...

Porównanie wskaźnika efektywności..._________________________________________ 11
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D o w ó d :  indukcyjnie

k = 2 <*(u2 ) = 2

« w  -  t A  -  V o  V i  (- 1 ) k  w i

<y(Uk+ 1 ) = + k +

_ 2 + (k*5Kk-2) + k+2 = 2 + ,(,k+6)(k-i)

co kończy dowód.

Tak więc dla schematu (4)

« W fc) =<*(T0 ,T l  T|() * o«Bk ) + 3 -

(k+5)(k-2)
= 2n + 4 + 2

i

P ^ k 5 = l*(To-T i  Tk ) + ^  + 1 =

= n(k+l) - k+1

Oak łatwo pokazać, dla schematu (5) ilość działań przedstawia się na
stępu jęco

* (Sk ) = £i!S±ł2

o f ( ł » k )  -  o f ( T 0 ' T i T k > +  (* ( i ' k )  +  1

= 2n +

|b(dk ) = ii|=Ł2

JK<pk ) = P>(T0 .Tl Tk) +|b(dk ) + 1 =

= n(k+l) - k+1

Dak więc widać schemat (5) wymaga mniejszej ilości mnożeń niż (4). 

Deśli rozpatrzymy ilość działań w metodzie Schrodera, zauważymy, że

* ( S k ) = 1  + ( J s d O i h i l )
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» ( r > ) ■ »n . . . ■.* >

a/Si ) - kfk-1 )(i(dk ) - ~ 2— ^

fi(<pk) = n(k+l) - k + 1

Te trzy schematy wymagają takiej samej ilości dodawań, a (4) i (6) ta
kiej samej ilości mnożeń.

6. Wskaźnikiem efektywności metody iteracyjnel nazywamy

e= ¿a* 
b p '

gdzie (J. oznacza sykładnik zbieżności metody, a p ilość działań potrzeb- 
nę do wykonania jednej iteracji. W naszym przypadku mamy:

dla schematów (4), (6)

2 ln(k+l)
6i = -J

dla schematu (5)

k + k(2n+l) + 6n

e = 2 ln(k+l)
o 2

k + k(2n-l) + 6n+2

Przy ustalonym stopniu n wielomianu można wybrać k tak,aby wskaźnik 
efektywności był największy.

W poniższej tabelce przedstawiamy wyniki otrzymane numerycznie

«1 «2

n k n k

1 1

2-7 2 1-4 2

8 i więcej 3 •5 i więcej 3
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CPABHEHHE II0KA3ATEJIH 3s>5>EKTHBH0CTH jyia HEKOTOPOrO KJIACCA 
HTEPAIiHliKHX METOÄ

P e  3  10 m  e

B ^ a H H O f i p a ó o i e  n p e ^ c T a B J i e H H  a j i r o p H T M H  o ą h o A  H T e p a u r a  M e i o ^  K H H r a  h  I H p o -  

s e p a  p a ^ a  k + 1 M H o r o n a e H a  c i e n e H H  n n p n  n p itM e H e H H H  a j i r o p H T M a  S-T ( c m .  1) 
AJIH  p a C H B T a  B c e x  H 0 p M a H H 3 H p Q B a H H b IX  n p O H S B O A H B U t M H o r o u J i e H a ,

IIpeflcTaBjieHbi Tamte HHCiia fleäcTBHfi, HeoßxoAHMHx ajih BbinojiHeHHÄ oahoj! HTe- 
pauHH, a TaK»e c h c x o  k, Koioporo noKa3aTejiB s^exTHBHOCTH MeTo^a iipn 
Ha3HaueHH0ii CTeneHH MHOroujieHa SBJiaeTcfl HandojibinHM.

THE COMPARISON OF EFFICIENCY INDEX FOR A CERTAIN CLASS 
OF ITERATION METHODS

S u m m a r y

The paper presents the algorithms of defining of one iteration of Ko- 
nig and Schroder methods of k+1 order for a polynomial of n order, 
using the S-T algorithm (see (1)) in calculating all "normalized" deri

vatives of the multinominal.
The paper also gives the number of operations indispensable to perform 

one iteration, and the k number, at which the method efficiency index, 
assuming that the order of a multinominal is defined, is the greatest in 

value.


