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Dorota CZA3A-POSPIECH

O PEWNYCH REGULACH LOGIKI ROZMYTES3

Streszczenie. Przedmiotem pracy jest uog6lnienie pewnych regut
logiki rozmytej. Omoéwiony jest przypadek implikacji z4ozonej:"If A
then if A2 then ... if An—i then An‘- oraz ztozeniowa reguda wnios-
kowania, pozwalajgca na znalezienie nastepnika tej implikacji,jeze-
li dane sa jej poprzedniki. Dowody poprawnosci uogdélnionych regut

podaja twierdzenia 1 i 2. Lemat 3 omawia ztozone _zdanie warunkowe

typu: "It A1 theln B_ else if A2 thezn B,, else ... if A r¥hennB "'oraz
warunki zamiany tego zdania na ztozong alternatywe p"rostych implika-
c%i: "If A1 then Bl or ... or it An then Bn". Prezentowane reguty
mogg znalez¢ zastosowanie do analizy i opisu ztozonych proceséw prze-
mys4owych.

1. Wstep

Pojecie rozmytosci (fuzziness) L.A. ZADEH podat po raz pierwszy w 1965
roku w pracy [I]. Tam réwniez zostaty sformutowane podstawowe pojecia do-
tyczace zbioréw rozmytych (fuzzy sets), na ktorych opierajag sie reguty taw
logiki rozmytej. 0Od tego czasu teoria zbioréw rozmytych znacznie sie roz-
budowata. w 1968 roku w pracy [2] ZADEH wprowadza pojecie algorytmu roz-
mytego, a w roku 1970 wsp6lnie z BELLMANEM publikuje prace [3] o podejmo-
waniu decyzji w warunkach rozmytych, m.in. poruszajgc problem: prawdopo-
dobienstwo a rozmytos¢. W roku 1973 pojawia u ,e praca [4] podajaca podsta-
wowe pojecia i reguty logiki rozmytej. Takie byty poczatki teorii, ktorej
szybki i wielotorowy rozwéj nastagpit niebawem, czego przyktadem mogag byc:
praca [6] o topologii indukowanej w zbiorach rozmytych, praca [6] o mie-
rze w zbiorach rozmytych oraz praca [10] o strukturach algebraicznych.Pod-
sumowaniem i uporzadkowaniem wynikéw badan teoretycznych jest wydana w
1975 roku monografia [7]. Réwnoczes$nie ukazuje sie wiele prac z zastosowan
zbioréw rozmytych i logiki rozmytej w réznych dziedzinach nauk humanistycz-
nych oraz technicznych, na przyktad [8] i [9]-

2. Podstawowe pojecia, zapis i terminologia

Zaktadajgc, ze teoria zbioréw rozmytych jest znana, podamy jedynie naj-
bardziej podstawowe pojecia (wystepujace w tej pracy). Niech bedzie da-
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ny zbidér podstawowy (nierozmyty) U, zwany dalej przestrzenia. Podzbiorem
rozmytym A przestrzeni U nazywaé¢ bedziemy zbidr

gdzie:
“ Jest funkcja okreslong na zbiorze U, przyjmujacg wartosci z
przedziatu [o.lj, ~“ Coe *

Funkcja ¢iA (u) jest nazywana funkcja przynaleznos$ci zbioru A, zas$ Jej
wartos¢ w punkcie u zwana jest stopniem przynaleznosci elementu u do
zbioru rozmytego A.

Dwa zbiory rozmyte sa roéwne, jezeli ich funkcje przynaleznosci sg w U
identyczne:

Zawieranie sie zbioréw rozmytych zachodzi, gdy

A < iBQ) O Ac B.
Dopednieniem zbioru rozmytego A Jest zbidér rozmyty TA taki, ze

fVu “1-2AQ)" " (1)

Ztgcze (union) zbiordéw rozmytych A i B jest zbiorem rozmytym AU 8,zde-
finiowanym poprzez

Przekr6j (intersection) zbioréw rozmytych jest zbiorem rozmytym oznacza-
nym przez AnB i zdefiniowanym przez:

ueU.

Iloczynem kartezjanskim zbioru rozmytego A z przestrzeni U przez zbiér
rozmyty B z przestrzeni V jest zbi6r rozmyty A» B:

gdzie

@
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Zgodnie z definicje podane w [4]. implikacja:
A=>B = A *B. [©)

Przyk#+ad 1
Niech U = ]1,2,3* aV = jl,z], zbiory rozmyte: A w przestrzeni U,
B w przestrzeni V sg nastepujace:
A = jls0,5, 2/0.7, 3/0.4j, B = jl1/0.6, 2/0,¢€j.
» Implikacje A~ B reprezentuje w tym przypadku macierz AxB, za$ funk-
cja przynaleznosci zgodnie z wzorem j2) jest nastepujeca:

min (0,5, 0,6), Mo © 5 ©g~ 0,5, 0,5
i*A»B min 0.7, 0.6), min(0,7. 0,8) S 0,6, 0,7
minf0,4, 0,6), mo © 0.8) 0,4, 0,4

czyli:

A*B = j(1,1)/0,5, (1,2)70,5, (2,1)/0,6, (2.2)/0,7, (3,1)/0,4. (3,2)/0,4j

3. Implikacja ztozona

Rozwazmy przypadek implikacji ztozonej («postaci:

"If A1 then E{ A,, th%y if A, tben ... if An—l then An

ALN (A275(A3A. .. (AN_I1M>ANn)...)) . A~ A2x A3« ... >An_1<An, )

(co mozna napisa¢ bez nawiasow, gdyz iloczyn kartezjanski jest nieprze-
mienny i podane we wzorze (4) kolejno$¢ rozumie¢ bedziemy tutaj zawsze tak
jak podaje nawiasy po lewej stronie wzoru). Zaktadamy, ze Ai to zbiory
rozmyte przestrzeni (i =1,2,...,n).

Twierdzenie 1
Funkcja przynaleznosci zbioru (4) reprezentujecego implikacje ztozone

wyraza sie wzorem:
é“Pi* ZA » __.*Aniui'u2 “nn

= min[@A1ui)MA2@u2>..... ®
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Dowéd tego twierdzenia opiera sie na definicji minimum zbioru skonczo-
nego. Desli

t0

ai;zi> i ... anz . ()

Dowéd wzoru (5) poprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na n.

1. Dla n = 2 podany wzér jest prawdziwy, zgodnie z definicje (2).
2. Krok indukcyjny:

Zatozenie ind./

2«A3»_ . _«An 2 u3-* unn

= i3 (un )
Teza ind./
NATXA2XA3X. . .XAn (ul*U2"U3 =
=min® I), u2),« (u3d) n (un)]. )
i [od 3 n
Dla dowodu oznaczmy
z = S"in[ilA (u2),~ (U3)..... p  (uj] @)
2 3 n

/ -
Po lewej stronie wzoru (5) mamy wiec

v = min|™A Uj), zj
i z definicji (6):

ve {6\ (UE)* Z} 1V «iWI(I) 1 2°

Ale zgodnie z oznaczeniem (7) i definicje (6) mamy:
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oraz co +gcznie z nier6wnoscig po-

VG{pa" I~ A N

przednig daje wzor:

co konczy dowdd tezy indukcyjnej, a zarazem konczy dow6d tw. 1.
Bezposrednio z definicji (2) dla implikacji z#ozonej (4) otrzymujemy
nastepujaca funkcje przynaleznosci:

Zatem z wykazanego twierdzenia wynika:

Wniosek:
Dla dowolnych zbioréw rozmytych Al1,A2,...,An mamy:

4. Ztozeniowa reguta wnioskowania

Przypusémy teraz, ze dane sa zbiory rozmyte A i B, odpowiednio zprze-
strzeni U i V. Niech bedzie dana roéwniez relacja R = A~B = A»B. Za-
dany jest takze pewien podzbiér rozmyty A"cA. Rozwazmy problem: jak zna-
lez¢ taki zbidér rozmyty B, azeby A"=> B'cR? Ztozeniowa reguta wniosko-
wania podana przez ZADEHa w M dla relacji R definiuje zbidér S* w spo-
s6b nastepujacy:

B*= AOR,

czyli
B* = A» (A«B), (©))

zas

p B,(v) = max min
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Poniewaz w naszym przypadku R = A »8, wiec zgodnie z (2):

“FR(U,V) =iJA,B:U%)

LEMAT 1

Oezeii dane jest relacja A *B reprezentujgca implikacje A=>B i da-
ny jest podzbidér Al«A, to otrzymany przy pomocy ztozeniowej regudy wnios-
kowania zbiér B" spedniajacy f9) jest podzbiorem zbioru B.

Oow 6 d:
Z zatozenia A'cA, czyli g ,(u)« ¢Aiu) dla kazdego u(U,
Z drugiej strony wiadomo, ze

Oznaczmy:

Lu,w) = min [ja.iu), minfriu), ¢ig(v))] =

Z twierdzenia 1 wynika, ze

L(u,v) = min[fiA>(u), A (u), ¢ig(v)]asS

Wartos¢ po prawej stronie nie zalezy od u, wiec

ftQ ,(v) = max Lu,v)< ¢gb(v), tzn. B"c8, c.n.w.

Przyk+tad 2

Wezmy tak jak w poprzednim przyktadzie:

Dany jest zbio6ér Al= jl/0,5, 2/0,6, 3/0,1j , szukamy takiego zbioru B;,
azeby A'x Bl by+ podzbiorem zbioru R. Ztozeniowa reguta wnioskowania (9)
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podaje, ze B" oblicza sie jako ztozenie maksyminowe zbioru Al ze zbio-
rem R oraz z (9D mamy

£ig,(v) = max min |pA,(u), Cu,v<J,

o8 0,5
max min[o,5, 0,6, 0,11 o 0,6, 0,7 = [06, O
1 .0,4, 0,4

Otrzymalismy zbio- Bl= jl/0,6, 2/0,6 Dak widaé¢, B"cB.

P.0. KING i E.H. MANOANI w pracy [9] (wydanej w 1977 roku) podaje dla
podwéjnej implikacji:
A=> (B=>C)

dla danych zbioréw rozmytych: A, B, C, A, B" i szukanego C =ztozeniowe re-
gute postaci:

C'= A"0B'0 (A*B xC) .

co niestety jest btedne. Bak *atwo mozna zauwazy¢, w przypadku podwdjnej
implikacji, zbior C* spei#niajecy warunek A"*B"*C"cR, réwna sie:

C*= B»[a""(A.B>C)] (10)
zan funkcja przynaleznosci u”, dana jest wzorem (10), w lemacie 2.

LEMAT 2

Dana jest podwdjna implikacja A=>(B=>C), ktére reprezentuje pod-
zbiér rozmyty A «B*C = K (A jest zbiorem rozmytym w przestrzsni U, B
jest zbiorem rozmytym z przestrzeni W, C zb. r. z V). Oezeli A'cA i BcB,
to zbidér C" spedniajecy podwdjne implikacje A"=i»(B"=~C) dany jest wzo-
rem (10), czyli:

~ne>(v) = max minjtig.fw), max minjt.u, t>K< >3 (10)

oraz tak otrzymany C" jest zawarty w C.

Dowod lematu:

Oznaczmy:

B*C =D @
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Wtedy
K = A<B>C = A< O,

oczywiscie D Jest podzbiorem rozmytym przestrzeni W »V.
Dla danego zbioru A'ca, zgodnie z (9) otrzymujemy:

0O»= Ao (A *D) ()]

»

iiD . (w,v) - max min[;xA ,(u), min(/i. A (u), ~ D (w,v)] (b)

2 lematu 1 wynika. Ze d%cd, czyli zgodnie z (a) D" Jest podzbiorem re-
lacji B »C.

W zbiorze D", "generowanym”™ w B«C przez podzbiér A".zaetosujemy dru-
gi raz regute ztozeniowe (9), dla danego B*cB poszukamy odpowiedniego C,
takiego azeby Bl>Cl

Zgodnie z (9) i (90:

C’» B"oD", fac PV maX =>"I]

co uwzgledniajac (a) i (b) oraz (b)), daje:
C" « B"0 (A"0 (AxB xC)) (10)

Ne<(v) = max mIn2AB>(w), max min(MA,(u),min(*Cu),(w),*(Vv) ))

Pozostaje udowodni¢, ze tak otrzymany zbidér C* Jest podzbiorem zbioru
C. W tym celu wystarczy pokazaé, ze dgic (V) ¢(p-civ).
Z lematu 1 otrzymujemy dla zbioru D" danego wzorem (b), za D"cD czy-
i ¢iD.(w,v)” rio(*,v). S"es, czyli W)  /»gfw).
mintutg, (W), ¢io, wW,v)] «<S m i n ,(w), fiD(w,v)] -

min ,(W) , min(iiB(w), dic(W))J < min[pB W) ,uGW)] « N c(v),

prawa strona nie zalezy od w, a wiec roéwniez maksimum po w z wyrazenia
po lewej stronie spednia powyzsze nieréwnosc:

suc . (v) = max min®j.B,(w), ¢iD,(w,v)] <" c(v),

czyli C"cc, co nalezato wykazac.
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Niech bedzie dana implikacja:

Al=~ (A2 =i>... (An=J>B)...) = Aj« A2* _.. »An*B - K. [¢5))
gdzie:
Ai - se zbiorami rozmytymi * przestrzeni Uj ( =1,2,...,n),
B - jest zbiorem rozmytym w przestrzeni V.

Zgodnie z twierdzeniem 1:

Dane se podzbiory AjC Ai, tworzece n elementowy cieg poprzednikéw w
implikacji (11). Dak znalez¢ zbiér B, bedecy nastepnikiem takiej impli-
kacji? Opisuje 1 rozwiezuje ten problem tzw. 2.

Twierdzenie 2

Dezeli na wejé6ciu zadanego uktadu spedniajecego (11) dane ee podzbiory
rozmyte Aj zbioréw rozmytych Aj, i = 1,2 n (czyli dane se poprzed-
niki implikacji (11)), to zbiér B" (nastepnik implikacji) otrzymany na

wyjsciu uktadu (11) wyraza sie wzorem:

natomiast funkcja przynaleznos$ci przyjmuje postac:

B .(v) = max ilnL (U ),max min min
n L n

gdzie: ¢/%(“j,ug" *e,un"v” cano jest wzorem (11%).

Dowéd poprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na “n"

1. Dla n =1 mamy

Aj« B = K, A™c Aj

sked zgodnie z regutami (9) 1 (9%) otrzymujemy

B* = Aj °iAj « B)

co si$ pokrywa z teze twierdzenia dla n = 1.
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2. Wykonamy teraz krok indukcyjny

Zatozenie indukcyjne

Dane se zbiory rozmyte ,A2 "7 An-1" C oraz Al ,A2°"**"An-1 odPowied_
nio w przestrzeni Ui (i = 1,2,...,n-1) oraz C w Z.

Dana jest implikacja:v

Al=> @2=> eee =>(An_i =fac™ee) = AiXx A2 X *** *An-1 " C*

Wtedy zbiér C* bedecy nastepnikiem powyzszej implikacji, gdy  .....

An 1 poprzednikami, dany jest wzorem:
C - A-10[An-2°" -0[Al O0<V AX o= V | XC)] =] (13)
¢Xe L, (z2) = max min]MiA, Jj> max n,in[ilA * 2 (un-2~ "**
n-1 n-2
»ax "inAN_dqiUIT),N,N, L0 L« NMN«eNM oooun_l,],- (137)

Teza indukcyjna

Dezeli dane se zbiory rozmyte A”, i = 1,2 n-1,n oraz zbidér rozmy-
ty B, odpowiednio z przestrzeni oraz V oraz sped#niona jest rela-
cja R:

Al=>(A2=>(... An_1=~(An">B) = AIXA2« ... *An*B =R

to dla danych A~ A%, i = 1,2,.., ,n, zbioér B’cB bedecy nastepnikiem im-
plikacji, (w ktérej A" se poprzednikami) dany jest wzorem

BT = AT °(AT ... C(AjOR)...) 14)
N, (V) = max min[u",(u ), max min ... max minlp. (@ ), u (u,...v)I (14*)
B u An n un & uy L MI A J

Dowéd tezy indukcyjnej

W iloczynie kartezjanskim R = Aj XA2Xx ee= *An-i X AnX B wprowadzmy o-
znaczenie:

oczywiscie C jest zbiorem rozmytym przestrzeni un *v*
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Ola relachl R = Alxﬁ\ S -X An—l »C, z zatozenia indukcyjnego,dla da-
nych Ai,A2""*""AA 1 otrzymujemV zbiér C* spekniajacy wzér (13) i (13D,
C"cC. C"jest podzbiorem zbioru C ‘'generowanym" przezAj <Af "*** "An I*

Ale C*cC = AnxB, wiec podobnie Jak w lemacie 2 znajdujemy zbi6rB" od-
powiada jecy danemu A”e An:

B* = Ay oC", (15)
iUB .(v) =max min[*A,(un), dc "(un-v)] il5°)

Podstawiajgc (15) do (13) oraz (15") do (13%) otrzymujemy wzory (14) i
(147), ktore sa tezag czesci indukcyjnej.

Fakt, ze tak otrzymany zbi6ér B" jest podzbiorem zbioru B, wynika bez-
posrednio z lematu 2. Tym samym dowdd twierdzenia 2 jest zakonczony.

5. Uwagi na temat zdania warunkowego, zdefiniowanego w [4]

“If A then B else C" = A* B ulA«C

(Jezeli A to B, w przeciwnym razie C).

Naturalnym uog6lnieniem powyzszej definicji Jest (zgodnie zresztg z AL-
GOLEM) zdanie waruniowe (16) reprezentowane przez nastepujacy zbidr roz-
myty En:

If Ai then P, els% if A,, then B2 else ... else if An then Bn

:Alelqu EA 82u... uIAln,,,n lAn_InAn Bn:En (16)

Mozna udowodni¢, ze dla zbioréw rozmytych wzér (16) da sie zapisaé w
prostszej postaci.

LEMAT 3
Oezeli Az sa roztacznymi, rozmytymi podzbiorami przestrzeni U, a
sg rozmytymi (lub nie) podzbiorami przestrzeni V, to zbidér 15 wyraza sie:

an
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Dowod

Przyjmujemy nastepujaca definicje roztacznych zbioréw rozmytych:
Aj Jest roztaczne z A2, gdy A2C "™Al- kaz”™ego u e U.

Przedstawmy zbiér En ze wzoru™ (16) w postaci ztacza:

En = Sluzs u S3 ...I)Sn,

gdzie:
SJ = AjX Bj
s2 = nAj (1A2*B2

S3 = 1AIn"1A2nAj «B3

sn

IAImA2nlA3n ...mAnN_jnAnK B(i.

Z definicji ztacza otrzymujemy:

" ¢*En “ maxh j' Jsi* (18)

Z definicji iloczynu kartezjaoskiego mamy:

/tg (U) = 'Sin [/iA (U~ ~ Bj (VA

Obliczymy funkcje przynaleznosci zbioru S2 = TAj. A”» BN.Poniewaz AgCIAj,

Wiec

<liAInA2C” " raink j (u)-"a2@W] ~» a2u)-"

z czego wynika, ze przekrdj zbior6éw rozmytych 1Ajh A = A2> czyli zbiér

S2 =A2. Bz

Podobnie dla zbioru

\Y 1A1 1 A3CnA2" tzn- "A3 <"~ Al 1 "A3 ~N"NA2F

czyli:

AAMA2NnA3(U) = minfeAl(U)" A A2(u)-~A3U)] " AA3U

a z tego wynika, ze HAJO 1A2nA3 = A3>
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Dla zbioru Sn 1z zatozenia sa spednione nieréwnosci:

Apc 7Aj dla i = 1,2,...,n-1, a wiec A -

éXn”™cn. . . 1V 1 oAnfu) =H ~ A j~"~1A, , "™ ... A\ (u =

czyli

iIA,nTA_n...nTA nA =A

a wiec sktadnik S = A *B .
n n n

Reasumujac, zbiér E udato sie przedstawi¢ w postaci n cztonowej su-
my iloczynéw kartezjanskich (reprezentujacych implikacje)

ep = SgU Spu *== uSp = AdX BT Y Ao* bp U === UAR *B,, <19)

za$ (i E okreslona jest wzorem (18), co nalezato wykazac,
n

6. Wnioski koncowe

a. Z lematu 3 wynika, ze implikacja (16): "If Aj then 8j else if AN

then ... else if A"~ then Bn" jest réwnowazna w przypadku zbioréw roz-
tacznych, rozmytych, alternatywie prostych implikacji: "If Aj then Bj or
if A2 then B2 or ... or if An then Bn".

b. Podane tutaj twierdzenia mozna uog6lni¢ na dowolne L - zbiory, dla
dowolnej zupednej, rozdzielnej karty L, wystarczy tylko operacje "min" i
"max" zastgpi¢ wszedzie przez “inf" i "sup".

c. Weddtug podanej w lemacie 3 definicji zbioréw rozmytych roztgcznych,
jezeli Ac TB, to réwniez Bcia, czyli relacja ta jest symetryczna. Dla
zbioréw rozmytych rozkgcznych A i B moze sie zdarzyé¢, ze AcB. Niech
przestrzenia U bedzie przedziat [0,2], niech bedg zadane podziory roz-
myte A i B, zdefiniowane przez:

=1 U °raz ~Biur=4U" u¢€[0.2].

Oczywiscie, w tym przypadku Ac B. Dopednienie zbioru B zgodnie z defi-
nicja (1) ma funkcje przynaleznosci:
XIBU) =1 -0 u.

czyli dla kazdego u «U: ¢unCu), tzn. Ac ga.
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W"tym przyktadzie navet BCIB, co oczywiscie tylko "brzmi" paradoksal-
nie, bo przeciez dla zbioréw rozmytych inna jest definicja relacji zawie-
rania zbioréw".

Powyzszy maty przykdtad pokazuje jak bardzo teoria zbioréw rozmytych -(be-
daca w pewnym sensie rozszerzeniem "tracycyjnoj" teorii zbioréw,gdyz funk-
cjo przynaleznosci mozna intepretowa¢ [7] jako funkcje charakterystyczni’
zbioru, przyjmujac? warto$ci z przedziatu [0,i], niekoniecznie tylko 0 al-
bo 1" - jest ro6zna od dotychczas znanych teorii zbioréw.

Szybki rozwéj teorii zbioréw rozmytych oraz tzw. logiki rozmytej. jej
rozlegte i wciez nowe zastosowania $wiadcze o ogromnej przydatnosci i po-
trzebie dalszego rozwijania tej teorii.
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0 HEKOOOPIIX nPABUJIAX PA3MHTOIL JIOrHKM

P e 3 10me

npenMeTOM pafioTu asjiaeTca o6ofineHne HeKOTopio: Jopia.yji jiothkh. Kccjie;iOBaH
0Jiy~aa HUiuiHKanHH, coctoxikhB: "if Aj then if Ao then... a laxace BUBOA-ece ;-pa-
bjmo cjioxeHHH, no3BOJiaionee HafiTH noojieAyiomHB ~.leH OTHO!'neKMH.3TOfi nunj:ni*,a ,m,
eojin nami ee npeAUAyuHe qjiekti OTHomeHHa. HoKasaiejibciBO npaBHJibHOCTa 0606-
maionnx ifopWyji flaw TeopetiH 1 h 2. JleMMa 3 onpefleaaeT cjioxnoe ycJioBHoe rtpe-
A40K6Hne Tana: "If A.1 then B1 else if A2 then B2 else _..if An then Bn"
a Takxe ycJiOBHa saMeHu atoro npeAJiosceHHH na cJioxHyio cyMMy npocTbix HMjiHKamift:
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**If A1 then B or ... or if then B/" . llpeflciaBJieHHbie qjopMyjibi MoryT naMm

npUMSHeHHe npa aHajmae a orweauKH cjiokhhx npoMbmweHHHXx npo”~eccoB.

EBAUD SOME RULES OF FUZZY LOGICS

Summary

The paper takes the greatest interest in generalizing ceratain princi-
ples of the fuzzy (multi-value) iogics. The case of composite implica-
tion is discussed: "If A then if A2 then... if A ? then An", and the
complex assumption inference rule allowing for finding the consequent of
this implication if its antecedents are given. The proofs of correctness
of the generalized rules are given by theorems 1 and 2. The lemma 3 dis-
cusses the coposite conditional sentence of the type: "If A then B else

if A2 then B2 else ... if An then Bn" and the conditions of changing this
sentence into the composite alternative of simple implications: "I Aj
then Bl or ... or if Arl then Bn". The presented rules can be utilized in

analysis and description of the complex technological processes.



