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0 PEWNYCH WLASNOSCIACH ZBIOROW TYPU W PRZESTRZENI EUKLIDESA
DWUWYMIAROWEO

Streszczenie. W pracy udowodniono zaleznosci (4)-(15) odnoszace
sie do zbioréw typu G,j. Rezultaty te stanowie uog6lnienie na prze-
strzen dwuwymiarowg E2 analogicznego wyniku dla przestrzeni E”,

znanego od 1946 roku i nalezacego do Zygmunta Zahorskiego. Cytowany
tu wynik Z. Zahorskiego jest czesSciag obszerniejszej pracy [ij - Udo-
wodnione twierdzenie moze znalez¢ zastosowanie przy rozwigzywaniu
problemu analogicznego jak w pracy [I] , a dotyczacego funkcji dwu
zmiennych.

Oznaczenia:

E2 - przestrzen Euklidesa dwuwymiarowa (z uktademwspdédrzednych
Oxy) .
A - domkniecie zbioru A,

p(p,q) - odlegtos¢ punktéw p i q,

p(p,A) = Infp (p.a),
abA

p(A,B) = infp (a,b)
acA.be B

$ - zbidr pusty.

Niech G bedzie dowolnym zbiorem typu G~ lezacym w E2. Oak wiado-
mo zbiér G mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu

00
670 Gn [6))
n=1
zbioréw otwartych Gn (n=1,2,3,...) takich, ze
Gn+IC Gn (@)

Kazdy ze zbioréw otwartych Gn jest sumg

{11
(onn
0o
e}

-

%n ®
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kwadratéw domknietych Pn 7 =1,2,3,... 1 o Roztacznych wnetrznach i ma-
jacych boki roéwnolegte do osi x i y uk#adu wspétrzednych.

W niniejszej pracy udowodnimy nastepujace
Twierdzenie

Dla dowolnego zbioru G typu G w E2 i dla kazdej pary®" n,l liczb
naturalnych istnieje

a) zbidér domkniety nigdzie gesty $n,

b) zbiory domkniete Bn i roztaczne, przy czym Tn jest sumg skon-
czonej liczby kwadratéw domknietych o rozigacznych wnetrzach i majacych
boki réwnolegte do osi x i y uktadu wspétrzednych albo jest pusty,

c). Iiczb¥ naturalne m k_,d

takie, ze wraz z warunkami (1), (2), (3) spetnione sg warunki:

00
G-6 =(J*n- , @
n=1
*n C *n+l- 5)
p(pn ®, $n) > 0. ©)
ciag
F’ni' i 'ng i PA3*3
zawiera wszystkie kwadraty Pn ~ odpowiadajace rozkiadom (3) I
N
moNon, ®)
{(x.,y): -dn §xx g dp. =dp <y <dlpdd P, ®
n n
0'n+1 A 0'n' (10)
W
Jc Bnc J(x.y): -dp < x «"d” -dn ~y <dnJ. (11)
Bn = G n|(x,y): -dn *x < dn, -dn <y « dnj, (12)

Tn ¢ J(X,y), -dn<x <dn, -dn< y <dnj, (13)
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Tnc Tn+l® as

,»0
E2 - G :QX V @15

Analogiczne twierdzenie udowodniono w pracy M . dla przypadku prze-
strzeni Ej.

Dowoéd

Zatbézmy najpierw, ze G 4 Wezmy pod uwage wszystkie ciegi kwadratow
wystepujacych w rozktadach (3). Kazdy wyraz Pn kazdego z tych ciegow
spednia warunek

(16)

bo zbiory pn ~ * E2 - Gn" S? lprzy kazdy"L n domkniete i rozteczne,po-
nadto J Jest ograniczony.
Zbudujmy macierz nieskonczone

B1.1 P o127 13 1.4 n=1
Pai P 2,2P 25 2,4 n=2
P31 P3,2 P33 3,4 n=3 an
Pa1 Pa,2 P43 4,4 n=4

ktérej wierszami se ciegi kwadratéw wystepujecych w rozktadach (3),n=1,2.
Elementy macierzy (17) ustawmy w cieg przeketniowy, to znaczy taki, ze na-
pierwszym miejsci® stoi Pj j, a nastepnie by suma wskaznikéw n + 1 byka
niemalejeca i1 zeby w grupach kwadratéw, w ktérych n + 1= const. roést
wskaznik 1.

Otrzymamy W ten sposé6b cieg

pl,l' P2,1 P1.2’ P3,1 P2,2’ P1,3 P4,1ZI.ZZP1,4"P5,1 (18

Definiujemy liczby mn jako pierwsze wskazniki wyrazéw ciegu (18),na-
tomiast k™ jako drugie wskazniki wyrazéw tego ciegu, tak wiec
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m1 =1, Q = 2, m3=1, My = 3,@ =2, g= 1, / =A
kj =1, k2 = 1" k3= k4= 1°"k5 = 27 k6= 37 K7 =1>eee

Oest oczywiste, zemn< n. W ciggu (18) lez? wszystkie kwadraty P,"
odpowiadajace rozktadom (3). Udowodnilismy zatem (7) i (8). OkreSlimy te-
raz liczby naturalne dn>

Niech d bedzie najmniejszag liczbg naturalng taka, ze

J(x,y): -dt<x < dl.-d, <y < dlj 3 Pmi,ki = P1(1.

Liczba di istnieje bo P i jest zbiorem Cograniczonym. d, niech

bedzie najmniejszg liczba naturalng taka, ze 7"2;>d» *

J(x,y): -d2 *"x <d2. -d2 <y <d2j o-P~".

Liczba d_ istnieje bo zbiér jest ograniczony. Przypusémy ,ze

PAZ»*Z
mamy juz zdefiniowane liczby naturalne

dl=d2 dn-1
jf
takie, ze d.> d. oraz
i i-T

J,y): -d. < x <0” -d. <y <diJ3 P~ ~

dla i =1,2..... n-1.

Niech d» bedzie najmniejszg liczba naturalng taka, ze dn > dn-1 oraz

Jjx.y): -dn< x<dn, -dn <y ~dRjoP.~".

Liczba d istnieje bo zbiér P n jest ograniczony.
n’n
W ten spos6b indukcyjnie okreslilismy ciag Jdp1l liczb naturalnych dn>
ktére przy kazdym n>1 spedniaja warunki (9) i (10).
Rozwazmy ciag

H1 ,H2 ,H3 — (19)

pokry¢ zbioru G takich, ze Hn jest sumg kwadratéw otwartych K , majg-
cych $rodki w punktach g = (x, y)c 3 i boki roéwnolegte do osi uktadu
wspotrzednych, ktérych diugosci wynosza to znaczy
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“n - 1K 20)
gq€G
gdzie
Kg = J(x.y): x - jL <x <i+1 y -1 <AyA<y_+%ﬁ @1)
Zbiory Hn sg oczywiscie otwarte i spekniaj? warunki
gCHntl CHN- @
Zbior
Hp n](x,y): -dn <x <dn, -dn <y < dpJ (23)
jest otwarty jako iloczyn zbioréw otwartych (moze by¢ pusty).
Przyjmijmy
anHnri/(x,y):—dn<x<dn,—dn<y< dn% 24)

Zbidér Bn jest domkniety (by¢ moze jest pusty) i na podstawie whasno-
Sci operacji domkniecia (AnBcAdB) spednia warunek

BnC ((x"): -dn< X <dn®" "dn < V <dn]l n finC

c |(x.y): -dn <x <dn. -dn "y « dp]- (25)

Mamy wiec prawg czes$¢ relacji (11).
Udowodnimy teraz (12).
Wiadomo, ze dla dowolnego zbioru A i dowolnego zbioru otwartego B ma

miejsce relacja

BOA =3 BnA. (26)

Dzieki (26) i definicji(24) zboru Bn> a takze temu, ze zbiér Hn jest

otwarty mozemy napisac

Bn3 Hn n {(x"V>: -dn ™ x< dn” ’dn < y < dnj” @7

Mnozgc obydwie strony (27) przez G i uwzgledniajac (22) dostajemy



Aby uzyskaé¢ zawieranie w druge strone, wystarczy pomnozy¢ sobie strony
(25) przez zbidér 3. Warunek (12) zostat wiec udowodniony.Zdefiniujemy te-
raz zbiory $n i wykazemy (4), (5), (5) i lewe czes¢ (11).

Niech

t5nBj -6, 28)

@ =G @B .-G dla > 2. (29)

Przede wszystkim zbiory $n se domkniete (Jako réznice zbioru domknie-
tego i otwartego).
Ponadto

a wiec mamy lewe cze$¢é (11). Wczesniej udowodnilismy prawe czesé, czyli
(11) Jest wykazana.
Na podstawie (2) Jest c G1* v,irc

t G nBl -"Gjc B nBl - Gg,

czyli

Niech bedzie n”2.
Z udowodnionej Juz (12) oraz (2) i (10) wynika, ze

en =5 0 Bn-1 “ Gn =5 n {(*-Y)8 -dn-1 dn-1* -dn-I<*<dn-1} "
-6nc 3 nj(x.y): -d~ §x Cd~r. -d”N <y <d~™J -0Gn+tl -
c ® n{(x.y)= -dn -dn£Y <dpJ - Gn+l.=
Gn Bn “ Gn+I = $n+£°

Relacja (5) jest wiec wykazana.
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Z (28) 1 (29) wida¢, ze dla kazdego n jest
n C E2 'nhGn*
Wobec tego i1 (16) mamy

9(Pn.r #n5 »pfPn.r e2 - Gn)>0.
i

czyli ma miejsce (6).
Dla n >2 mamy

$n=3nbn_1 —GESn b n_1n(E 2—GrPc g n(e,2—GrP<=

00 00
C gn (E2-Gn) =8 n (2 .pi Gn) =5n(E2-G) =
n=1 n=I
=6 -G

Analogicznie pokazuje sie, ze

Tak wiec
$n c g- G, dla n =1,2,3__ (30)
Wobec tego jest tez
00
1J #nc G - G. [€D)
n=1

Oezeli 3 - G =$, to ma miejsce takze inkluzja przeciwna.
Zakézmy, ze 3 - G F$.
Niech

qgiG -G, wtedy g e5 i gfG.

Z drugiego warunku wynika, ze q 4 Gp, dla pewnegon = n(q)-
W zwiezku z tym i (2)

q* Gn G32)

dla wszystkich n >n(q).
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Poniewaz lim = +<» , bo ciag |dnj~icz® naturalnych dn Jest wo-

bez (10) rosnacy, wiec musi istnie¢ liczba n(g) taka, ze dla n > A(Q)
jest

q = {¢*-Y): -dn-1 ~ x A~ dn-I- -dn-1 A dn-13° 63

Dla n > max(n(q), n(q)) zajde roéwnoczesnie relacje (32) i (33), a to w
potaczeniu z faktem iz q C 5 oznacza, ze

f€bnjoond: —dy posix Ad g -dy <y <d gl -6
czyli wobec (12)
qg €5 " Bn-1 - Gn =*n

dla pewnego n>max(n(qg), n(g)) (i oczywiscie wszystkich nastepnych). Ma
wiec miejsce relacja

u v A
. €D)
ktéra wraz z (31) daje (4).

Trzeba jeszcze pokazaé, ze zbiory sa nigdziegeste. Zauwazmy w tym
celu,ze zbidér H - Gjest zbiorem brzegowym.lstotnie,gdyby tak nie by-

4o, tobytbypunkt p €5 -G niebedacy punktem brzegowym tego zbioru.
W takim razie istnieje otoczenie (kotowe) U(p,r) punktu p o Srodku w
tym punkcie i promieniu r >0, w ktéorym nie ma punktéw zbioru Eg - (S-G).
Znaczy to, ze

U(p,r)c G - G. @

Musi by¢
U(p,r). n G = #, )
bo inaczej (a) nie zachodzi.
Poniewaz p e 5 - G, wiec p « G, co oznacza, ze Ww zbiorze G istnieje
cieg |pnl zbiezny do punktu p e D(,r), r > 0.
W takim razie dla dostatecznie duzych n musi by¢
Pn « U(p-.r),

czyli p «G i1 p « U(p.r) dla n > N. Przeczy to warunkowi (b).
Tak wiec zbiér 5 - G jest zbiorem brzegowym.



0 pewnych whasnosciach zbioréw.. 57

W zwigzku z relacjg (30) kazdy ze zbioréw $n, jako podzbiér zbioru
brzegowego,sam jest brzegowy, a poniewaz jest domkniety.,wiec jest nigdzie-
gesty, czyli taki jak trzeba.

(Zbi6ér G - G jest w zwigzku z powyzszym zbiorem typu Kj pierwszej ka-
tegorii ).

Okreslimy teraz zbiory Tn i udowodnimy (13). (14) i (15).

Jezeli w (25) zachodzi réwnosé, to przyjmujemy Tn = $.
Jezeli w (25) réwnos$¢ nie zachodzi, to znaczy

Bn ¢ j(x.y): -dn< x <dn. -dn "y <dnJ

w sensie whasciwym, to zbidér ograniczony

Ap [y =dy <x <d,, =df <y. <d - B, (35)
jest niepusty i otwarty (jako ro6znica zbioru otwartego i domknietego).tat-
wo zauwazy¢, ze dla kazdego n zachodzi relacja s

An c An+l* (36}

Jezeli w (25) zachodzi réwnos¢ dla kazdego n, to poniewaz d~- +00 .mu-
si by¢ G = E2 i wtedy - G =1 . Jak juz powiedzielismy Tn = $ , przy
kazdym n. Jasne jest, ze w tym przypadku sped#nione sag warunki (13),(14)
i (15).

Zat6zmy, ze w (25) réwnos¢ ma miejsce nie dla wszystkich n. Niech nQ be-
dzie pierwszg liczbg naturalng, dla ktérej w (25) mamy zawieranie wkasci-
we. Wéwczas zbidér otwarty A , okreslony wzorem (35) jest niepusty,a wo-

o
bec (36) niepuste musza by¢ tez zbiory

* JR—
Ano+1 An0+2

Rozwazmy dwie rodziny prostych réwnolegtych, przecinajacych osie x iy
w punktach o wspotrzednych catkowitych. W ten spos6b catg ptaszczyzne E,
podzielilismy na kwadraty o bokach d#ugosci 1, roéwnolegtych do osi ukta-
du. Otrzymang w ten spos6b siatke nazywamy siatkga rzedu zerowego. Prowa-
dzac symetralne bokéw kwadratéw siatki rzedu zerowego otrzymamy siatke
rzedu pierwszego. Prowadzac symetralne bokéw kwadratéw siatki rzedu pier-
wszego otrzymamy siatke rzedu drugiego itd. Po s+1 krokach otrzymamy
siatke rzedu s-tego, ktérej “oczkami" sa kwadraty o bokach réwnolegtych

do osi uktadu wspétrzednych i diugosci —-.
2
Niech 1 bedzie rzedem siatki majacej t~ wkasnosS¢, ze przynajmniej je-

den jej kwadrat (domkniety) lezy catkowicie w zbiorze An . Takie 1 musi
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sie znalezé, bo A jest niepustym zbiorem otwartym. Gdy nQ>l1, to zgod-

o}
nie z przyjete wyzej umowe ktadziemy

Niech T bedzie sume tych wszystkich i tylko tych kwadratéw domknie-
no
tych z siatki rzedu 1-tego, ktore catkowicie leze w zbiorze Ap

o
Niech T +1 bedzie sume tych wszystkich i tylko tych kwadratéw dom-
no
knietych, wzietych z siatki rzedu 1+1, ktoére catkowicie leze w zbiorze

A  +j. Ogélnie, niech T +m bedzie sume tych wszystkich i tylko tych
no no
kwadratéw domknietych z siatki rzedu 1+m, ktdére catkowicie leze w zbio-

rze An0+m itd. N

W ten sposéb dla kazdego n mamy okreslone zbiory T , ktére se dom-
kniete (bo albo se puste albo se sumami skonczonej ilosci kwadratéw dom-
knigtych) w kazdej siatce dtugos¢ bokéw kwadratow jest stata i dodatnia,
wiec z uwagi na rozteczno$¢ wnetrz tych kwadratéw, moze w zbiorze ogra-
niczonym An m zmiesci¢ sie skonczona ich ilos¢. Zbiory Tn spedniaje

o

oczywiscie warunek
T c AH @37

n
1

dla kazdego n, a wiec tez

czyli tak jak trzeba.
ponadto z (37) wynika oczywiscie (13).
Poniewaz

wiec ze sposobu budowy siatek i definicji zbioréw Tp wynika od razu, ze
Tn c Tn+l” a wiec jest ().
Pozostaje udowodnié¢ (15).

Poniewaz G n Bp c Bn, wiec z udowodnionej juz (12) wynika, ze dla k$£de?
go n Jest

Bn ~5 n j(x,y): -dn < x«dn, -dp <cy ™ dpJ.
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Wobec tego

E2 BhcEr ( 5n (ixy,: -dn< x \<V<dn])
Dzieki temu i tozsamosci

E2 - (AnB) = (E2 - A) U" (E2 - B),
dostajemy

Tnc An " {(x"V} -dn <x <dn"-dn <dn] " Bn =

= {(X.y): -dn < x<dn,-dn < y<dnJn (2 - Bp>c

C [{(X Y>: ’dn <x<dn’-dn <V<dn) n (2 "53U

U [{(x*): "dn <x <dn--dn <dnj n

n (e2 - |(x,y): -dn.<x< dn. -dn <y <dpJd)] .
|(X.y): -dn <x <dn, -dn <y <dpJn(E2 - B)AS$cE2 - G.

Tak wiec dla kazdego n mamy

(38)
W takim razie roéwniez

U TnCE2 - 5" (39

n=1
Dezeli E2 - G =%, to mamy réwniez zawieranie w druge strong i ma miej-
sce (15).
Zatézmy zatem, ze E2 - G 7N
Niech
q € E2 - 2.

Poniewaz e2 - 2 jest zbiorem otwartym, wiec istnieje otoczenie u(q,i)
punktu g, o promieniu 6> 0 ‘takie, ze

u@.tH-c E- - 2.
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W takim razie liczba
=¢e(q,G6)>e?>0. Si)

Niech n. fg) bedzie liczbe naturalne spekniajece warunek n.(q) j, -
Wtedy dzieki (22) mamy

J

GecH cH c y j(X,Y)ZX-I3 <x < +tig-§/— <259<y<y_ +afl
,Y)€EG /

dla kazdego n > n* (Q)-
0d Srodka "x,y)eG kazdego kwadratu, w powyzszej sumie,do jego brzegu

V2
jest odlegtos¢ nie wieksza niz - J (potowa dtugosci przeketnej). 0d-
legtos¢ punktu q od kazdego kwadratu, a wiec i od ich sumy jest nie-

mniejsza niz R3. Gdyby bowiem tak nie bydo, to przy pewnym (Xx,y)e 3, be-
decym roéwnoczesnie Srodkiem pewnego kwadratu emielibysSmy

e(q.6)ifp(q,(x-y)"~ g + la < Gq-

co przeczy (i).
W takim razie dzieki (i) mozemy napisac

p(g.Hn) (g . U X -la<x <x+f3-y-"<¥<9 + 1]
To(x,y)eG * y

> £ >0.

Dak wiadomo, warunki a €A i p (a,A) =0 se réwnowazne. Wynika sted i
powyzszej nieréwnosci, ze przy kazdym n >nJ(q)> ~ spedniony jest wa-
runek g ™ Rn.

Poniewaz
Bnc ﬂn n \%(x,y): —dn <x<dr,]—dn <y < dn%
wiec przy kazdym n >n1l1(q) jest
g i Bn. (i)

Z (10) wiemy, ze lim d = +gc . Istnieje wobec tego liczba n,,(q) taka,
n — o»
ze dla n >n,,(q) bedzie
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q€((x,y): —dn<x<dn,—dn <y <dni"* (i)

Dla nQ> max n~(q), n2(q) zajde rownoczesnie relacje (iii) i (i)
a to oznacza, ze

Dzieki temu i (36) wnioskujemy, ze punkt g nalezy do kazdego ze zbioréw

Am’ Am+I’ Am+2

gdzie
m >. max(n n_).

0’0 —

Poniewaz zbiéor A Jest otwarty, wiec wraz z punktem g w zbiorze A™ i
nastepnych lezy pewne otoczenie U(q,r), z punktu q o dodatnim promie-

niu r.
Jezeli

mA -1 -1
to

V(SR ?-)2- -

Oznacza to, ze kwadrat domkniety K, o Srodku w punkcie q i réwnolegtych
do osi uktadu wspéirzednych bokach dtugosci

1
_I+m

gdzie m Jest liczbe naturalne wieksze niz czes¢ catkowita liczby

e (2)

lezy w otoczeniu U(q,r), a wiec tez w zbiorze A" (i nastepnych).Jeze-
0
li jest to kwadrat siatki rjdfdu +*+«0, to lezy on w zbiorze Tm (zgodnie
0

z definicje zbioru T_ ), czyli Qq€T
m m
<3 o}
Jezeli nim nie jest, to ma on punkty wspélne z co najwyzej czterema
kwadratami, ktéorych suma Jest kwadratem siatki rzedu 1+mO Biorec te-
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raz siatke rzedu o 1 wyzszego, to znaczy siatke rzedu I1+m0O + 1> znajdzie-
my w niej przynajmniej jeden kwadrat domkniety Ko =zawierajecy punkt q i
lezecy w kwadracie K, a wiec w zbiorze Am i tym bardziej w A +7,czy-
li w zbiorze Tm0+1* 0 0
Oznacza to, ze

Pokazalismy zatem, ze z q€E2 - 5 wynika iz q eTn, dla

n» max(n , n ,mQ),

czyli

(39) i (40) daje *ecznie (15).

Twierdzenie zostato udowodnione, gdy zbiér G jest niepusty. Gezeli G
i 1 wspélnym Srodku (np. poczatku wspétrzednych) z wydaczeniem tego
Srodka. Prostokaty pn ~ i liczby m, k», d* okreslamy jak poprzednio.
Za zbiory Bn i $n przyjmujemy zbiory puste.

jest pusty, to przyjmujemy zbiory Gn jako wnetrza k64 o promieniach m =

Tn = (X ¥ —dn <X aidn, —dn Yy <d n
Wida¢ od razu, ze wszystkie punkty tezy naszego twierdzenia sa w tym przy-
padku spe#nione.

Zapowiedziane twierdzenie zostato wykazane w zupe#nosci.
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0 HBKO020PUX CBO.-ICTBAX MHOEECTB THIIA Gj B JpyXMEEHOM BHKIJIHfIOBOM 11POCTPAKCTBB

?7 e 3mme

3 paSoTe AOKasana 3aBHCHMooiH (4) - (15) , oTHOcameea k codpaHHO Tana Gj
3th peayjibiaiH cTaHOBHT oboSmeHne Ha ~ByxpasMepHoe npocTpaHCTBo E” ariojio-
raHHoro pesyjibiaia aji.% npocipaHCTBa E, H3BeciHoro o 1946 r. a npnHa.5Jie)icame-
ro 3HXMynTy 3axopcKOMy. npeflciaBJieHKHii sxecb pe3yxbiaT SaxopcKoro HB.iaeTOH
nacTbjo 6ojiee KpynHoft pa6oik (I) .

PemeHHOe AOKa3aTejibcTBO MoaeT Haftm npHMeneHHe npH pemeHHH aHOxorii'iHOH
npoSxeMU KaK b paSoie (?) a Kacaiomeaca (pyHKHHH AByx nepeMeHHUX.

EBAND SOME PROPERTIES OF Gd TYPE SETS IN "TWO-DIMENSIONAL
ENCLIDES"ES SPACE

Summary

The paper proved the equations (dependencies) (4)-(15) pertinent to the
sets of Gt? type. These results consist the generalization ot the analo-
gous result for the Ej space, known since 1946 and belonging to Zygmunt
Zahorski. onto the two-dimensional space. The quoted Zahorski®s result is
the part of a bigger research work (1). The proved theorem cna be utili-
zed in solving the problem analogous to the one presented in paper (1).
and pertinent to the function of two variables.



