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ROZWIAZANIA POLCIAGLE 1 CIAGLE PEWNEGO
ROWNANIA FUNKCY3NEGO

Streszczenie. W niniejszej pracy rozwaza sie rownanie funkcyjne:

<p(x) ==h xa®MFX)] .,

gdzie h i f sg to funkcje djane, zas o jest TFunkcja szukang.
W oparciu o twierdzenie A. Pelczara [2] o punkcie statym, dowodzi
sie istnienia najwiekszego rozwigzania poétciggtego z dotu oraz naj-
mniejszego rozwigzania po6dciggtego z gory. Nastepnie wykazuje sie
istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzania ciagtego.

Dowdd istnienia rozwigzania ciggtego przeprowadza sie na nieco in-
nej drodze, niz to byto uzyskane w pracy K. Barona [I].

1. Analiza whasnosci roéwnania funkcyjnego <pfx) = h[x, ip[fC)1]

Rozwazmy przestrzen X wszystkich funkcji rzeczywistych okreslonych w
przedziale |IcR. W przestrzeni tej wprowadza sie relacje:

% (x)<<p ()
X€l

Dest to relacja czesSciowego porzadku tzn. posiada nastepujace whkasno-
sci :
1. @ N (f dla kazdego optX
2. Oesli ("<¥>2 1 ¥2«”™ to <g =
3. Desli ~<1)”™ i IR 4" to (px 4cp3
Przy tak zdefiniowanej relacji czesSciowego porzadku w przestrzeni X za-
chodzi nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 1(zob. [2] ) *

DeSli X jest przestrzenig czes$ciowo uporzadkowang, T:X— X jest odwzo-
rowaniem rosngcym {tzn: tp”" (p2 4 T<p2) oraz zbidr Vj=|<xX: (@S9,
jest niepusty i ma kres gorny ¢p€X to (p spetnia réwnanie Tip= y>.

Dowod

Udowodnimy najpierw, ze
T(Vj)c Vj - fi)
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Niech (pjJST”). Wtedy istnieje cp€ V. -takie, ze cpl - Tep. Z defini-
cji element @ spednia nieréwnos¢ <p~Tcp. Odwzorowanie T jest rosng-
ce, wiec q = T<piST(Tcp) = Ty . Sted cfl evl. W ten sposéb inkluzja (1)
zostata udowodniona.

Obecnie wykazemy, ze:

? = sup (2)

Z definicji kresu goérnego, dla kazdego cpeVl, cp~ép zatem dla kazdego cpe V,,
mamy Tjp. Wobec tego, ze & = sup , hierownosc¢ dla kazde-
go 6 implikuje nieréwnosc¢:

ép<,Te (©))
Oznacza ona, ze zachodzi warunek (2). Warunki (1). (2) implikuje ,ze T¢pEV,

sked
T epsiip (O]

Z (3) i (4) otrzymujemy Tép=6b
cbdo.

Analogicznie dowodzi sie nastepujacego twierdzenia [2] .

Twierdzenie 2

Oesli X Jest przestrzenig czesciowo uporzadkowang T :X- X jest od-
wzorowaniem rosnacym oraz zbior

V2 =j<pex cp>Tcpj

jest niepusty i ma kres dolny cpi X, to cpspednia réwnanie T = cp.

Oesli dla funkcji rzeczywistej d» okreslonej w przedziale IcR za-
i

chodzi w punkcie xgqe I nieréwnosé
Lim inf @A (x) ™ ¢op (x ) 5)
- X, X 10

X X

1
to jest ona poétciagta z dodtu w xq-.

Oes$li za$ dla funkcji rzeczywistej <2 okreslonej w przedziale I cR
zachodzi w punkcie xgel nieréwnosc¢

lim sup €@ (x) ~ v27 %0~ t
X ¢}

to jest ona poétciagta z gory w x
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Za toJasiewiczem [3] podaje sie nastepujace definicje:

Obwiednig gorne rodzinyF nazywamyfunkcjeh(x)=supg;x”
g6 F

Obwiednia dolna rodzinyF nazywamyfunkcjel (x)=infgfx"
geF

Oak tatwo sprawdzié¢, warunek (5) jest réwnowazny nastepujacemu warunkowi :

Oesli X0 o x*to’ lim OBwff'x &
/ n

za$ warunek 6" jest roéwnowazny warunkowi:

Oesli X, o X to I;E;Ogugffx_g N (X o

Dla funkcji pétciggtych zachodza nastepujgce dwa twierdzenia: {zob. [i])

Twierdzenie 3
Odwiednia goérna rodziny funkcji poétciagtych z dotu wpunkcie xQ  jest
funkcjag potciggtg z dotu w punkcie xq-.

Twierdzenie 4
Obwiednia dolna rodziny funkcji potciggtych z goéry wpunkcie xQ  jest
funkcja potciagta z géry w punkcie x(-

Twierdzenie 5

Oesli funkcja f(x) jest ciggta w punkcie xq €TcR a funkcja p, fy)
jest poiciagte z dotu w punkcie yQ = f(xQ). to p, [f'X)J jest fFunkcje
pétciggta z dotu w punkcie xq« L.

Dowod
Z definicji funkcji potciaggtej z dotu wynika, ze

lim inf ol ry) p*(yQ)

Wybierzmy ciag jxnj zbiezny do xg wtedy

%, = Fix D- F&x ) = ¥,
Zatem

lim inf <21 [Ffxn)] = lim inf <l !vn)> iYQA = VL[F>D ]

- - 2 . . -
Oesli Si jest obszarem zawartym w R to mozemy okresli¢ zbiory:
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fix = | v«R = ix,y)e fj

Poniewaz Si jest obszarem, wiec 1N jest przedziatem.

Twierdzenie 6

Przypusémy, ze SI 6 R2 jest obszarem ograniczonym, takim ze.dla kazde-
go zfljj zbidér jj~ Jest przedziatem i niech 3 elfl bedzie przedziatem.
Oesli  h"x,yl jest funkcje ciegta i okreslonge w ¢ oraz rosnece ze wzgle-
du na druga zmienna, za$ @, fx5 jest funkcje okreslone dla xeO i pot-
ciegte z dotu w punkcie xqsO take. Ze @E*(x)6 S ico oznacza, ze wy-
kres funkcji <9, lezy w iii to hfx,p €&3}) jast funkcje poétciegte z dotu
w punkcie xq.

Dowoéd
Z definicji funkcji potciegtej z dotu mamy:

€10 = lim inf 91Fx)> « fxfI)
X - X
(0]

Nigeh |xAP bedzie dowolnym ciegiem takim, ze €3 fn €N),xn— xq tO
oraz cieg jest zbiezny
Oznaczmy przez <p’ granice tego ciegu, wtedy xn,(@P*(xn)) € ii oraz

, xn"« )l (xn))- fV V*)

Z domknietosci U mamy (xQ,(p*)ifl

Poniewaz Six jest przedziatem domknietym, V1(XQ)m<P* e Six to z nieréw-
0 o]

nosci

wynika, ze (@1Q 6 Q
0

Sted jako wniosek otrzymujemy, ze

(XQ . cp10)esi (7)

Niech teraz Jx | bedzie dowolnym ciegiem takim, ze x e3, X X 60 i
r I nl i n n o]

cieg 1 hfxn fxn))! jest zbiezny.

Oznaczmy granice tego ciegu przez hQ. Z ciegu jz] wybieramy podciegjxnkj
taki, ze cieg |<pi(xn )J jest zbiezny. Wtedy granica % tego ciegu ma

nastepujece wlkasnosci:
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Vxi » 9.0
0V, "6A 9"

Z (7}, (8", (9) wobec tego, ze h jest ciagta i rosngca wzglafdu na druga
zmienng otrzymuje sie:

Poniewaz

h0> h Xo’ Wi!xov .

Liczba hQ “"jest dowolng granicg czes$ciowg funkcji hx, @, 1x"1 w punk-
cie Xx

¢}
Zatem

Lim inf h'x,q) ()} *.h(x ,(p 'x ))-
X" x0

Pokazalismy, ze funkcja h"x,ipi x"1 jest poétciagta z dotu.

chdo.
Analogiczne ido twierdzen 5 i 6) twierdzenia zachodza dla funkcji potcig-
gtych z gory. Dowody tych twierdzen pomijamy.

Twierdzenie 7

Ciesli funkcja f"x) jest ciggta w punkcie xQe lc R a funkcja tpn'y)
jest pot.ciggta z gory w punkcie y = ffx ) to cp. [f'x)] Jest TFunkcja pot-,
ciggta z goéry w punkcie xq6 I.

Twierdzenie 8
Przypusémy, ze ilc R2 jest obszarem ograniczonym, takim ze, dla kaz-
dego x 61, zbidr jest przedziatem i niech Dcl”j bedzie przedzia-

fem. 3esli  h(x.y) jest funkcja ciagta 1 okreslong w A oraz vrosnaca ze
wzgledu na druga zmienng za$ cp~(x) jest funkcja okreslong dla x63 i pot-
ciggta z gory w punkcie x"6 3 oraz (*m) 5 8L (co oznacza, ze wykres
funkcji ("2 lezy wil) to h(x,fr(x)) jest funkcja pétciagta z géry w punk-

cie XO.
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2. Wykazanie istnienia najwiekszego rozwigzania poéiciegtego z dotu

Wprowadzmy nastepujece zatozenia:
2
Z1) ikcR - jest obszarem ograniczonym.
| - dowolny przedziat,
x67i|_ ig(— isst przedziatem

iZ2) Funkcja Tf(x) rzeczywista, ciegta i okreslona dla *CI
Istnieje "«3 takie, ze

0 < fLiiII—TL <1 dlg X €3 X n
X

Wprowadzamy definicje [4]

ff'_1(0] n=1.2_

X n=20

2
(Z3) hfx,y) jest funkcje ciegte i okreSlone w #c R m rosnece ze wzgledu
na druge zmienne oraz hfffx). il jx\tcflx dI3 x6 en

(Z4) Nieré6wnos¢
qj X)< hix,ql [F<x )

ma rozwiezanie wklasie funkcji potciegtych z dotu w 0, takich,
ze <x [F(x)]eSix

(Z5) Nierdéwnosé
P2 EY)> hx, [FE&I)D

ma rozwiezanie @2 wklasie X2 funkcji potciegtych z goéry w 3 takich,
ze cp2 [FOO] e £

(Z6) Rozwiezania @E* 1 <* spekniaje nierownosé <p*.<<p*

Twierdzenie 9 ( Blstr. 21)

3esli 3 jest dowolnym przedziatem zas$ funkcja Ff(x) spednia zatoze-
nia (Z2) w 3 to

1° f@B)c ]
2°  lim fn(x) dla x 60
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Dowod

1° Poniewaz " eb5.
wiec cdy. N <y ef"D)

tzn. 3 y = f(x* *
X €0

z zatozenia [Z2)

y < X tzn. vy e3,
za$ gdy i yfef(3)
to znaczy

3 = f'x

X «0

z zatozenia wynika

X <y<” tzn. vy 60
zatem f(0) c]
2° Dla X =£ f"(x) =%

Wykazemy, ze

fn<v -1
dla n = 1,2,3,.,..

Dowdéd przeprowadzimy metode indukcji
dla n =1 z (Z2) wynika

f[$)m=%
Zatézmy teraz, ze dla pewnego k zachodzi

() 4

Sprawdzimy, ze réwno$¢ ta zachodzi dla k+1

fk+1:7) = F(fkflp).= 2,

Zatem fn() =£ dla kazdego naturalnego n.
Przypusémy teraz, ze x0>" [dla x0<~ co,(c Jest analogiczny).
Wykazemy, ze:

£ <fn(xQ) < xq oraz fn(xQ) < fn~1(xQ)

dla n =1,2,3
Dowdédd przeprowadzimy metode indukcji
dla n =1 z zatozen wynika, ze
£E<f(xo0)<xo i1 f[xo)<xo
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Zatézmy teraz, ze dla pewnego k zachodzi

$KFktxo) <xo i Fk(xo) <Fk_1(x0) (9a)

Sprawdzimy, ze nier6wnos$ci te zachodze dla k+1

Z(Z2) i (9a) wynikaje nierdéwnosci

| <f[fk<*0)] = Fk+1ix0) -

FREL(x0) = F[Fk(x0)] < x 0

oraz

fk+1(x0) = F[Fk(x0)] < f k(x0)

Wynika sted, ze nieré6wnosci " <fn(x0) <X [ fn(xo) <‘fn_1(x0) zacho-
dze dla kazdego naturalnego n.
Zatem cieg fn(xo) jest silnie malejecy i ograniczony, a wiec zbiezny.
Niech g = Llim fn(x )

n- oo °

Z ciegtosci funkcji, F mamy:

f(g) = f(lim fn(xj) = lim fn+l(x ) = g

Poniewaz f(x) fx dla xe , *0)cO, zatem

lim fn(xQ) =%
n— oo
cbhdo.

Twierdzenie 10
Oesli funkcje f i h spekniaje zatozenia (Z1)-(Z4) to roéwnanie

<p() = h(x.p[F(x)I) (10)

ma w przedziale O najwieksze rozwiezanie pétciegte z dotu.

Oow©od
Niech T o =i,
gdzie
t(x) = h&, [FEID
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odwzorowanie T jest rosngace poniewaz dla n mamy  Opi (x) p ()
dla kazdego x €0.

Z twierdzenia 9 wynika, ze f(x) 63 jesli x (3, Poniewaz funkcja h
jest rosngca wzgledem drugiej zmiennej to

PLEFX) < 9M[F()] dla x €3

stad wynika nastepujgca nierdéwnosc:

i>tCx) = h(x,p” [Fix)] h(,2>" [FCAT1 ) = "2 (x)

co oznacza, ze

T %I < T<p;
i
Z twierdzen 5, 6 i Z3 wynika, ze T : Xj-— Xj-

Funkcja wystepujaca w zatozeniu ZA spednia nieréwnosé
e\

Zatem zbiér

jest niepusty.

Funkcja ~ = sup M jest poédcigga z dotu (tw. 3) i skonczona. Ponadto »
spednia réwnanie (10) (tw. 1) chda
Analogiczne twierdzenie zachodzi dla funkcji po6tciggtych z gory.

Twierdzenie 11

Desli funkcje f i1 h spekniajg zatozenia 1), (Z2), (Z3), (Z5) to
réwnanie (10) ma w przedziale O najmniejsze rozwigzanie 2 potciagle
z gory.

Dowéd analogiczny do dowodu twierdzenia 10 pomijamy.

3. Wykazanie istnienia i jednoznacznos$ci rozwigzania ciagtego

Twierdzenie 12

h spedniaja zatozenia (@I), (22), (Z3), Z4),

Oesli funkcje f i
esli funkcja h spednia warunek Lipschitza ze wzgledu

Z5), (Z6) oraz j
na drugg zmienng
Ih(x,yJ) - h(x,y2)

oraz niech (,iMeil
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Jesli v il réwnanie

? = h:$ «?°
na doktadnie jedno rozwigzanie, to réwnanie funkcyjne (10) NY*2
[
(P x) = h(x,rpiffx)] * 10

ma doktadnie  jedno rozwigzanie ciggte dla x eO takie,ze (™)

Dowod
2 twierdzen (10), (11) i zatozen wynika, ze roéwnanie (10) ma najwiek-

sze rozwigzanie podciggte z dotu < i najmniejszepdtciagte z gory
dla x €0; tp* 4 4<px. WPl
Dla x = §

P - h*S.2i[filD]5 = 21N

Poniewaz roéwnanie (11) ma w # doktadnie 1 rozwigzanie, zatem

eili) =?221> =2

Wykazemy teraz, ze funkcje <, fx), 2 (*( dla x *w tym ce_
lu pokazemy, ze:

Iim sup D)< EE) =~ az2)
x— $
lin inf q2(x)> =y f135
*~ $

Najpierw pokazemy stuszno$¢ nieréwnosci (12).
Niech

lim sup p, (i) = aQ
X— I

Jest oczywiste, ze

ac€< P [>($)} P2 [fO) )] >

Istnieje wigc ciag j*nj" *ne Ifl taki- e

lim xn =% i lim 1 (xn) = aQ
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z ciagy {1 [Ffxn 1j mozna wybra¢ zbiezny podciag [ffxnk}]
Poniewaz lim f'x )=2C to lim W. F(x )L = b< a
koo V * K 1L nk3 0-
gdzie b 6<@* [F(3)] .9 [FOM] >
Zbudujmy ciag W
@ = h($,aR)... n=20,1.... 14

Poniewaz aQ = h(*,b) <h(”, aQ) = al to ciag aR jest rosnacy i ograni-
czony z goéry, poniewaz
3n€<lpl~(P*" dla n = °"1"

Zatem ciag fand 3est zbiezny.

Oznaczmy jego granice przez g.

lim a, =g

ge«p*(n). g>*(")> (15)

Granica g spednia réwnanie (11) zatem g =7

Z monotonicznos$ciciagu lanj mamy

lim sup <p~r(x)= aQ ~ ¢ (15)
Rozwigzanie ~(x) Jjest wiec potciaggte z géry wpunkcie x =" _Oest wiegc
ciggte w punkcie X jako potciaggte réwnoczesnie zdotu iz gory.
Analogicznie dowodzi sie ciggtosci 2 () w punkcie x W dalszym cig-

gu z warunku Lipschitza i twierdzenia 9 mamy
I8 (x) -~2i0X7 ] = |* x ~ (1) -h(x,ip2 [FCO] A *S
0 AR L CONIREC 7 R{C9]

Przez indukcje otrzymujemy nastepujaca nieréwnosé

1%L (x) - iR ] i Fn(xil " [nixo]
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Zatem <PL(x') = = *Mx) 113 x 63
y(x} = h(x. p[f COD an

g>(x) Jjest funkcje potciegte z dotu i z gdéry rownoczesdnie,jest wiec Ffunk-
cje ciegte dla xeO, spednia przy tym réwnanie (17).

cbdo

4. Podsumowanie

W twierdzeniach 5, 6 wykazano podstawowe wkasnosci funkcji ~[ff*)] o-
raz  h[x,<pl (x)J jesli funkcja ~ (y) Jjest poédciegta z dotu. W twierdze-
niach 7, 8 wykazano podstawowe w#asnosci funkcji o [F(x)Joraz h[x, 21 (x)J
jesli funkcja ~(y) Jjest poéiciegta z goéry. W twierdzeniu 10 wykazano
istnienie najwiekszego rozwiezania po6tciegtego z dotu, a w twierdzeniu 11
wykazano istnienie najmniejszego rozwiezania podciegtego z géry. W twier-
dzeniu 12 wykazano istnienie i Jednoznaczno$¢ rozwiezania ciegtego.
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HETIPEPHBHHE H 110JiyHEIIPEPHBHHE PEHHEHHH.
HEKOTOPOrO ypOBHEHHH OTHKIWH

Pe3»me

B nacTOHnefl paSoie paccMaTpaBaeTca ypaBHeHae (JyHKitaa:
$0) = h(x,$FEI],

rue b M f aBJIHBTCH 3a”aHHUMH iyHKgaaua, a $ (JjyH<oeeii acKaeMoit.Ha ocHOBa-
hbh (fopMyjm A. Illejibgapa (2) o nocioairaoft Toaae, flOKa3UBaeTca Hajtaaae ca-
Moro j;jiHHHoro pemeHHH CHH3y, a TaKsce caworo Majioro pemeHH CBepxy.

3aieM flOKa3biBaeica Hajiaaae n 0,nHO3HaaHOCTb HenpepHBHoro pemeHaa. TfloKa-
3aTe;ibcTBO Hsunmua HenpepHBHoro pemeHaa npoBOflaica nhhm nyieu, aea 310 Sa-
xo c”eaaHO » padoie K. EapoHa () -
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OF A CONTINUONS AND SEMI-CONTINUONS SOLUTIONS OF A FUNCTIONAL EQUATIONS

Summary

The paper considers the following functional equation:

PCO = h(x,Qif (x )

where h and f are the functions that are given, and ¢ is the func-

tion that is searched for. Basing on A. Pelczar®s theorem of the

con-

semi fixed point (2), the greatest semi-continuous solution from below

is proved and the least solution from above (semi-continuous). Then,
existence and explicitness of the continous solution is proved.

the

The proof of existence of the continuous solution is demonstrated in the

slightly altered way than in K. Baron®s research (1).



