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ROZWIĄZANIA PÓŁCIĄGŁE I CIĄGŁE PEWNEGO 
RÓWNANIA FUNKCY3NEG0

Streszczenie. W niniejszej pracy rozważa się równanie funkcyjne:

<p(x) =• h xa <fł[f (x)] ,

gdzie h i f są to funkcje djane, zaś cp jest funkcją szukaną.
W oparciu o twierdzenie A. Pelczara [2] o punkcie stałym, dowodzi 
się istnienia największego rozwiązania półciągłego z dołu oraz naj­
mniejszego rozwiązania półciągłego z góry. Następnie wykazuje się 
istnienie i jednoznaczność rozwiązania ciągłego.
Dowód istnienia rozwiązania ciągłego przeprowadza się na nieco in­
nej drodze, niż to było uzyskane w pracy K. Barona [l].

1. Analiza własności równania funkcyjnego <pfx) = h[x, ip[f(x)]]

Rozważmy przestrzeń X wszystkich funkcji rzeczywistych określonych w 
przedziale I c R .  W przestrzeni tej wprowadza się relację:

%  (x)<<p (x)
X € I

Dest to relacja częściowego porządku tzn. posiada następujące własno­
ści :

1. cp ^  (f dla każdego cp t X

2 . Oeśli (^<¥>2 i ¥>2 « ^  to <ą = <p2

3. Deśli ^ < 1 ) ^  i <J>2 4 ^  to (px 4 cp 3

Przy tak zdefiniowanej relacji częściowego porządku w przestrzeni X za­
chodzi następujące twierdzenie:

T w i e r d z e n i e  1 (zob. [ 2]  ) '

Deśli X jest przestrzenią częściowo uporządkowaną, T:X— X jest odwzo­
rowaniem rosnącym {tzn: t p ^  (p2  4  T<p2 ) oraz zbiór Vj = |<(>«X: (J>śsT<p|,
jest niepusty i ma kres górny ćp € X to (p spełnia równanie T ip= y>.

D o w ó d

Udowodnimy najpierw, że
T(Vj)c Vj - fi)
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Niech ( p j S T ^ ) .  Wtedy istnieje cp € V. -takie, że cp1  - T cp. Z defini­
cji element cp spełnia nierówność <p^Tcp. Odwzorowanie T jest rosną­
ce, więc cp1 = T<piST(Tcp) = Ty . Stęd cf1 e V 1 . W ten sposób inkluzja (l) 
została udowodniona.

Obecnie wykażemy, ż e :

?  = sup ( 2 )

Z definicji kresu górnego, dla każdego cpeV 1 , cp^ćp zatem dla każdego cp e V,, 
mamy Tjp. Wobec tego, że ćp = sup , nierówność dla każde­
go cp 6 implikuje nierówność:

ćp<, T ę  (3)

Oznacza ona, że zachodzi warunek (2). Warunki (l). (2) implikuję ,że Tćp€ V, 

skęd

T cp siip (4)

Z (3) i (4) otrzymujemy T ćp = ćp

cbdo.

Analogicznie dowodzi się następującego twierdzenia [2] .

T w i e r d z e n i e  2

Oeśli X jest przestrzenią częściowo uporządkowaną T : X — X jest od­
wzorowaniem rosnącym oraz zbiór

V2 =j<pex cp>Tcpj

jest niepusty i ma kres dolny cpi X, to cp spełnia równanie T cp = cp.

Oeśli dla funkcji rzeczywistej i 
chodzi w punkcie x q e I nierówność

lim inf <pĄ ( x ) ^  cp (x  ) (5)
x —  x x 1 0o

1
to jest ona półciągła z dołu w x q .

Oeśli zaś dla funkcji rzeczywistej <jp2 określonej w przedziale I c R  
zachodzi w punkcie xq e I nierówność

lim sup <p2 (x) ^  V2 ^x0  ̂ t
x o

□eśli dla funkcji rzeczywistej cp̂  określonej w przedziale I c R  za-

to jest ona półciągła z góry w x
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Za ŁoJasiewiczem [3] podaje się następujące definicje:

Obwiednią gornę rodziny F nazywamy funkcję h(x) = sup g;x'
g 6 F

Obwiednia dolna rodziny F nazywamy funkcję l(x) = inf gfx'
g e F

Oak łatwo sprawdzić, warunek ( 5 ) jest równoważny następującemu warunkowi:

Oeśli x x to lim inf f'x )n o * ,  n on 00/
zaś warunek '6' jest równoważny warunkowi:

Oeśli x x to lim sup ffx_) ^ f ( x  'n o  ■ n on-*- 00

Dla funkcji półciągłych zachodzą następujące dwa twierdzenia: {zob. [i] )

T w i e r d z e n i e  3
Odwiednia górna rodziny funkcji półciągłych z dołu w punkcie xQ jest

funkcją połciągłą z dołu w punkcie x q.

T w i e r d z e n i e  4
Obwiednia dolna rodziny funkcji półciągłych z góry w punkcie xQ jest

funkcja półciągłą z góry w punkcie x q.

T w i e r d z e n i e  5
Oeśli funkcja f(x) jest ciągła w punkcie xq € T c R  a funkcja p , fy)

jest półciagłe z dołu w punkcie yQ = f(xQ ). to p , [f'x)J jest funkcję
półciągłą z dołu w punkcie x q « I.

D o w ó d
Z definicji funkcji półciągłej z dołu wynika, że

lim inf q>1 r.y ') p ± (yQ )

Wybierzmy ciąg jxnj zbieżny do x q , wtedyo

y = f fx ) —  f (x ) = y 'n n o 'o

Zatem

lim inf <?1 [ffxn )] = lim inf <p1 ! Vn ) >  iYQ ̂ = V  Ł [f >:0 ]

2
□ eśli Si jest obszarem zawartym w R to możemy określić zbiory:
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ftx = | v « R  : i x , y ) e ft j

Ponieważ Si jest obszarem, więc 1^ jest przedziałem.

T w i e r d z e n i e  6
2Przypuśćmy, że SI 6 R jest obszarem ograniczonym, takim że.dla każde­

go żfljj zbiór jj ^ jest przedziałem i niech 3 e l fl będzie przedziałem. 
Oeśli h'x,yl jest funkcję cięgła i określonę w ¿ł oraz rosnęcę ze wzglę­
du na druga zmienna, zaś cp, fx 5 jest funkcję określonę dla x e O  i pół- 
cięgłę z dołu w punkcie xq s O takę. Ze (p  ̂(x ) 6 S ico oznacza, że wy­
kres funkcji <p, leży w iii to hfx, (p. t’x }) jast funkcję półcięgłę z dołu 
w punkcie x q .

D o w ó d
Z definicji funkcji półcięgłej z dołu mamy:

<PlQ = lim inf 9 1 f x ) >  «  fxfl) 
x —  xo

Niech |xn J będzie dowolnym cięgiem takim, że €3 fn €N),xn —  x q tO3ch |xn| bidzie 
oraz cięg jest zbieżny
Oznaczmy przez <p’ granicę tego cięgu, wtedy (xn , (p̂  ( xn )) € ii oraz

, (xn'«,l (xn ))- fV  V * )

Z domkniętości U  mamy (xQ ,(p*)ifl

Ponieważ Si x jest przedziałem domkniętym, V 1 ( XQ ) ■ <P* e Śix to z nierów- 
O o

ności

wynika, że (p1Q 6 Ó.
o

Stęd jako wniosek otrzymujemy, że

(xQ . cp1 0 ) e ś i  ( 7 )

Niech teraz Jx l będzie dowolnym cięgiem takim, że x e3, x x 6 0 i 
r l nJ i n n o

cięg 1 h fxn fxn ) )1 jest zbieżny.

Oznaczmy granicę tego cięgu przez hQ. Z cięgu j ż ]  wybieramy podcięgjxnkj 
taki, że cięg |<pj(xn )J jest zbieżny. Wtedy granica Cp%1 tego cięgu ma

następujęce własności:
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V x i »  9 .o 8

' * 0 V, ' 6 ^ '9'

Z (7}, (8', (9) wobec tego, że h jest ciągła i rosnąca wzgląfdu na drugą 
zmienną otrzymuje się:

Ponieważ

więc

h >  h ' x , W ! x V . o o T1 o

Liczba hQ 'jest dowolną granicą częściową funkcji h ’x, ((>., 1 x ' 1 w punk­
cie x .

Analogiczne ido twierdzeń 5 i 6) twierdzenia zachodzą dla funkcji półcią- 
głych z góry. Dowody tych twierdzeń pomijamy.

T w i e r d z e n i e  7
Cieśli funkcja f'x) jest ciągła w punkcie xQ'e I c R a funkcja tp^ ' y) 

jest pół.ciągła z góry w punkcie y = ffx ) to cp. [f'x)] jest funkcją pół-, 
ciągłą z góry w punkcie xq 6 I.

T w i e r d z e n i e  8
2Przypuśćmy, że il c R jest obszarem ograniczonym, takim ż e , dla każ­

dego x 6 1, zbiór jest przedziałem i niech Dcl^j będzie przedzia­
łem. 3eśli h(x.y) jest funkcją ciągłą i określoną w ń  oraz rosnącą ze 
względu na drugą zmienną zaś cp^ (x ) jest funkcją określoną dla x 6 3  i pół- 
ciągłą z góry w punkcie x^ 6 3 oraz (*■) 5 ŚL (co oznacza, że wykres 
funkcji (̂ 2 leży w il ) to h(x,f^(x)) jest funkcją półciągłą z góry w punk­
cie x . o

o
Zatem

lim inf h 'x , q ) (x)} ^.h(x ,(p !x )). 
x ^ x 0

Pokazaliśmy, że funkcja h'x,ipi x ' 1 jest półciągłą z dołu.

cbdo.



2. Wykazanie istnienia największego rozwiązania półcięgłego z dołu

Wprowadźmy następujęce założenia:
2

Z 1 ) iłcR - jest obszarem ograniczonym.

I - dowolny przedział,

x 6 7 ił - iest przedziałemił x J
iZ2) Funkcja f(x) rzeczywista, cięgła i określona dla * C l
Istnieje ^ « 3  takie, że
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O < x
-Liill— iJ L  < 1  d l g  X € 3  X  ^T

Wprowadzamy definicję [4]

f [f"_ 1 (x)] n = 1.2_

x n = O

2
(Z 3 ) hfx,y) jest funkcję cięgłę i określonę w ił c R ■ rosnęcę ze względu 

na drugę zmiennę oraz hfffx).il^jx \łcflx dl3 x 6 -cn

(Z 4 ) Nierówność

cpj (x ) <  h f. x , Cp1 [f < x :] )

ma rozwięzanie w klasie funkcji półcięgłych z dołu w O, takich,

źe <px [f (x )] e Śi x 

(Z5) Nierówność

<p2 (x ) >  h (x , [f (x )] )

ma rozwięzanie Cp*2 w klasie X2 funkcji półcięgłych z góry w 3 takich,

że cp2 [f (x)] e £łx

(Z6) Rozwięzania (p* i <p* spełniaję nierówność <p*.<<p*

T w i e r d z e n i e  9 ( [4] str. 21)

3eśli 3 jest dowolnym przedziałem zaś funkcja f(x) spełnia założe­

nia (Z 2 ) w 3 to

1° f(3 )c j

2° lim fn (x) dla x 60
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D o w ó d

1° Ponieważ ^ e 5.

więc cdy. ^ < y  ef'D)

tzn. 3  y = f(x' *
X € 0

z założenia [Z2)

y < x  tzn. y e 3,

zaś gdy i yfef(3)
to znaczy

3  y  = f '  x '
x « 0

z założenia wynika

X <  y < ^ tzn. y 60

zatem f (0) c ]

2° Dla X = £  f"(x) = $

Wykażemy, że

f n < V  - 1

dla n = 1,2,3,.,..

Dowód przeprowadzimy metodę indukcji 
dla n = 1 z (Z 2 ) wynika

f [$)■=$

Załóżmy teraz, że dla pewnego k zachodzi

fk (^) 4

Sprawdzimy, że równość ta zachodzi dla k+1

fk+1:^) = f(fk flp). = =),

Zatem fn (^) = £ dla każdego naturalnego n.
Przypuśćmy teraz, że x0'>^ [dla x0<~^ c*ov,(̂ c* Jest analogiczny).

Wykażemy, ż e :

£ < f n (xQ ) < x q oraz fn (xQ ) <  f n~1 (xQ )

dla n = 1,2,3
Dowód przeprowadzimy metodę indukcji 

dla n = 1 z założeń wynika, że
£ < f ( x o ) < x o i f[xo ) < x o
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Załóżmy teraz, że dla pewnego k zachodzi

$ K f k txo ) < x o i fk (xo ) < f k_1(xo ) (9a)

Sprawdzimy, że nierówności te zachodzę dla k+1 
Z ( Z 2 )  i (9a) wynikaję nierówności

l  < f [ f k < *0 )] = fk+1ix0 ) •

i

fkłl(x0 ) = f[fk (xo )] < x o

oraz

fk+1(xo ) .= f[fk (x0 )] < f k (x0 )

Wynika stęd, że nierówności ^ < f n (x ) < x  i fn (x ) < f n_1(x ) zacho-
0 0 o o

dzę dla każdego naturalnego n.
Zatem cięg fn (xo ) jest silnie malejęcy i ograniczony, a więc zbieżny.

Niech g = lim fn (x ) 
n —  oo °

Z cięgłości funkcji, f mamy:

f(g) = f(lim fn ( x j )  = lim fn+1(x ) = g

Ponieważ f(x) ¡f x dla x e , *o )c O, zatem

lim fn (xQ ) =$ 
n —  oo

cbdo.

T w i e r d z e n i e  10

Oeśli funkcje f i h spełniaję założenia (Z1)-(Z4) to równanie

<p(x) = h(x.p[f(x)J) (10)

ma w przedziale O największe rozwięzanie półcięgłe z dołu.

O o w ó d

Niech T cpi = ijł , 

gdzie

Ł (x ) = h (x , [f (x )] )
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odwzorowanie T jest rosnące ponieważ dla ^  mamy Cp'i ( x ) p'^(x) 
dla każdego x €0.

Z twierdzenia 9 wynika, że f(x) 63 jeśli x (3, Ponieważ funkcja h 
jest rosnąca względem drugiej zmiennej to

<p'1 [f (x )] <  9^ [f(x)] dla x € 33 

stąd wynika następująca nierówność:

i>t Cx) = h(x,p^ [f i x )] h(x,?>" [f (x)] ) = ^ 2  (x )

co oznacza, że

T 9>i <  T <p';
i

Z twierdzeń 5, 6 i Z3 wynika, że T : Xj—  Xj.

Funkcja występująca w założeniu ZA spełnia nierówność

ę \
i

Zatem zbiór

jest niepusty.
Funkcja ^  = sup M jest półciąga z dołu (tw. 3) i skończona. Ponadto ^
spełnia równanie (10) (tw. 1) , .

cbda
Analogiczne twierdzenie zachodzi dla funkcji półciągłych z góry.

T w i e r d z e n i e  11

Deśli funkcje f i h spełniają założenia (Zl), (Z2), (Z3), (Z5) to 
równanie (10) ma w przedziale 0 najmniejsze rozwiązanie <p2 półciągłe 
z góry.

Dowód analogiczny do dowodu twierdzenia 10 pomijamy.

3. Wykazanie istnienia i jednoznaczności rozwiązania ciągłego

T w i e r d z e n i e  12

Oeśli funkcje f i h spełniają założenia (Zl), (Z2), (Z3), (Z4),
(Z 5 ), (Z6) oraz jeśli funkcja h spełnia warunek Lipschitza ze względu 
na drugą zmienną

|h(x,yj) - h(x,y2 )|

oraz niech (^,i^)eil
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Jeśli v il równanie

? = h:$ •?'

na dokładnie jedno rozwiązanie, to równanie funkcyjne (10) ^¥*2
i <f>*

(p 'x ) = h (x , rpjf fx )] ' (10)

ma dokładnie jedno rozwiązanie ciągłe dla x eO takie, że (p '^)

D o w ó d

2 twierdzeń (10), (11) i założeń wynika, że równanie (10) ma najwięk­
sze rozwiązanie półciągłe z dołu <p^ i najmniejsze półciągłe z góry

dla x €0; tp* 4  4 < P * . ¥>!
Dla x = ij

P  - h ’'S.?i[f il|)]5 = ? i ^ ”

Ponieważ równanie (ll) ma w ił dokładnie 1 rozwiązanie, zatem

ę i !i ) = ? 2 fS> = ?

Wykażemy teraz, że funkcje <p., fx), <P2 (*( dla x * w tym ce_
lu pokażemy, ż e :

lim sup (x ) <  (Pj (^ ) = ̂  (12 )
x —  $

lim inf cp2 ( x ) >  = Y  fl35
*— $

Najpierw pokażemy słuszność nierówności (12).

Niech

lim sup p, (i) = aQ
x— 3r

Jest oczywiste, że

ao € <  <P* [>($)} <P*2 [f 0) )] >

Istnieje więc ciąg j*nj' *n e Ifl taki- e

lim xn =$ i lim <p1 (xn ) = aQ
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J'J {i’l[ffxn ,]jZ ciągu można wybrać zbieżny podciąg
[f fxn. }]k

Ponieważ lim f ' x  ) = C to lim W. Tf (x )1 = b <  a
V  1 L nk J 0 'k—00 * k— K

gdzie b 6 <(p* [f ($ )] . <p* [f ()»)] >

Zbudujmy ciąg W
(1 = h($,aR )... n = 0,1.... (14)

Ponieważ aQ = h (^, b ) < h ( ^ ,  aQ ) = a1 to ciąg aR jest rosnący i ograni­

czony z góry, ponieważ

3n€<lpl'(P' dla n = °'1 "

Zatem ciąg |̂anJ 3est zbieżny. 

Oznaczmy jego granicę przez g.

lim a = g n 3

ge«p*(^). q>*(^)> (15)

Granica g spełnia równanie (11) zatem g = ^

Z monotoniczności ciągu |anj mamY

lim sup <p^(x) = aQ ^  g (15)

Rozwiązanie ^ ( x )  jest więc półciągłe z góry w punkcie x =1  ̂ .Oest więc
ciągłe w punkcie x jako półciągłe równocześnie z dołu i z góry.
Analogicznie dowodzi się ciągłości q>2 (x ) w punkcie x .W dalszym cią­
gu z warunku Lipschitza i twierdzenia 9 mamy

| Ś5! (x ) - ^ 2 iX'| = | ̂  x ^  (x )] ) -h(x,ip2 [f (x)] )| *S

^ j ^ 1 [f (x)J - ę»2 [f(x)j

Przez indukcję otrzymujemy następującą nierówność

| ¥>1 (x ) - ip2 (x)| |^i [fn(x il " [fnix 0|
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Zatem <P1 (x' ) = = *^x ) 1:113 x 63

y ( x }  = h(x. p[f (x)]) (17)

q>(x) jest funkcję półcięgłę z dołu i z góry równocześnie, jest więc funk­
cję cięgłę dla x e O ,  spełnia przy tym równanie (17).

cbdo

4. Podsumowanie

W twierdzeniach 5, 6 wykazano podstawowe własności funkcji ^[ff*)] o- 
raz h[x,<p1 (x)J jeśli funkcja ^  (y) jest półcięgła z dołu. W twierdze­
niach 7, 8 wykazano podstawowe własności funkcji cp̂  [f (x )Joraz h[x, ?>1(x)J 

jeśli funkcja ^ ( y )  jest półcięgła z góry. W twierdzeniu 10 wykazano 
istnienie największego rozwięzania półcięgłego z dołu, a w twierdzeniu 11 
wykazano istnienie najmniejszego rozwięzania półcięgłego z góry. W twier­
dzeniu 12 wykazano istnienie i Jednoznaczność rozwięzania cięgłego.
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HEIIPEPHBHHE H IIOJiyHEIIPEPHBHHE PEHHEHHH.
HEKOTOPOrO ypOBHEHHH OTHKIWH

P e 3 » m e

B nacTOHnefl paSoie paccMaTpaBaeTca ypaBHeHae (JyHKitaa:

$ (x) = h (x , $ [f (x )] ,

rue b M f aBJiHBTCH 3a^aHHUMH iyHKqaaua, a $ (jjyHKqaeii acKaeMoił.Ha ocHOBa- 
h b h  (fopMyjm A. Ilejibqapa (2) o nocioairaoft Toaae, fl0Ka3UBaeTca Hajtaaae ca- 
Moro j;jiHHHoro pemeHHH CHH3y, a TaKsce caworo Majioro pemeHH CBepxy.

3aieM fl0Ka3biBaeica Hajiaaae h  0,nH03HaaH0CTb HenpepHBHoro pemeHaa. floKa- 
3aTe;ibcTB0 Hsunmua HenpepHBHoro pemeHaa npoBOflaica h h h m  nyieu, aea 3 10 Sa­

xo c^eaaHO b  paóoie K. EapoHa ( l )  .



Rozwigzania pblciggle i ciggle.. 77

OF A CONTINUONS AND SEMI-CONTINUONS SOLUTIONS OF A FUNCTIONAL EQUATIONS 

S u m m a r y

The paper considers the following functional equation:

<p(x) = h (x, Cpjf (x )J

where h and f are the functions that are given, and cp is the func­
tion that is searched for. Basing on A. Pelczar's theorem of the con- 
semi fixed point (2), the greatest semi-continuous solution from below 
is proved and the least solution from above (semi-continuous). Then, the 
existence and explicitness of the continous solution is proved.

The proof of existence of the continuous solution is demonstrated in the 
slightly altered way than in K. Baron's research (1).


