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APROKSYMACJA FUNKCJAMI CAŁKOWITYMI DWÓCH ZMIENNYCH
W PRZESTRZENIACH Lp ; D ), GDZIE P = '"p,,p2 ) I 0 <p, <  1 , 0 < p 2 ^'

Część I

Streszczenie. W pracy pokazano, że przestrzeń Lp D) Jest prze­
strzeni? Frecheta. Zdefiniowane w niej moduły co i C0 |. zachowuję kla­
syczne własności. Udowodniono w tej przestrzeni odpowiednik nierów­
ności Bernsteina-Zygmunda.

Oznaczenia

D = [a,b;c,dj prostokąt; może być niewłaściwy.

P = Cp1 .P2 ). gdzie 0 < p , < l ,  0 < p  <1.

Lp fD) przestrzeń funkcji f(x,y) określonych i mierzalnych w D. dla
d rb

których dy
c a

d b

f fx,y )| Pl dxj'
a

f II P = j ^  I f ’x , y ' | 1 dxj 2 dy F - norma w Lp iD ).

Dla dodatnich u i v przyjmuje się

có f f ; u , v ) = sup // f(x+h.y+k) - f ( x , y ) / /
Ihku , !kl

O  (-f;u.0) = sup U '^ \  (i) f(x + ih.y ) U
k P Ihku f^ o

* k ( f s 0 . v )  = sup /  y  í-l)k"1 ( k) f f x , y+ih ) H  F
|h|«v

CO Q3  OO

%  .<rP (x-v) = X  a ><x k  X  bi yl = 2  S  ak bi x k  y l
1 ¿ k=G 1=0 k=0 1=0
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gdzie lim ~̂k~! Tâ l = <Sj 

lim ^ 1 !  Ibĵ l' = <5, =<=
2

jest funkcję całkowitę typu 6^ ze względu na zmiennę x i 6  ̂ ze  

względu na y.

m n

w - ' - 2 2  fakcoskx + bksinkx) (c^cosly + d^inly). 
k=0 1=0

L p ( - J l. p r z e s t r z e ń  funkcji mierzalnych, okresowych o okresie 23i 
ze względti na każdę zmiennę, określonych w kwadracie 

Tl ,] dla których 
0 lr  Ot

\Po
J  [ / lfCx,y) Pl dx]'

-31 -Tl I

1. Przestrzenie Lp (a,b;c,dJ, gdzie P = (p1(p2 ) i 0 < p 1< l ,  0 < p 2 ^ i

Niech Lp [a,b;c,dJ = Lp (D) będzie przestrzenię funkcji f(x,y) okre­
ślonych i mierzalnych w prostokęcie D = [a,b;c,dj, dla których

P2 d y ś o »  , przy 0 < p 1 <l, 0 < p 2 <l.

Oest to przestrzeń liniowa, gdyż dla f e L p (o) i g s L p (o) f+g jest 
funkcję określonę i mierzalnę w D i z nierówności 10.4 jjłj str. 35

{ [  i  | f  + g | P l  dx] P2  d y  ^  j  [  f  I f l  P l  d x j P2  d y  + |  T j  |g| P l  d x |P2  d y  <■>0
c a  c a  J c Ly

Funkcje f i g  będzie uważało się za równe, f = g, jeśli ich wartości
sę równe prawie wszędzie w prostokęcie 0.

H f/p nie jest normę w Lp (D), gdyż nie spełnia warunku Jednorodności,Jest

natomiast //af//p = |a| i ? z  //f//p .

Hf lip Jest F - normę w przestrzeni Lp (0), gdyż spełnia warunki:



D o w ó d

Niech
h

1 p
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)(y) = j |f Cx .y) | Pl dxj'2

d
Ponieważ g(y) >  0, v*ięc równość H flip  = J g(y)dy = 0 zachodzi wtedy i tyl­

ko wtedy, gdy gfy) = O prawie wszędzie ( [l] str. 213).
'*

b. p
Podobnie j |f(x ,y ) | 1 dx = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f(x,y) = 0 dla 

a '
prawie wszystkich x.

Można wykazać. Ze jeśli

3 V  3 V ,  f(x,y) = 0, to f(x,y) = 0 prawie wszędzie w D.
B y e B A x€A'
Ib I =0 |Ay| =0 y

Wystarczy wykazać. Ze dx dy = 0.
D

Ponieważ

b d

i i i  lf ix ,y^dyl dx = I [ i  ^  dy + i  dy]dy =
a c a B B'

= j" i |f I dyjdx + J I" Ifl dyjdy = J  £ J |f| dyjdx = 0,

Ay B Ay 8 Ay 8

więc f(x,y) = 0 prawie wszędzie w D.
Zatem //f(x,y)//p = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f(x,y) = 0 prawie wszę­

dzie.

2. Ilf + g//p <  IIf i lp * II9llp .

Dowód wynika z nierówności 10.4 [2] str. 35.

3. I la fllp = IIfilp , gdy a « R  i lal = 1.

4. Deśli a. — a i //f. - f// —  O, gdzie a,, a e R  i f.. f «L (D),

to // akfk - af//p ^  |ak - a| l l f j l p  + lal Hf ̂  - f//R — 0.

Ponieważ przestrzeń Lp (D) jest liniowa i //f//p jest F - normę w tej 
przestrzeni, zatem para < L p (D), //f//p >  Jest F * przestrzenię.
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Oczywiście dp 'f,g) = // f - g//^ jest metrykę w Lp (D ) .czyli < L p (D),dp> 
jest przestrzenią metryczną.

Tak określona przestrzeń < L p iD), dp >  jest przestrzenią zupełną.

D o w ó d

Zgodnie z twierdzeniem 1.2 str. 104 [V] wystarczy viykazac, że jeśli
OO

,f̂ € L D^D ' 1 // f //D < 2 ""n , to. szereg V 1 f jest zbieżny w L (D).n r  n i  / i n H
n=l

Niech

sn (x,y) = f, + ... + fn .

Un ix,y' = lflJ + + |fln

Wtedv

/ / y n ' x - y ' / / p  - / I f - J  + • • •  - l f n i / / P  < # V P + • * *  + //f n / / p < f  + —  + ^ < 1 .

Ponieważ

d r b -i

I j |Un (x,y)|P;l dx V2 dy
c O a

<  1

więc

- b
l P

«PpCy) = j|un (x,y)| Pl dxj 12

jest niemalejęcym cięgiem nieujemnych funkcji całkowalnych prawie ”wszę- 
d

dzie w fc.dj i | t/>n (y)dy < 1 ,  więc z twierdzenia 1.2.3 W  str. 17 pra­

wie wszędzie w [c.dj istnieje lim <Pn (y), a zatem również skończona dla
n— o°

b
prawie wszystkich y granica lim lu (x,y)| i dx.

h—  J

P
Ponieważ |Un f x ,y ' | 1 jest cięgiem niemalejęcym funkcji mierzalnych,

nieujemnych, to z twierdzenia Beppo-Leviego dla cięgów str. 38

~ P k
lim f|un (x,y)| 1 dx = I lim |u (x,y)| 1 d x . (*)

a a

p.
a więc również lim |lJ (x,y' istnieje i jest .skończona prawie wszę-
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Zatem istnieje również lim U (x,y) prawie wszędzie w D.

Zbieżny jest zatem prawie wszędzie szereg S i u - a więc i szereg

E v
n=l

n=l

Niech f(x,y) oznacza jego sumę. Dla n m jest

//Sn - V p  = Hf n*l fn+2 + + V p

Dest również z nierówności 8.2 [2] str. 31 i (iii)
1 •

pi pł p pt r lpi
l Sn - Sml < IUJ  ♦ l u j  1 < 2 lim  lUml = 4 U (x ’y ) J  '

Ponieważ Sm —  f prawie wszędzie, więc cięg - S^l 1 rozpatrywany ze 
względu na m jest cięgiem funkcji całkowalnych ze względu na x dla pra-

1 1 P1wie wszystkich y zbieżnym do |Sn - f| prawie wszędzie i prawie wszę­

dzie |Śn - S j  1 <-2|u(x,y)J, gdzie 2^U(x,y)] 1 jest z (in') funkcję cał- 
kowalnę.

Z 8.9  [l] str. 41 dla prawie wszystkich ye [c.dj

P P
f  |S - f| 1 dx - lim /  |S - S p  dx.

Zatem

lim 
m— “ J X  " Sm!Pl dX]P2 = [-f |Sn “ ^  **]'*•

/ ' Sn ' "ml'1 d* jest cięgiem nieujemnych funkcji mierzal- 

b

nych zbieżnym prawie wszędzie do 

Fatou [l] str. 41 

d r b

J | sn - f| 1 dx
'O a zatem z lematu

/  | | S n - f|Pl dx P2 d y <  Ł1H /  J|Sn - s J Pl d x j d y < ^  
c La -J *° c U  -■
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Zatem

St?d też

sn - f 6 Lp (D).

f . Sn - (Sn - f) € L p (D).

oraz //Sn - fHp — O przy n — , co kończy dowód.

Ponieważ przestrzeń < L p (D), dp >  jest przestrzeni? zupełn? ,v»ięc prze­
strzeń < L p (D),/ / p >  jest przestrzeni? Frecheta (F - przestrzeni?) [5]

str. 52.

2. Własności modułów Q-> 1 <4̂

Można udowodnić prawdziwość następuj?cych własności:

1. o>(f;u,v)p jest funkcj? niemalejęc? ze względu na u i v.

2. to(f;u1 + u2 , v x + v2 )p <o)(f :u1 ,v1 )p + co(f ;u2 ,v2 )p .

St?d przy naturalnym n

3. coff ;nu,nv)p ^  n U)(f ;u.v)p ,

a przy % rzeczywistych

4. ca (f ;Au,^v)p ^  (̂r + 1 ) o)(f ;u,v)p , 

oraz dla of , Jb rzeczywistych

5. w(f;<xu,|W)p sj [max(pf, (ł) + l] to (f ;u,v)p .

Deśli D = (-=,=>;-<=,=), to prawdziwe s? własności 6,7,8.

6. // f (x + at,y)//p o //f(x,y)//p a = const. t - parametr 

Dla dowodu wystarczy przyj?ć x + at = z

7. COk (f ;^U,0)p <  (l + ̂ )k Ołk (f;U,0)p.

D o w ó d  )■

Deśli n jest liczb? naturaln?, to w oparciu o zwi?zek (5), str. 116 
[6] i z własności 6

o>, (f;nu,0) = sup ¡ f S \  ( - 1 )k_1 (k) f (x+int ,y)// =
k p Intl^nu

n-1 n-1 k
sup II ' y  ... ̂  (~l)k‘'i (k)f (it+iĵ t + ... + ikt+it ,y)//p .
It,4iu i1=o ik=o i=0
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Stęd w oparciu o nierówność 10.4 str. 35 [2] 

n-1 n-1 k

ct>k (f ;nu ,0 )p <  ' y  . . .  sup // (-1)k_i(k)f(x+(i +...+i )t + it ,y)
mar mil I «■ I / n

il=° ik= 0 ltl̂ u 1=0

= nk cok (f;u,0) p .

Niech n < X < n + l ,  wtedy

CUk (f;ftu,0 )p 4u>k ff ; (n+l)u,0)p ^  (n+1 )k 10  ̂( f  ; u ,0 )p ̂

<(JUl)k ® kff;u.0)p.

8. co, (f ;0Av) <(fc+l)k co, (f:0.v)D . k P k P

Analogicznie można wykazać, że własności 6. /, 8 prawdziwe są również 
dla funkcji f « Lp£-Ji,Jl;-Jl,5iJ.

3. Nierówność S.N. Bernsteina. A. Zygmunda w przestrzeniach
I (-• =  , 00 ; — bo . =0 j
-p-------- :---- '---

Oeśli G. . ( x , y ) c L ( - » , » ! - » i » )  jest funkcję ograniczony na ca-
1 2 P

łaj płaszczyźnie, to dla 0 <p^ <1, 0 < p 2 ^ l  i k,l = 1,2,...

~k+lr /

^  1 $  //p 1 ° ^ - »W/,P'

D o w ó d

Ze zwięzku (11) str. 220 [6] dla całkowitych r ^ O

j V > ! Pl dx " /  |Cró l J Gó1 (x+t)hr'ÓJ(t)^ - S ^ - ^  dt|Pl dX'

gdzie |hr (0| 4  1.
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Funkcja G (x+
/sind. t V

‘ t a r - ł - J

2r+2
jest ze względu na zmiennę t funkcję

całkowitę stopnia (2r+3)ój.
Korzystajęc z nierówności (29) str. 248 [&] otrzymujemy

s!=s

J l V - ) l q dx * ( n r )  J l Gó (x)|q dxj ■

gdzie q - dowolna liczba dodatnia i q' > q ;  qQ najmniejsze liczba pa­
rzysta większa lub równa q.

Przyjmując q'= 1 i q = p, otrzymujemy stęd i z (1)

j i v x),p> : i i i X (x- i i ^ i  at]Pidx

2r+2

1-Pn

2(2r+3)ój\ P1
V 2 % -

p, sinó t ,(2r+2)p 
G. (x+t) 1 — f i - ]  1d t 1 /P 1 dx=

o /- P =° P sinó t
= Cr1(-r~ ) ó i 1J lGó l(x)l 1 dx Ó1 j \ŝ T

(2r+2 )p

dt.

Oeśli przyjęć r tak, by ( r + l ^  była całkowitę i (r+l) p  ̂>  2, tc 
z (12) str. 225 [6]

isinó.t (2r+2)pi Cpi
dt

ó i ’

a zatem

j\G 'ó (x)|Pl dx < C ( p 1 )ój1 J|G6i(x )|Pl dx. (2 )

tę i (r2+ 1 )p2 3* 2, to
Analogicznie jeśli r2 jest tak dobrane, by (r2+ 1 )P2 była całkowi" 

# to

/ l % 2 (y)|P2 dy < c ( p 2 ) ó 22 J | g Ó 2 (y )|P 2 dy. (3) ‘
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z (2) i (3) wynika

8 G<S1 ,ci2 (X'y)
0 x 0y p - i j r

—oo L—e

82 1
0 x ©y

dx dy =

^ c1(Pl.P2 ) & / * ]  |GÓ2(y)|PlP2 dyjcgfp,) ó Pl f |Gói^ ) | Pl dxjF

= C(p1 ,P2 )(ó1ó2 )PlP2 //Gó (x,y)//p. (4)
"l’ó2

Analogicznie

0G (x,y) 
1 ’ 2 

 55------- <C(Pl.p2)6PlP2 //Gó1.62(x'y)//p (5)

" W * ' * ’ #  - - - P,P.

Z (4), (5) i (6) wynika nierówność

^  ' < 0 ( p 1(p2 )(65 6 ^ PlP2//GóiiÓ2(x.y)//p.
0x 0y 

Wniosek

Deśli T (x,y) € L„(-3T,3i;-jI,Jt) jest wielomianem trygonometrycznym 01, n P
stopnia m ze względu na x i n ze względu na y, to dla
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Panu Profesorowi ¿Julianowi Musielakowi dziękuję za życzliwe uwagi do­
tyczące tej pracy.
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AIMPOKCHMAUHH UEJIHMH ¿tyHKUHHMM ,UByX IIEP3 MEHHHX 3  IIPOCTPAHCTBAX 

Lp (D) rüS P * (Pj.P2 ) H 0 < P l <l, 0 < p 2 < ł

P  e 3 k> m e

B paöoie noKa3aHO, vto Lp (D) aBjiHeica npocxpaHCTBOM $pemeTa. Onpe,nejieHU 
b höm Mo^yaH ta ■ oo^ odaa^aoox KJiac c sme ckhmh cBoäcTBaun. B stom npocTpaH-
cTBe fl0Ka3an aHajior HepaaeHciBa EepHiiiTeJiHa -  3nruyH.ua.

APPPROXIMATION BY ENTIERE FUNCTIONS OF TWO VARIABLES IN THE 
Lp (D) SPACES IF P = fP1 .P2 ) AND 0 < p 1 <l , 0 < p 2 =Sl

S u m m a r y

In this paper it is proved that Lp (D) is Frechet’s space. Moduli <a 

and w k defined in this space posses the classical properties.Also,there 
is proved in Lp (D) an analogy of the Bernstein-Zygmund inequality.


