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APROKSYMACJA FUNKCJAMI CALKOWITYMI DWOCH ZMIENNYCH
W PRZESTRZENIACH Lpi D), GDZIE P = "p,,p2) | O0<p, <1, 0<p2~"

Czes¢ 1
Streszczenie. W pracy pokazano, ze przestrzen Lp D) Jest prze-

strzeni? Frecheta. Zdefiniowane w niej moduty co i | zachowuje kla-

syczne whasnosci. Udowodniono w tej przestrzeni odpowiednik nieréw-
nosci Bernsteina-Zygmunda.

Oznaczenia

()
1

[a,b;c,dj prostokat; moze by¢ niewkasciwy.

o
1

Cpl .P2). gdzie O0<p,<lI, O<p <1.
Lp D) przestrzen funkcji f(x,y) okreslonych i mierzalnych w D. dla
d rb

ktorych i,y PE dxj° dy

fup =3~ Ifx,y"] 1dxj 2 dy F - norma w LpiD).

Dla dodatnich u i Vv przyjmuje sie

coffu,vy) = sup / fF(x+h.y+k) - f(x,y)//
lhku , K
0 (-f;u.0) = sup UM\ (i) f(x+ih.y)u
k P lhku f~o

*k(fsO.v) = sup/ y i-Dk"1 (k) ffx,y+ih)HF
IhI«V
ao (e:} ao
% AP (X-v) = X a><xk X bi yl =2 S ak bi xk ylI
1 ¢ k=G 1=0 k=0 1=0
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gdzie lim ~~~ TN = <G

lin  ~11 b = § =

jest funkcje catkowite typu 6~ ze wzgledu na zmienng Xx 1 6~ ze
wzgledu na y.
m n

w - " - 2 2 fakcoskx + bksinkx)(c”cosly + d”~inly).
k=0 1=0

Lp(-Jl. przestrzen funkcji mierzalnych, okresowych o okresie 23i
ze wzgledti na kazde zmienne, okreslonych w kwadracie

Tl ,Jdla ktérych
Olr &

\Po
J [/ 1fCx,y) PI dx]”
31 - [

1. Przestrzenie Lp (a,b;c,dJ, gdzie P = (pl(p2) i O<pl<l, O0<p2~*i

Niech Lp[a,b;c,dJ = Lp(D) bedzie przestrzenie funkcji Ff(x,y) okre-
Slonych i mierzalnych w prostokecie D = [a,b;c,dj, dla ktérych

P2 dyso» , przy O<pl<l, 0O<p2<I.

Oest to przestrzen liniowa, gdyz dla felLp(@) i gsLp() f+g jest
funkcje okreslone imierzalng w D i znieréwnosci 10.4 jjj str. 35

{[ i [f+g|Pl dx]P2dy ~ j [f Ifl PldxjP2 dy + | Tilgl PI dx]P2 dy <m>0
c a c a J c Ly
Funkcje f i g bedzieuwazato sie za roéwne, f =g, jesli ich wartosci

se rowne prawie wszedzie w prostokecie O.
Hf/p nie jest norme w Lp (D), gdyz nie spednia warunku Jednorodnosci ,Jest

natomiast //af//p = |a| i?z //f//p.

Hflip Jest F - norme w przestrzeni Lp(0), gdyz spe#nia warunki:
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Dowod

Niech
YO = JIFCx.y)|PI dxj

d
Poniewaz g(y) > 0,v*iec réwnos¢ Hflip = J g(y)dy =0 zachodzi wtedyi tyl-

ko wtedy, gdy gfy)= O prawie wszedzie _ ([I] str. 213).
b. p

J Ifx,y)] 1 dx = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f(x,y) = 0 dla
a .
prawie wszystkich x.

Podobnie

Moznawykazac¢. Ze jesli

3 \ 3 vV, Tf(xy) =0,to f(x,y) =0 prawiewszedzie w D.
B yeB A X€A"
Ib 1=0 |Ay |=0 y
Wystarczy wykazac¢. Ze dx dy = 0.
D
Poniewaz
b d

iii Ifix,y™dyldx= I[i ~dy + dyldy =
a ¢ aB B"
= j' i [fHyjdx +\] I'Mdyjdy = J £J Hdyjdx = 0,
Ay B Ay 8 Ay 8
wiec Ff(x,y) = 0 prawie wszedzie w D.

Zatem //F(x,y)//p = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy f(x,y) = 0 prawie wsze-
dzie.

2. ut + o/ < Ip * Bup.

Dowdéd wynika z nieréwnosci 10.4 [2] str. 35.

3. lafllp = IIfilp, gdy a«R i lal= 1.
4. Desli a. - a i /f. - T/ - 0, gdzie a,, aeR i f.. f«L (D),
to /akfk - af//p N Jak - a] lfjlp + lal Hf~ - /R - 0.

Poniewaz przestrzen Lp (D) jest liniowa i //f//p jest F - norme w tej
przestrzeni, zatem para <L p(D), /f//h > Jest F=* przestrzenie.
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Oczywiscie dp*"f,g) =/Ff - g/~ jest metryke w Lp(@D).czyli <Lp(D),dp>
jest przestrzenig metryczng.
Tak okreslona przestrzen <LpiD), dp> jest przestrzenia zupedng.

Dowod

Zgodnie z twierdzeniem 1.2 str. 104 [V] wystarczy viykazac, ze jesli

00
HELDD T 1 #F 40 <2'n, to.szereg Y § f, jest zbiezny w L, (D).
n=1
Niech
sn(x,y) = f, + + fn .
Unix,y" = FD + + |fin
Wtedv
IIyntx -y /Ip - [1f-3 + eee - IfNi//P < # V P + e** + [/fin//p< f +— +/~ <1,
Poniewaz
drb ]
I junoay) et dxV2dy < 1
cOa
wiec
-b

Ip
«PpCy) = Jlun(x,y)| Pl dxj 12

jest niemalejecymdciegiem nieujemnych funkcji catkowalnych prawie "wsze-
dzie w fc.dj i | ¥n (y)dy <1, wiec z twierdzenia 1.2.3 W str. 17 pra-

wie wszedzie w [c.dj istnieje lim <$h(y), a zatem roéwniez skonczona dla
n-o°

b
prawie wszystkich y granica [lim lu OGYy)] 1 odx.
h- J

P
Poniewaz |Unfx,y"] 1 jest ciegiem niemalejecym funkcji mierzalnych,
nieujemnych, to z twierdzenia Beppo-Leviego dla ciegow str. 38
~ P k
lim FflunGay)l 1 dx = 1 Him Ju (Xy)] 1 dx. (@)
a a

p-
a wiec réwniez lim U (x,y" istnieje i jest .skonczona prawie wsze-
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Zatem istnieje roéwniez lim U (x,y) prawie wszedzie w D.

Zbiezny jest zatem prawie wszedzie szereg S iu - a wiec i szereg

n=
n=1

Niech f(x,y) oznacza jego sume. Dla n m jest

/Sn -V p = Hfn*l fn+2 + + Vp

Dest réwniez z nierdéwnos$ci 8.2 [2] str. 31 i (iD

p pt p pt r Ipi
[Sn - Sl < U] ¢ luj 1<2lim lUm =4UXy)

Poniewaz Sm - f prawie wszedzie, wiec cieg - Sl 1 rozpatrywany ze
wzgledu na m jest ciegiem funkcji catkowalnych ze wzgledu na x dla pra-

wie wszystkich y zbieznym do %Sn - ffpl prawie wszedzie i prawie wsze-
dzie |Sn - Sj 1 <-2Ju(x,y)J, gdzie 2~U(x,y)] 1 Jjest z (n) funkcje cak-

kowalne.
Z 8.9 [I] str. 41 dla prawie wszystkich ye [c.dj

P P
f15 - fl 1dx - Lim /7 |S - s p dx.

Zatem
I- -
mlrﬂ J X " SmIPlI dX]P2 = [-f|Sn = ~ faiel I
/°Sn " "ml*1 d* jest ciegiem nieujemnych funkcji mierzal-
b
nych zbieznym prawie wszedzie do Jlsn - f] 1 dx a zatem z lematu

Fatou [I] str. 41

drb
/ 11Sn - f|PI dx P2 dy< t1H / J|Sn-sJPl dx jdy<~"
c La J * cU L
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Zatem
sn - £ 6 Lp(D)-
St?d tez
f . Sn - (Gn - F) € Lp(D).
oraz //Sn - fHp — O przy n-— , co konhczy dowdd.
Poniewaz przestrzen <Lp(D), dp> jest przestrzeni? zupei#n? ,wiec prze-

strzen <Lp(),/ /p> jest przestrzeni? Frecheta (F - przestrzeni?) [5]
str. 52.

2. Wkasnos$ci modudow G>1 <4

Mozna udowodni¢ prawdziwo$¢ nastepuj?cych whasnosci:
1. o>(f;u,v)p jest funkcj? niemalejec? ze wzgledu na u i V.
2. to(f;ul+wu2, vx+v2)p <o)(Ff :ul,vl)p + co(f;u2,v2)p.
St?d przy naturalnym n
3. coff ;nu,nv)p » n U)(f;u.v)p,
a przy % rzeczywistych
4. a@(f;Au,”v)p ~ (r+l)o)(f;u,v)p,
oraz dla of , b rzeczywistych
5. w(F;<xu, |Wp s§ [max(pf, @+ to (F;u,v)p.
Desli D = (-=,=>;-<=,=), to prawdziwe s? wkasnos$ci 6,7,8.
6. /f(x+at,y)//p o //f(x,y)//p a = const. t - parametr
Dla dowodu wystarczy przyj?¢ x + at = z

7. COk(F;~U,0)p < (I+~)k Ok (F:U,0)p.

Dowod »

DeSli n jest liczb? naturaln?, to w oparciu o zwi?zek (5), str. 116
[6] i z wkasnosSci 6

e, (F;nu,0) =supifs\ (-1)k 1(K) F(x+int ,yW/ =

k p Intl™nu
n-1 n-1 k
sup Il 'y N Dk=i (KF (tHjt+ ... +ikt+it Ly)//p.

It,4iu il=o ik=0 i=0
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Sted w oparciu o nieréwno$¢ 10.4 str. 35 [2]

n-1 n-1 k
ak (F ; 0 ' . V/4 -Dk_i(k)F i+ 4+ )+t
(Finu,0)p<y T CDK_TQ)F(x+(i +. ..+ DErit )
il=° ik=0Ithu 1=0

= nkcok (f;u,0) p.
Niech n<X<n+1, wtedy
CUk (F;Ftu,0)p 4u>kff ;(n+1)u,0)p ~ (n+1 Xk 10~(f;u,0)p”

<(JUD)k ® kff;u.0)p.

8. @, (F;0AV), <(fc+Dkam, (F:0.V)p.

Analogicznie mozna wykaza¢, ze wkasnosci 6.

/, 8 prawdziwe sag roéwniez
dla funkcji f« LpE-Ji,JI;-J1,5iJ.

3. Nierownos¢ S.N. Bernsteina. A. Zygmunda w przestrzeniach
1 (==, 00 ;—bo, =0j

-p-——————— T

Oesli G. (x,y)cL(-»,»1-»i») jest funkcje ograniczony na ca-
P

1 2
+aj ptaszczyznie, to dla 0 <p” <1, O<p2~nl i k,I =1,2,...
~k+1r /
n 1% //p 1 ° ~ - »W,p"

Dowéd

Ze zwiezku (11) str. 220 [6] dla catkowitych r~O0

—

V> 1 PLdx "/ [CrolJ GOL(x+t)hr 0J(t)*-SA-~ de|pl dx-

gdzie |hr (0] 4 1.

85



86 G. Koztowska

/sind. tv2'2

Funkcja G  (x+, jest ze wzgledu na zmienne t funkcje

tar-+t-1

catkowite stopnia (2r+3)6j .
Korzystajec z nieréwnosci (29) str. 248 [&] otrzymujemy

sl=s

JIV-)lgdx *(nr) J 1 GO (X)Ig dxj u

gdzie g - dowolna liczba dodatnia i d >q; gqQ najmniejsze liczba pa-
rzysta wieksza lub réwna q.
Przyjmujac q"=1 i q = p, otrzymujemy sted i z (1)

2r+2
Jivxp - 1 1 i X xi1ii™Mi at]Pidx
1-Pn
2(2r+3)6j\ P1 p, sino t,(2r+2)p 1/P1
V 20 - G. (x+t) 1 — fi-] 1dt dx=
2r+2)p
o /- p =° P - Sing_t

=Cri(-r~) 6i1J 1G61(x)l 1 dx ol_j\S/gT dt.

Oesli przyje¢ r tak, by (r+1~ byta catkowite i (r+l) p~> 2, tc
z (12) str. 225 [6]

isiné.t Qr+2)pi Cpi
dt
oi ’
a zatem
j\G'6 (X)|PI dx <C(p1l)6jl1 J|G6I(x)|PI dx. (2)

Analogicznie jesli r2 jest tak dobrane, by (r2+1)P2 byta catkowi"
te i (r2+1)p2 3* 2# to

/1% 2(y)|P2 dy <c(p2)622J3|g02( )|P2 dy. ®
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z (2 i () wynika

8 Gl ci2 (X'y) & 1

0 x Oy p - ijr 0 x Oy
—0L-e

A c1(PL.P2) &/ * ] 1602(y)|PIP2 dyjcgfp,) 6PI F [Goi~) | Pl dxjF

= C(p1,P2)(6162)PIP2 //G6 ./ . )
1762
Analogicznie
0G x,y)
L2 <C (P1.02)6PIP2 #6162 (X'y Vb ®
W o - - - PP

Z (4), () i1 (6) wynika nieréwnos¢

. <0(p1(p2)(65 6 ~ PIP2//G6ii02(x.y)//p.

Wniosek

Desli TQLn(X’y) €L?(4ﬂ}3k—jLJt) jest wielomianem trygonometrycznym
stopnia m ze wzgledu nax i n ze wzgledu na vy, to dla
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Panu Profesorowi ¢Julianowi Musielakowi dziekuje za zyczliwe uwagi do-
tyczace tej pracy.
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AIMPOKCHMAUHH UEJIHMH (tyHKUHHMM ,UByX I1IEP3 MEHHHX 3 I1IPOCTPAHCTBAX

Lp(@) riS P * (Pj-P2)H O<PI<l, O0<p2<#

P e 3lkme

s padoie noKa3aHO, vto Lp (D) aBjiHeica npocxpaHCTBOM $pemeTa. Onpe,nejieHU
b hdom Mo”~yaH ta m 00" odaa”aoox KJiaccsmeckhmh cBoacTBaun. & stom npocTpaH-
cTBe flOKa3an aHajior HepaaeHciBa EepHiiiTeJiHa - 3nruyH.ua.

APPPROXIMATION BY ENTIERE FUNCTIONS OF TWO VARIABLES IN THE
Lp (D) SPACES IF P = fP1.P2) AND O<pil<l, 0<p2=Sl

Summary

In this paper it is proved that Lp(D) 1is Frechet’s space. Moduli <
and wk defined in this space posses the classical properties.Also,there
is proved in Lp (D) an analogy of the Bernstein-Zygmund inequality.



