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GEOMETRYCZNIE NIELINIOWĄ

Streszczenie. Stosując opis pola odkształceń w konfiguracji pier
wotnej (zmienne Lagrange'a) i wychodząc z zasad termodynamiki,okre
ślono funkcję zwaną energię swobodną. Następnie zbudowano funkcjo
nał Reissnera, a z warunków koniecznych na jego ekstremum uzyskano 
komplet równań termosprężystości geometrycznie nieliniowej.

1. Wstęp

W pracy określono energię swobodną wychodząc z I i II zasady termodyna
miki, danych w postaci

du = dW + 30 ■, ÓQ = T ds;

gdzie oznaczono przez:

du - zmianę energii wewnętrznej, 
dW - sumę zmiany pracy odkształcenia, 
do - zmianę ilości ciepła,
T - temperaturę, 
ds - zmianę entropii.

Energią, swobodną f określono jako różnicę f = u - sT. Następnie zbu
dowano funkcjonał Reissnera w postaci analogicznej jak dla ośrodka bez 
wpływów termicznych, por. [4], [5], określając go poprzez tensor odkształ
cenia Greena e^ . oraz tensor naprężenia Kirchhoffa-Trefftza (kon
figuracja początkowa).

Zakładamy, że wszystkie wielkości stosowane w niniejszej pracy określo
ne będą w prostokątnym układzie współrzędnych kartezjańskich, oznaczonych 
jak i wskaźniki literowe małymi literami, por. [l].

2. Energia odkształcenia ośrodka termosprężystego

Energię odkształcenia ośrodka termosprężystego wyznaczymy w sposób ana
logiczny jak dla teorii liniowej, por.[3] lub teorii fizykalnie nielinio-
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we j , por. [2]; rozwijając funkcję f e^.T'; w szereg Taylora w otoczenia 
punktu (e ^. T) = (0,T), mamy

'Bf (O ,T) ®f(0,T)
f(.i r T) = f(O.T) , Bij T _ ^ r (T-Tl

®2 f(0,T) ® f (O.T)

® e i j®ekl #iJ*kł + “ 'S e ij®Y
(T - T)e

ij

« ‘ f O . T  2
 2 —  (J - V
ÓT2

(2.1 )

Wprowadzamy pojęcie stanu naturalnego, dla którego, dla eii = 0 ,  T = T, 
mamy

f(0,T) =
Sf (0,T)

®°ij
(2.2 )

Wprowadzamy w (2.1) następujące tensory

0 f(O.T)______O
:i jkl = '̂ e i j®eki

V  f (O.T) 0 f ( O . T )O 5-----------*

®T

Równanie określające energię swobodną przyjmuje postać

f(eij'T) = I  cijkleijekl ’ i\jreij + I  mt;2' i2'3)

gdzie:

f = T -  T.O

Zwracamy uwagę na formalne podobieństwo równania (2.3) z równaniem teo
rii liniowej, jednak w naszym przypadku e jest tensorem odkształceń
skończonych (2e - u. + u . + u. .u. ), a nie tensorem odkształceń

l j  *• » J  J  » 1  K , i  K ,  J
infinitesymalnych (26 . = u. + u , ).

1 3 1 > 3 3 ' Ł
3fKorzystając ze związku 8ij 00i uzyskamy

s = c . ., ,e , - ft, ij ijkl kl I ij
(2.4)



□la materiału izotropowego i jednorodnego zwięzek ma postać

(2.5)

gdzie ¿1 , A r.ę stałymi Lamego, a stałe %  = a Koj. c{ - współczynnik roz
szerzalności liniowej.

Ostatecznie energia owocodno przyjmuje pcst3Ć

gdzie :

3. Funkcjonał Reissnera

Dla tormosprzężystości niesprzężonej funkcjonał Reissnera zbudujemy w 
postaci analogicznej jak dla ośrodka bez wpływów termicznych, poz. [4][5]

Ov

W równaniu (3.1) oznaczono przez:

X ± - siły masowe; XA - siły powierzchniowe; v - obszar zajmowany przez 
ośrodek w stanie naturalnym, a przez SO, 0v O v  * i v  = $, 0 0  u ©v = ® v )  
te podzbiory brzegowe obszaru v, na których kolejno określone są napręże
nia i przemieszczenie; f (s. ,t) - określone jest wzorem (2.7).

c lj
Funkcjonał ten będzie stacjonarny tylko dla ośrodka spełniającego rów

nania równowagi, określone warunki brzegowe oraz równania konstytutywne, 
co wykażemy niżej.

Wychylamy ośrodek z położenia równowagi, zmieniajęc pole przemieszczeń 
o wektor tJu^ wówczas

(3.1)
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£ ]„ = f s, , a-— —  ©u. , - X.'8u,ldx - f x Su 
u R J kl © u  x,J i i  i i

V  1 , J  J  © O

- / s i 3" j < V x*

dx -

©v

Całkujęc przez części otrzymamy

V r = J K x k . A A  A k * V uk]dx -
v

" /  sijnjxK , A k 5ukdx - /  V % dx -

- J siin / uidx = °*
© v

Ponieważ wariacje sę dowolne, otrzymamy

A j XK , A k \ j  + xk ■ °' xi € V '

njsijxK, A k  - V  V  i 0 *

tj. równania równowagi i warunki brzegowe w naprężeniach. Zmieniajęc na-
, uzyskamy

* • * *  - / K / aij - (20iei j + ■
Ł J V

3^ A A si j ] dx - / ,5sijnj (ui ■ ai )dx = °*

prężenia o wartość <5®^» uzyskamy

©v

Z warunku, że wariacje <5®^ ®9 dowolne uzyskujemy

eij = 2oęsij + K j * k k  ' 3 *i? A j '  XJ * V '

ui = V  V

tj. równania konstytutywne oraz warunki brzegowe w przemieszczeniach.
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Korzystając z zależności s..e - f (s ,Z) = f(e. ,T) oraz okresie-
i j l j  c i j  i j

nia tensora Greena otrzymamy funkcjonał Reissnera w przemieszczeniach

= J p ^ i j  + uj.i + uk.iuk.j)fui.j + uj.i/ | ^ ud
V

+ ui.tui.j) + i (2uk,k + uk.iuk,l)2 - I  K? i(2uk,k( +

+ Uk,luk,l) - V i ] dx - / * i uids - / ariJnJ fuJ“ai )dx*
^  7)v

Za pomocą funkcjonału Reissnera można otrzymać równania problemu w prze
mieszczeniach , co w przypadku płyty pokazano w pracy [ó].
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IIpHMeHHH oiiH carae  iMoniaj;n b nepsjiRHOft ,Ąe$opMannH KOH-JurypaitHH (nepeMeHHaa 
HaHrpaHxa) u hcxo^ h h3 ixpjtHitnrioB TepMo^HKaMHKK óbuia on pe^ejien a $yHKUHa Ha- 
3BaHHaua CBoCo^Hoa SHepraeM . SaTeM Óhji nocipoeH  tpyHKitaonaji P a ac H e p a ,a  na y c -  
jiOBHfi, HeoSxoflHMhtx flJiH e ro  sxcTpeMyM, nojiy^ieHO K aóop ypaBHeHHS TepMx>iecKO0 
ynpyrocTH reoMeTpmiecKH HejiHHeftHoii.
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GENERALI ZATI UN CF EEISSNER'3 RULE ON GÉCMETRIGALI NON LINEAR 
THERMAL ELASTICITY

' \ *
S u m m a r y

Using the description of deformation area in the primary configuration 
(Lagrange variables) and basing on the thermodynamic principles, function 
called thermodynamic potential has oeen defined. Moreover, Reissner func
tional has been formed and rset of equations of geometrically nonlinear 
thermoelnsticity has been achieved.


