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Andrzej WAWRZYNEK

UOGOLNIENIE ZASADY REISSNERA. NA TERMOSPR|ZYST0SO
GEOMETRYCZNIE NIELINIOWA

Streszczenie. Stosujac opis pola odksztatcen w konfiguracji pier-
wotnej (zmienne Lagrange®a) i wychodzgc z zasad termodynamiki ,okre-
Slono funkcje zwang energie swobodng. Nastepnie zbudowano funkcjo-
nat Reissnera, a z warunkéw koniecznych na jego ekstremum uzyskano
komplet réwnan termosprezystosci geometrycznie nieliniowej.

1. Wstep

W pracy okreslono energie swobodng wychodzac z 1 i Il zasady termodyna-
miki, danych w postaci

du = dW + 30w 0Q = T ds;

gdzie oznaczono przez:

du - zmiane energii wewnetrznej,

dW - sume zmiany pracy odksztatcenia,
do - zmiane ilosSci ciepta,

T - temperature,

ds - zmiane entropii.

Energia, swobodna f okreslono jako réznice f = u - sT. Nastepnie zbu-
dowano funkcjonat Reissnera w postaci analogicznej jak dla osSrodka bez
wptywoéw termicznych, por. [4], [5]1, okreslajac go poprzez tensor odksztat-
cenia Greena e . oraz tensor naprezenia Kirchhoffa-Trefftza (kon-
figuracja poczatkowa).

Zaktadamy, ze wszystkie wielkosSci stosowane w niniejszej pracy okreslo-
ne bedg w prostokatnym uktadzie wspéirzednych kartezjanskich, oznaczonych
jak i wskazniki literowe matymi literami, por. [I].

2. Energia odksztatcenia osSrodka termosprezystego

Energie odksztatcenia osrodka termosprezystego wyznaczymy w sposéb ana-
logiczny jak dla teorii liniowej, por.[3] lub teorii fizykalnie nielinio-
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wej, por. [2]1; rozwijajac funkcje Ff e~.T"; w szereg Taylora w otoczenia

punktu (e”~.T) = (0,T), mamy

BF (0,T) ®f(0,T)
f(.irT) = £(0.T) , Bij T _~r (T-TI
®2F(0,T) ® f(0.7)
T-Te _.
®eij@ekl #iJ*kk + “ SeijoY 1

« fo.T 2
. - @-v 2.1)
ot (
Wprowadzamy pojecie stanu naturalnego, dla ktérego, dla eii =0, =T,
mamy
Sf (0,T)
£(0,T) = 2.2)
®°ij
Wprowadzamy w (2.1) nastepujace tensory
0 f(O.fz v £(0.7) 0 (0.
Gijkl = “eijoeki ®T5 """""
Réwnanie okreslajgce energie swobodng przyjmuje postac
f(eij"T) =1 cijkleijekl ” 1i\jreij +1 mt;2" i2°3)
gdzie:
f=T- 1.

Zwracamy uwage na formalne podobienstwo réwnania (2.3) z réwnaniem teo-
rii liniowej, jednak w naszym przypadku e jest tensorem odksztatcen
skonczonych (2eI - u. + U ; + U .U ), a nie tensorem odksztakcen

j EEN Jo» K,i K,J
infinitesymalnych (26 .= u. + U ,).
13 1-3 3"t
Korzystajac ze zwiazku 8ij ggi uzyskamy
s 2.4

ij = Cijkrkr - Thj



Ola materiatu izotropowego i jednorodnego zwiezek ma postac
2.5)

gdzie 1 ,A re statymi Lamego, a state % = a Koj. c{ - wspétczynnik roz-
szerzalnosci liniowej.
Ostatecznie energia owocodno przyjmuje pcst3C

gdzie :

3. Funkcjonat Reissnera

Dla tormosprzezystosci niesprzezonej funkcjonat Reissnera zbudujemy w
postaci analogicznej jak dla osrodka bez wptywéw termicznych, poz. [4][5]

G.1)
Ov

W réwnaniu (3.1) oznaczono przez:

X+ - sity masowe; XA - sity powierzchniowe; v - obszar zajmowany przez
osrodek w stanie naturalnym, a przez SO, Ov Ov *iv =%, 00 uOv =0@v)
te podzbiory brzegowe obszaru v, na ktérych kolejno okreslone sa napreze-
nia i przemieszczenie; fc(s]_,t) - okreslone jest wzorem (2.7).

Funkcjonat ten bedzie stacjonarny tylko dla osrodka spedniajgcego row-
nania rownowagi, okreslone warunki brzegowe oraz réwnania konstytutywne,
co wykazemy nizej.

Wychylamy o$rodek z potozenia réwnowagi, zmieniajec pole przemieszczen
o wektor tJu” wowczas
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£u]R = st’kl' ai- - ©u'x,J’ - Xi 8Iu,ldx - inSuidX -
Vv 1,1 J ©0
-/ si3'j<V x*
Ov

Catkujec przez czesci otrzymamy

V. r =J K xk. AA A k*V uk]ldx -
\Y

"/ sijnjxK , Ak5ukdx - /7 V % dx -

- J siin/ uidx = °*
Ov
Poniewaz wariacje se dowolne, otrzymamy

AjXK,Ak\jJ + xk m°" xi€V"

njsijxk,A k -V \Y io*

tj. roéwnania roéwnowagi i warunki brzegowe w naprezeniach. Zmieniajec na-
prezenia o warto$é <50"», uzyskamy

* o x Kk _ i iad i -
°LJ (/ K / aij (20iei j +
3 A A sij]ldx -/ ,5sijnj(ui m ai)dx = °*
ov

Z warunku, ze wariacje <58~ ®9 dowolne uzyskujemy
eij = 2oesij + Kj*kk " 3*i?Aj " XJ*vr-

u=VvV V

tj. roéwnania konstytutywne oraz warunki brzegowe w przemieszczeniach.
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Korzystajac z zaleznosci Sijelj - fcgs_ ,2) = f(eLIj ,T) oraz okresie-
nia tensora Greena otrzymamy funkcjonat Reissnera w przemieszczeniach

=6 h AU+ ujlio o+ ukiuk.)Fuij + uj.i
\"2

+ ui.tui.j) + 1 (uk,k + uk.iuk,1)2 - 1 K?i(2uk,k(+

+

Uk,lTuk,1)-Vi]dx - /7 *iuids - / aiJnJful“ai )dx*
N 7)V

Za pomoca funkcjonatu Reissnera mozna otrzyma¢ roéwnania problemu w prze-
mieszczeniach , co w przypadku ptyty pokazano w pracy [6].
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OEOEIHEHHE nPHHINUffIA PAHCHEPA HA TEPMtfHECm) ynpyrOCTh
reOMETPHHECKH HEIJIHHEIiHY»

P e 3 10me

llIpHMeHHH oiiHcarae iMoniaj;n b nepsjiRHOft ,Ae$opMannH KOH-JurypaitHH (nepeMeHHaa
HaHrpaHxa) u hcxo”™h h3 ixpjtHitnrioB TepMo"HKaMHKK o6buia onpe”ejiena $yHKUHa Ha-
3BaHHaua CBoCo”Hoa SHepraeM. SaTeM Onji nocipoeH tpyHKitaonaji PaacHepa,a na yc-
jiOBHfi, HeoSxof[HMhtx fliH ero sxcTpeMyM, nojiy"ieHO Kaéop ypaBHeHHS TepMx>iecKOO
ynpyrocTH reoMeTpmiecKH HejiHHeftHoii.
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GENERALI ZATIUN CF EEISSNER"3 RULE ON GECMETRIGALI NON LINEAR
THERMAL ELASTICITY
- \ *

Summary

Using the description of deformation area in the primary configuration
(Lagrange variables) and basing on the thermodynamic principles, function
called thermodynamic potential has oeen defined. Moreover, Reissner func-
tional has been formed and rset of equations of geometrically nonlinear
thermoelnsticity has been achieved.



