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St reszczenie. w pracy podano funkcjonał będący całkowitą energię 
potencjalną w teorii powłok małowyniosłych, geometrycznie nielinio
wych, poddanych wpływom termicznym. Warunki brzegowe oraz równania 
równowagi uzyskano z wariacji funkcjonału. Wprowadzono pojęcie roz
wiązań uogólnionych problemu, a także wykazano ich istnienie i jod- 

i noznaczność.

1. ‘stęp

W niniejszej pracy skonstruowano funkcjonał energetyczny dla nielinio
wej teorii powłok małowyniosłych, o stałej grubości, jednorodnych, izotro
powych, z uwzględnieniem wpływów termicznych, (funkcjonały dla płyt i po
włok bez wpływów termicznych można znaleźć w pracach [3,4,5]}. Równania 
równowagi i warunki brzegowe teorii powłok małowyniosłych w polu termicz
nym, uzyskano z warunków koniecznych na minimum podstawowego funkcjonału. 
Zdefiniowano przestrzenie, w których określono rozwiązania uogólnione,por. 
[8,9,10,11,12] .

Udowodniono również istnienie oraz jednoznaczność rozwiązania uogólnio
nego dla powłok zamocowanej na brzegu przegubowo lub w sposób sztywny.Roz
patrzmy powłokę małowyniosłą, o stałej grubości h, której powierzchnia 
środkowa - w każdym punkcie - charakteryzuje się dodatnią krzywiznę Gaus
sa.

Do rozważań przyjmijmy, że powłoka przedstawiać będzie wycinek, które
go rzut na płaszczyznę X0Y będzie zbiorem i) o brzegu S.

Niech

r =  Sx < -  h/2 : h/ 2 >  , V = J)x <-h/2 : h/2> ,

2. Oznaczenia oraz założenia

(i) - <0 - zbiór spójny, domknięty,
(ii) - S - zbiór spójny, składający się ze skończonej ilości krzywych

gładkich.

Niech na powłokę działają siły powierzchniowe X, Y, Z oraz brzegowe X[J,

V
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* p
(lii) X, Y, Z 6L (fi),

(iv) Xfa, Yb € LP (S).

Przez , Ng, S oznaczymy siły wewnętrzne

(v) Nj. N2 . S e LP (ffl).

Załóżmy, że powłoka znajduje się w polu termicznym i niech Tz będzie
temperaturę dla z = -h/2, a Tw temperaturę dla z = h/2.

Przyjmijmy liniowy rozkład temperatury na elemencie do powierzchni środ-
T - T

kowej powłoki. Niech T = 1/2(T - T ) oraz T = w i— — .

(vi) T, T e LP (i>),

(vii) p >  1.

Oznaczmy przez (u,v,w) wektor przemieszczenia powierzchni środkowej 
powłoki, którego współrzędne w § 4, spełniaję warunki

(viii) ul = v I = w I = 0 ;
Is Is Is

ę)w

lub

b> !£|IS
Wzory na odkształcenia powierzchni środkowej powłoki małowyniosłej - w 

teorii nieliniowej geometrycznie, por. [5] , maję postać:

Łl = ux ♦ kj* + |  «2,

fi2 = vy + k2W + I  Wy ' (2-1)

2 = t  = u + v + wr . O = “ u + V + W w .6 12 ®1 y x x y

Przyjmujęc, że

*1 = Wxx'

#2 ‘ Wyy' (2'2)

* 1 2 x y
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otrzymamy wzory na odkształcenia warstwy odległej o z od powierzchni 
środkowej

£ .(z) = - z w = - z*1 XX 1

e2Z) = - Z Wyy ' - ZSV

= - 2 z w = - 2 z*  ...°1 xy 12

3. Potencjał termosprężysty

Wykonując odpowiednie obliczenia oraz przyjmując podstawienie

X = U , Y = -U , N. = -$ - U, N. = -4 + U, 3 = $ , (3.1)x y 1 yy 2 xx * xy

do wzoru określającego całkowitą energię potencjalną powłoki
f /

V = v[ui (xj )] - |  |óij£ljdx - 3KOtr f &6kkdx +
V V

- J  X±ui dx - J* d x , (3.2)

uzyskamy

V = i  0 J"[l (w ,w ) + 2(1 + n))o(TTAw]dp - 

+ ITeTT - 2 ^ + i) [°2 + B(łxx - »yy)] dp +

i) '

-CfT J  T(ixx + $ y y )dp - C(1 + <0 )(Ą J T2 dp, (3.3) 

i) ¿0

gdzie L jest operatorem, por. [5]

2
L(w,w) = (w2 + w2 ) - 2(1 - •iMw2 w2 - w2 ) (3.4)v ' xx yy xx yy xy

Obliczając wariację wyrażenia (1.3) otrzymamy

(jV = ^  [(N1cosof+ Ssinof - Xfa)du + (N2sinoę+ Scosof - Yb )iv]ds +
S
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Ssinoc- xtj ̂ §>c + i r̂2S:in<* + Scosof - ) g~J<5u da +t> ®v
+ 4> (r^cosoę

5

- J  [ ( J r  + f f  + x) iu + ( e r  f 1  ł Y')6v] dp +

♦ J [ D (vwł2-(^i ♦ §|) If ♦ (JJi - 1|) + N ^ k .  - ą  )

06

+ N2 (k2 - ae2 ) - 2 S3Cl2 - Z + 0(1 * -i V*T Afj <?w dp + .

t O | ( 1  - 1)) JŁ  cos2of * Z § J -  ainppcr ar . ^ 4  sir2<* ♦ 
' 3 y*‘0x

■<Aw + (1 + ^ r ] i t dx +

+ D j .  u  _ * )  A  jjj.U  - ♦ )  £  | f * *  - ^ | )  sin#cos<*-

S!s ♦ -&JS- + (1 + 4
By-5 0x 0y

9x by

H

'«I li ] *‘

S W  - “ "‘« ’I - I i ?  “ ■ «

ino; dw ds = O. (3.5)

Dopuszczając możliwe wariacje (Ju, (Jv, <Jw otrzymamy z dwóch pierwszych 
całek wzoru (3.5), warunki brzegowe na siły, a z trzeciej - warunku rów
nowagi. Całki pięta i szósta wyrażają warunki brzegowe na momenty. Całka 
czwarta daje równanie przemieszczeniowe problemu.

4. Rozwiązania uogólnione

2
Przez A oznaczmy zbiór funkcji w 6 C (¡J>) spełniających warunki brze

gowe zadane dla w. W A, por. [8]. wprowadzamy iloczyn skalarny w następu
jący sposób:

( w 1 , w 2 ) 1  =  d  ) ' t f < 1 ) ( 3 ^ 2 )  +  ^ 2 ) )  +  a e ^ 1 , ( ^ 2 ; + ‘ i ^ 2 ) ) + 2 ( i - i ) 8e ^ ) 3 e | 2 ) dp.

' (4.1)
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'i ' i ) '• i ’, % 9 , at̂ 2 dostajemy podstawiając do wzorów '2.2' w = wî , i = 1,2.

Domknięcie zbioru A w normie

|w|1 w; w)]
1
7

(4.2)

określa przestrzeń, którą oznaczac będziemy przez H, f A ’ . Niech 8 będzie 
zbiorem funkcji wektorowych w* = (u,v) takich, te: u,v u, v
spełniają warunki brzegowe zadane na S. .. 3 wprowadzany iloczyn skalar
ny

W2 j2 5 cj[«il)(Cl‘J' /
is

+ + 4>fî 2 ) ) + T11 ij2,]dp. 4.3'

6.' , ■}, “ obliczamy, ze wzorów :'2.l) podstawiając u = u^, v

w = U, i = 1,2. Domknięcie B w normie

= £ w * ;  w * 2] 4.4)

określa przestrzeń, który oznaczać będziemy przez H2 i)'.
Przez C oznaczmy zbiór funkcji wektorcyych w = u,v,w takich, że 
- (u,v 1 « H2 (ób) oraz » i H  (A).
W zbiorze C wprowadzamy kolejno iloczyn skalarny oraz normę

(«i: w"2 )3 = (w1 : w2 '1 + 'w*: w* )2 , (4.5)

(4, b )

Zbiór C z wprowadzoną normą //w// określa przes t rzeń, którą oznaczac
3

będziemy przez Hjfi). Łatwo zauważyć, że przestrzenie H ^ A) , H2 (A), (<i>)
są zupełne.

Oznaczając przez "a wektor "a = (fi, , X ), gdzie f> = <5u.^> = (Sv,% = iw, 
możemy zasadę wirtualnych przemieszczeń Lagrange'a wyrażoną wzorem (3.5) 
zapisać następująco:
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+ c j ^ w  + i  w^ + »?(k2* + i  Wy) - (1 + •V)o(r fjj>x + 

+ cj^k2w + i  w^ + -WkjW + i  w^) - (1 + •t)ofr T +

Definicja rozwiązania uogólnionego

Przez rozwiązanie uogólnione problemu brzegowego teorii powłok małowy-
nio8łych, w wektorowym polu sił i skalarnym polu temperatur, rozumieć bę
dziemy funkcję wektorową w = (u,v,w) spełniającą tożsamościowo równanie
(4.7) dla dowolnego wektora 'a = (<p ,<i|>,X) € Hj (3i>). Rozpatrzmy prawą stronę
(4.7) przy ustalonym fi «* (u,v,w) 6 H3 (<6) jako funkcjonał F—  [a] wektora 
a = Op,^.X) € H3 (A). F_ [a] : H3 (35) —  R.

Łatwo wykazać słuszność następujących lematów.

L e m a t  1

Funkcjonał F—  jest liniowy oraz ciągły ze względu na a" € H3 (i)). 

L e m a t  2

Przestrzeń H3 (óQ) jest liniowa. Dalej wykorzystamy twierdzenie Riesza, 

pozr. [lpj .
Tw. Reisza
Dla funkcjonału 1 liniowego, ograniczonego zadanego na liniowej zupełnej 
przestrzeni H, istnieje jednoznaczny element fe H, taki że dla wszyst

kich w e H zachodzi

gdzie (f.w)H oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni H.
W naszym przypadku są spełnione wszystkie założenia powyższego twier

dzenia, stąd istnisje element f £ H 3 (4ł) taki, że ze względu na (4.8) za

chodzi

l(w) = (f,w)H , (4.8)

Fjj [a] = (f, a")3 , V  a « H3 (<0), (4.9)

wynika stęd, że
(w, a)3 = (f, a)3 , V a  e H3 (,0) (4.10)

i że element f jest wyznaczony jednoznacznie.



Potencjał termosprzężysty. 107

Przyjmując 'w = f w Hj(<i>) uzyskujemy istnienie i Jednoznaczność roz
wiązania uogólnionego w rozpatrywanym tutaj przypadku.
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TEPMoynpyrałi iiotehiihaji h cyihectb o b a h h e oboeihehhłk
PEIHEHHM TEPMOMEXAHHKH nOJIOrHK 0B0JI04EK 

P e 3 » m  e

B CTaibe noKa3aH (JiyHKUHOHaji, npeAciaBjHBUHfi TepMoynpyrfi SHepreTH^ecKzfi 
noieHitHaji ajih noJiorax oóojioneic, k o t opnę h o x o ,h h t l c h  b TepMHHecKHX nojiax b 
TeopHH reoMeTpHHecKH nejiHHefiHofi.

KpaeBhie ycjioBHH h ypaBHeHHH poBHaBeca nojiyneHo Ha A opore Bapnaiinn $yHK- 

HHOHaaa.
BBe^eHo noHHTe o6o(5meHHbix pemeHHfi npoÓJieM a, noKa3aHO hx cymeoTBOBaHHe h 

0AHH03HaHH0CTB.
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THE THE Ri IPS LASTIC POTENTIAL AND THE EXISTANCE 
THEOREM OF THE GENERALIZED SOLUTIONS OF THE
THERMOMECHANIC Or THE SHALOW SHELLS

S u m m a r y

This paper presents the functional which is the thermoelaatic potential 
for the shalow shell in the thermical fields in the geometric nonlinear 
theory. The boundary couditiona and the balance equations are obtainei by 
the variation of the functional. It is introduced the idea of the genera
lized solutions of this problem and it is shawed the existance and the uni

queness of such solutions.
\
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