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RÓWNANIA RÓŻNICZKOWEGO NIELINIOWEGO

St reszczenie. W niniejszej pracy podaje się błąd aproksy.nacj i me
todę elementu skończonego, rozwiązania problemu Drzegowego róy/ńania 
nieliniowego opisującego ugięcie płyt fizykalnie nieliniowych. Błąd 
rozwiązania podany jest w przypadku gdy problem ma rozwiązanie kla
syczne odpowiedniej regularności.

W pracy podaje się błąd aproksymacji metodą elementów skończonych,roz

wiązania problemu brzegowego dla płyt fizykalnie nieliniowych.

Podstawy zagadnień dla ośrodków fizykalnie nieliniowych znajdują się w 

monografii [2].
W pracy [3] sf ormułowano metodę elementów skończonych dla ośrodków nie

liniowych i wykazano istnienie rozwiązania przybliżonego, problem rew-o- 

ważności wariacyjnego i operatorowego ujęcia teorii płyt fizycznie nieli

niowych rozważa się w pracach [l, 4, 6, b] .

W niniejszej pracy podaje się błąd aproksymacji przybliżonego .'■■■.■■zwią

zania. Badania niniejsze stanowią kontynuację problemów, kt re w zakre

sie liniowym były rozpatrywane w [9].

i. Sformułowanie problemu

Rozpatrzmy w obszarze prostokątnym il następujące równanie r .-niczkawe, 

opisujące ugięcie płyt fizycznie nieliniowych [1]

Wstęp
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z warunkami brzegowymi

3 w
( x ,  y )  e S i l (1.2 )

W  powyższym °2 • ^  9? stałymi, n Jest normalnę do brzegu 3il ob-

^ 2 -i2
azaru il , A = ^— 5 + 5-, a i i e określone sę zależnościami:

Z x ®y

2  4 2 -■) fa2w\ 2 - 4  f'b'*\ „ 1 - 2s> &

1 = *  W 7  + 1 W )  1 - * 8x‘ 8y

( 1 . 3 )
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Funkcje ip(62 ), f(e2 ) określajęce nieliniowość równania (1.1). otrzymy

wane na podstawie Sadań doświadczalnych, apełniaję następujące warunki:

1 .  <p. f e C2 (il)

2 - h  [ f ^ 2 ^ ]  ■ + 2 <p'cc,2 )fi2 >  3tx > 0

iL. ( e 2 ) e j  = f ( e 2 ) +  2 f ' ( e 2 ) e 2  5 : 3t2  > 0

3 .  i p ( 0 )  =  1  f ( 0 )  =  1

2 2
4 .  K r z y w e  tp(e ) g  o r a z  f ( e  ) e  e ę  w k l ę s ł e .

R o z w i ę z a n i e  p r o b l e m u  ( 1 . 1 ) ,  ( 1 . 2 )  m i n i m a l i z u j e  f u n k c j o n a ł

( 1 . 4 )

# ( w )  =  J dii

[- 2  7 ^ ( w , w )  ,

V  J  g i ( ? ) d ? -  j p w d i l . ( 1 . 5 )

il i = l  0 il

gdzie

9 l (? } = I  D i 1' (1.6)

g 2 (? ) -  §  d 2  f ( ? )

2
r / w ,  h) ■ |  ( | ' v y - ) 6 ( w ) 6 ( h )
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^ /... u\ 4 ^[2 - n? 02w 82h . 2 - <tf 32w a2 h
H )  =  ^  B ( w ’ h )  "  9 [ —  ^ 2  £ 2  *  —  ¡ 7  ^ 2

1  - 2-f 02w 02 h 1 - 2>l ń  , 0 2w i^h 1

' ¡ 7  ̂ 7  " i7  ® 7  + 6 555y

w przestrzeni W^(fl) (por. [5, 4]).
W  powyższym przez W^fA) oznaczamy przestrzeń Sobolewa, zdefiniowany 

następuJyco W :

u e w£(il) <£> u « L_(ft), Dp u € L,(a) V p Ip I ^  k“2 “ 2

2 J s  , z
M k, , = V ||°  u|| .

Wg (11) “  Lg(ll)

gdzie

glpl

°p= — ¡r— p r - p ; —  p = (p1 .p2 i....pn ). i p i- Pl * p 2+...*Pn 
® x  ,3y 0z

oznacza pochodny uogólniony.
Q L |f
Wg(ll) Jest domknięciem zbioru funkcji należęcych do C (ft) w normie 

przestrzeni Wg(fl).

2. Metoda elementy skończonego

Minimum funkcjonału (1.9) może być otrzymane metodę elementu ekończo- 

nego. Niech <5“ił , brzeg obezaru U będzie wlelokytem. Podzielmy obszar li 

na skończony ilość dowolnych trójkytów |t,1N w  taki sposób, aby otwar-
l kJ k = l

te trójkyty były rozłęczne, suma ich domknięć była równa A  , a dwa sysied- 

nie trójkyty miały albo wspólny bok albo wierzchołek. Z każdym takim po

działem zwiyżemy dwa parametry •d'1 i d; niech będzie najmniejszym ky-

tem a d największym bokiem wszyetkich trójkytów danej triangulacji. 

Przyjmijmy, że kyt V  spełnia warunek

■s^fra > o  (2.i)

Rozpatrzmy dowolny trójkyt Tk z wierzchołkami pk l - P|<2’ Pk3* Przez 

9kl* ®k2* ®k3 oznaczmY * rodki boków tego trójkyta a przez n ^ ,  nk2 , nkJ 
normalne zewnętrzne tych boków.
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Niech q(x,y) będzie wielomianem stopnia piątego

q(x,y) = qp1 + Of 2 x + ...+ * 20 xy5 + * 2 ly5 (2.2)

Dla zdeterminowania tego wielomianu potrzeba 21 warunków.Wybierzemy je 
w następujący sposób; w każdym punkcie wierzchołkowym trójkąta T k okre

ślimy wartość i wszystkie pochodne do drugiego rzędu włącznie, funkcji 

q(x,y), czyli

a w punktach środkowych boków pochodne normalne

Wartości te jednoznacznie określają wielomian stopnia piątego. Zdefi

niujemy na SI zbiór funkcji, które na poszczególnych prostokątach T k da

nej triangulacji są równe wielomianowi określonemu przez (2.2 ), (2.3), (2.4), 

a w punktach brzegowych spełniają warunki brzegowe (1.2). Zbiór tych funk

cji jest skończenie wymiarową podprzestrzenią przestrzeni W^(il), którą 

oznaczymy przez H^fll).

Rozwiązanie przybliżona ud (x,y) definiujemy jako funkcję minimalizu

jącą funkcjonał (1.5) w klasie H^.

Minimum funkcjonału (1.5) w H^dl) istnieje (por. [3]).

3. Błąd aproksymacji

Oszacujemy błąd aproksymacji, w przypadku gdy problem (l.l)-(1.2) ma 

rozwiązanie klasyczne odpowiedniej regularności.

T w i e r d z e n i e

Deśli rozwiązaniu problemu (l.l)-(1.2) ma ograniczone pochodne szóste

go rzędu w 11

D ^ f P k j )  “ ^ k j  <X= fol,(*2^ 1*1= 9 X + °f2 ^ 2 .  j ■ 1,2,3 (2.3)

|D^u| « M g  Of = (*a , OP2 ) Idrl-Ofj +0f2 = 6 (3.1)

to

(3.2)

gdzie stała c nie zależy od triangulacji obszaru SI .
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O o w ó d

Oznaczając k = ud - u oraz (• , •) iloczyn skalarny w L. 

różnicę wartości funkcjonału (1.6) w punktach ud i u

$ ( u d ) - $ ( u )  = F(ud ) - F(u) - (p,ud ) + fp,u)

J  Fu+ks k ds - ^ k)

Z. (u+ks+th,u+ks+th)

d
dt

| ds f d û  i N  J g t (ip) d^l / - (p.k)

O Û  U t ï  0 /t=0

W
O IŁ

2

i~l

Z !  gi h (u + k s , u + k s î j ^ f u  + k s , k) d û

Oznaczmy przez G gradient funkcjonału F. 

Gradient ten wynosi

(G(u), k) = 2 S i l  L K C u . u , ]  ̂  ( u , k ) | 

1 = 1 * 1  )

d û

Ponieważ u jest rozwiązaniem problemu (l.l)-(1.2), więc

(p, k) = (G(u), k) 

Uwzględniając (3.3) i (3.4) w (3.2) otrzymamy

1

i  
0

•(ud ) - i(u) = j (G(u+ks ), k )ds - (G(u),k)

Ponieważ istnieje pochodna Gâteux operatora G w W 2 (por.

j"[(G(u + ks), k) - (G(u), k )J ds =

0

1 1

J  r - j  (G^ t k s k 8 ' ks)dt "

(û), obliczmy

(p.k )

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5) 

[5] ) Więc
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1 . 1 2  

2 J  J dftj" Z  9i + k 8 t ' U + k8t )]ii^k 8 'k 8 '
O ii O i=l

2gi [^i ^“ + tk8' u + tk8 ]̂ [ V u + tk8, k 8 ]̂ dt (3.6)

Z nierówności Schwarza dla form i , przy uwzględnieniu oznaczeń (1.7) 

i werunków (1.4) wynika

*(ud ) - #(u) >  2 j  J  dtj Z  9i [ V u + t k 8 ' u + tk8)] +
O O il i=ll

+ 2g'1 [V1 (u + tka, u + t k a i j ^  (u + tka, u + tks) ^ ( k s . k s )

1 1 2

J" d t  j  Z  | \ T i ( k 8 > k ® ) d f t <

da

(3.7)

gdzie

i>i “ 9Di * i

ffe = 7  °2 *2 

)*•
krotnie z nierówności Frledrichsa uzyskamy:

$ (ud ) - $ (u)3*

Przyjmując p  = min ^  j  if f  ■ 3 f>2 f f ) f ]  1 P r z y s t a j ą c  w (3.7) dwu-

o o a $0 * V » , -

Z drugiaj strony

>  c2 //k//2, = c2 //ud - u//2,
wf YĆ

| ( u j  - #(u) » min « (w) - #(u)*£
°  ̂U

(3.8)

(3.9)
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gdzie ud jest taką funkcję z H d< że wartości pochodnych 

^  oę = (o^, Of2 ) |op| = Of^ + of2 < 2  

w wierzchołkach trójkętów i wartości pochodnych normalnych ® ud w pUn|<tach

środkowych boków sę takie same jak rozwięzania u. Oznaczajęc ud - u = k 

i uwzględniajęc w  (3.9) warunki (3.5), (3.6) i (1.4) otrzymamy

i( u d ) - $ (u) =

2

i  s ^  1 d t  J ' 2  J9 i  [ Ti ^ u + k t 8 ' u + t k s ) ]  ^ ( k s . k s )
i o o n i=iL

i  J ^ f u  + t k s , u + t k s ) j  jVt (u

1 2 
J j-2 . j d t  J \  ^ ( k s ,  k s ) d i i

+ 2 g ±

1 1 • m
0 O il i = l

+ tsk, skT dii ^

IW)~'2 . „2f*\ 2*(5$ *2( ¿ £ - ) 2 l\8x0yy J da (3.10)

Ponieważ ud Jest wielomianem stopnia 5 , a funkcja u ma, zgodnie 

z założeniami, ograniczone pochodne rzędu szóstego, więc

D6 k| D 6 u  | =s  m . (3.11)

a na podstawie wyboru funkcji ud

, ® k(Qk 1 }
°  k i P k J ) "  °

(*» («Pj. <*2 ) j - 1,2,3 

|op| = + « 2  «  2 ,

(3.12)

2 warunków (3.11), (3.12) i twierdzenia [3] z pracy [9] wynika

f (Dą  k)2 dii < ----------- M? d8 # . ( < *  , of ) |of| = 2, (3.13)
A sin 'i' 5 1 2

gdzie c jest stałą niezależną od h i od triangulacji obszaru il .2 ostat

niej nierówności oraz z (3.8), (3.9) i (3.10) wynika

//ud - u II 2 M d 4
11 a " vr2 6 sin2 nr

co jest tezą naszego twierdzenia.
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0C1HBKA AimPOKCHMAmffl METOflOM 3JIEMEHT0B 3AK0ffiEHHUX

SH®<5EPEHL(KAJI0B HEJIHHEjJHOrO yPABHEHHfl

P e  3 k  m e

B H a o To sn je ti  paBoie npeACTaBJiena onradKa annpoKCHMaitnn MeroflOM KOHe>iHoro 
3 a e M e H T a  pemeHHs KpaeBoro Bonpoca HejiHHeSHoro ypaBHeHM,onHctiBaiMnero nporn6 

IUIHT $ H 3H'!eCKH HejIHHeilHHX .
OrnHfiKa pemeHna AaHa w  cjiyaaa, Kor.ua Bonpoc HMeei pemeHae Kjiaccn*iecKH 

cooTBeTCiByiomeil peryjiapHOCTH.

THE ERROR OF APPROXIMATION USING THE NON-LINEAR DIFFERENTIAL 

EQUATION FINITE ELEMENTS METHOD

S u m m a r y

The paper presents the approximation error using the finite element me

thod in solving a boundary problem of a nonlinear equation describing the 

deflection of physically non-linear plates.

The solution error is given in the case of the problem having the clas

sical solution of the corresponding regularity.


