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Bolesław MOKRSKI

NAJSZYBSZE NAGRZEWANIE POWŁOKI WALCOWEO

St roszczenie. W niniejszej pracy rozważano zagadniehie najszyb
szego nagrzewania powłoki walcowej przy ograniczeniach na pole na
prężeń. Aproksymujęc funkcję naprężeń dopuszczalnych liniowę funk
cję temperatury - uzyskano rozwięzanie w postaci analitycznej.

♦

i. W8 tęp

%
Przeględ publikacji dotyczęcych poruszanych tutaj zagadnień przedsta

wiony Jest w pracy [l] , [2j , [3j . Rozpatrzymy proces najszybszego nagrze

wania powłoki walcowej znajdujęcej się w osiowo-symetrycznym polu tempera

tur; pole temperatur będzie więc funkcję promienia i czasu. Zadanie bę
dzie rozpatrywane w zmiennych bezwymiarowych

gdzie:

R^ - promień zewnętrzny powłoki,

- promień wewnętrzny powłoki, 

t - czas nagrzewania.

2. Sformułowanie zadania

Niech powłoka walcowa, zamknięta, będzie nagrzewana od strony wewnętrz
nej - przez czynnik o temperaturze u ^ t ) ,  i zewnętrznej - przez czynnik o 
temperaturze Ug(t); należy określić temperatury czynników nagrzewaJęcych 
powłokę tak, aby nie przekroczyć dopuszczalnych naprężeń. Funkcję naprę
żeń dopuszczalnych <S(T) aproksymować będziemy liniowę funkcję tempera-
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Przystępując do formalnego określenia zadania przyjmujemy, że dane są: 

a) równanie przewodnictwa ciepła

i,2

'dr

gdzie

+ i . 8 7 (r,t)«rxr (2.1 )

r- 

7 ■■

r : k <  r <  1 

t

b) warunek początkowy

: O <  t <~>j

T ^r>t )| t «=0 = To (r5' r e F =jr : k <  r <  lj . (2.1 ')

c) naprężenia na powierzchni zewnętrznej i wewnętrznej powłoki, jako li
niowe funkcje temperatury

1
— - — 5 I rT(r ,t )dr - T(k,t) = a1 - c T(k,t), t «7 
1 “ k k

(2.1")
1

 f rT(r,t)dr - T(l,t) - a - c2T(l,t), t e ?

1 “ k k

d) równania wymiany ciepła między powłokę, a czynnikami nagrzewajęcymi

3T(r,_t| I = o, (u (t) - T(k,t)), t e ?
®r 11— k 1 1

(2.1 )
3T(r.t)

r = is2 (u2(t) T T(i.t)), t » r
r=l

W równaniach (2.1 )-(2.l"’) oznaczono przez:

U - temperatury czynników nagrzewaJęcych powłokę (i = 1,2),

- współczynniki wymiany ciepła między powłokę, a czynnikami nagrze- 

wajęcymi (i = 1 ,2 ).

Po rozwięzaniu problemu (2.1)-(2.1M ) wyznaczamy z (2.1 ) poszukiwane 

pola temperatur U ^ t )  i U2 (t).

3. Rozwiązanie zadania (2.1)-(2.1” )

Rozwiązania zadania (2.1)-(2.l") poszukiwać będziemy w postaci

T(r,t) = T 1 (r) + T2 (r,t) (3.1)

i
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Podstawiając (3.1) do (2,l)-(2.l") otrzymany dwa układy równań różnlcz- 
kowo-całkowych, które winny być spełnione przez pola T^fr) i T2 (r,t); i 
tak 'Tjfr) spełnia układy

d2T,(r) . dT,(r)
JT- * 7 • -ar- ■ °> r * r

1
■— 2- g J rT1 (r)dr - ( l - C ^ T ^ k )  = . (3.2)
1 " k k

- S - S j  rT l (r)dr - ( l - C ^ T ^ l )  - a2 ;

natomiast Tp (r,t) spełnia układy

02 T p ( r , t )  3 T p ( r , t  ) 8 T p ( r , t )

\ r5 - 7  T r --------- V —  l ' - * U r * T

✓
T . ( r , t ) I = T ( r )  -  T ( r ) ,  r e f

rT2 (r,t)dr - -T2 (k,t)(l-CŁ ) = 0. t e rr r ? i

(3.3)

J.
rx2 (r.t)dr - T2 (1 . t ) U  - C2 )

Rozwiązaniem układu (3.2) będzie funkcja

T ^ r )  = BQlnr + B1 , (3.4)

gdzie:

3 2 (a2C1 - C2aŁ K l  - k2 )
O (2 lnk)(C2 - C 1C2 - k‘iC1 + k C2 ) - (C1 - Cg ) (1 - k )

a, - ap> + (I-C, )B^lnk
Bi - - — 2c, - c„ 1 0 ^3-4 )

t

Układ (3.3) rozwiązujemy metodę rozdzielenia zmiennych przyjmując

Tg(r.t) » f(r )g(t ); (3.5)



. Wstawiając '3.5'; do (3.3) otrzymamy

i O > 2  + i l L > l  dq(t)
• dr2 r dr -§t—  _r f .--------P7H  ■ -Ty  = ę 3.6 1

Ola równania 3.6) rozpatrujemy następujące przypadki
2

a) Niech - % * wtedy:
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d2 f'rl i df'r) ,2.. . . „■y + 7  - 3 7 —  + a f . r . = 0, r s T
dr"

<3.7)

¿§|il - - X2g(ę), tei

Występujące w (3.7'^ równanie Jest równaniem Bessela, którego całka na po
stać

f r * di V * p) + D2Yo'*r)> (3*8)

gdzie 0Q , Yq przedstawiają kolejno funkcje Bessela I 1 II rodzaju.

Z warunków brzegowych (3.3)j ^ otrzymamy:

o2 = °i . a :% . :3.9 )

gdzie:

A(%) = ;i -c2)vj*r- Ti"-e;‘v "»k) (3-10)C. O 1 0

i l - C 1 )3o (»k) - (1 - C2 )3o '9,'

W równaniach powyższych & ( JV>0 ) są pierwiastkami równania.
I

-------- 5-----—  JVUo fXk ) + kU j ^ k '  - U 1 :%) = O. (3.11)

w którym

Uo !*r > = 3o (*r) + A;*)Yo (»r). . ,

Z (3.5)

U1 (»r) = 01 (»r) + A(»)Y1 (fcr).

-l2rT2 (r,t) = D1Uo (^r)e A l. (3.12)
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Równanie (3.11) posiada nieskończone ilość pierwiastków, por. [2]
2

b) Niech , wtedy otrzymamy:

(3.13)

gdzie:

UQ (*r) = I0 ^ r ) + A(fc)KQ (*r)

(3.14)
( l - C ł )lo (»k) - (1 - C 1 )Iq (5V)

A(X) 3 (1 t2 Jko! %r~m ci -

natomiast % ( X > 0 ) są pierwiastkami równania

(1- k2Xl - c1 )
A.U (Xk) + kU. (*k) - U. (% ) o 1 1

0 (3.15)2

Równanie (3.15) w odróżnieniu od (3.11) ma skończone liczbę pierwiast
ków, w tym przypadku liczba pierwiastków zależy od stałych Cj i (w szcze
gólnych przypadkach może być ona równa zeru).

Przyjmijmy, że liczba pierwiastków równania (4.15) wynosi N.
Z a, b otrzymaliśmy przeliczalny zbiór rozwiezań równania (3.3).W ce

lu spełnienia warunków poczetkowych (3.3)_ utworzymy szereg

gdzie A n (n = 1 .2 ,...) można znaleźć rozwięzujec nieekończony układ rów
nań algebraicznych

(3.16)

1

n=l k

1
(T0(r) - T1 (r)) . rUo (fcmr)dr, m = 1,2,

k

(3.17)
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Reasumując rozważania przeprowadzone w punkcie 3 niniejszej pracy 
stwierdzamy, że pole temperatur w powłoce określone będzie następującym 
równaniem

N ' ^21
T(r,t) = 8Qlnr + B1 + V  A nUo (5tnr)e n + 

n=l

“  -X2t
+ ^  A nUQ {5lnr)e n (3.18)

n=N+l

Równość (3.18) wynika z (3.1) po uwzględnieniu w tym ostatnim zależno
ści (3.4), (4.16). Współczynniki A wyznaczamy z układu równań (3.17) 
a stałe B q i B1 z równań (3,4* ). Biorąc kilka początkowych wyrazów sze
regu (3.18) możemy określić przybliżony rozkład temperatury i wyznaczyć 
temperatury ośrodków nagrzewających powłokę

Ul (r) = ‘̂ TT + Bolnk + B1 + X  A n (Uo (Xnk) + W ) .
n=l

2  CX3 2 -

e*nt + A n (Uo ftnk ) “ 1T ui ^ n k )) «*
n=N+l 1

(3.19)

V * >  ■ £  * B1 * Z  W ‘ »> * te *
n= 1

I  w v . >  - S  "P*2n=N+l
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HAHCKOPüMH iÎArPEB UHJIHHÀBWECKO/i 0B0jI0HK>!

' . , ' ’ ’ / i 1
P e 3 » m e ^

B H acToaqeft p a d c ie  paccM aTpuBaeTca. Bonpoe HaHCKopmero H arpeBa hhjihh,hph-  

qeoK oa oôojiohkh upa orpaHH'-ieHHHx Ha none HanpaKceHHii. AnpoKCHsmpoBaB gjyHK- 

Uhk) jOnycTHMhix TeMnepaTypHuii HanpHKeHHii aHHeüHofi $yHKiinio TeMnepaTypti -  nojiy- 

neHO penieHHe b aHajiHTHHecKofi $opMe.

THE FASTEST HEATING OF THE CYLINDRICAL SHELL 

S u m m a r y

This paper presents the problems of the fastest heating of the cylin
drical shell with the limits on the fiekl of strains. Approximating the 
function of the admissible strains with the linear function of the them- 
perature - it is obtained the analytic solution.


