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RÓWNANIE WARIACYONE NIELINI0WE3 FIZYCZNIE 
TEORII POWŁOK MAŁOWYNIOSŁYCH

Streszczenie. W pracy podano równania określające wielkości we
wnętrzne i przemieszczeniowe oraz równania wariacyjne nieliniowej 
fizycznie teorii (ośrodek Kauderera) powłok małowyniosłych, umożli
wiające rozwiązywanie zagadnień brzegowych tej teorii.

Problematyka dotycząca nieliniowej fizycznie teorii powłok stała się 
w ostatnim okresie treścią wielu publikacji. Niektóre problemy teorii po
włok oraz zagadnień fizycznie nieliniowych omówiono w pracach [l] , [la] .In
teresujące ujęcie tej problematyki przedstawione jest w [2], gdzie autor 
podał wariacyjne równanie typu mieszanego - określone poprzez ugięcie i 
funkcję naprężeń. Równanie to podane Jest dla ośrodka, którego związki po
między naprężeniami i odkształceniami mają postać liniową, ale Jego nie
jednorodność zależy nieliniowo od stanu odkształcenia.

W niniejszej pracy wykorzystano w pewnym stopniu podejście stosowane w
[2] na przypadek powłok małowyniosłych, ale których fizycznym modelem jest 
ośrodek Kauderera. Ponadto równanie wariacyjne sformułowano w odróżnieniu 
od [2] w przemieszczeniach.

1. Podstawowe związki; założenia

W pracy rozpatrzymy powłokę małowyniosłą (p. [5] , [6] ), której powierz
chnia środkowa w prostokątnym układzie współrzędnych, określona Jest rów
naniem

gdzie D oznacza prostokątny obszar będący rzutem ortogonalnym powierz
chni środkowej powłoki na płaszczyznę Z = O.

Przyjmujemy, że spełniona jest hipoteza Kirchhoffa, równoważna warun
kom

Wstęp

z = z(x,y), (x,y) e D, (1 . 1 )

(1 .2 )

/
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gdzie ó3 oznacza naprężenie na płaszczyźnie równoległej do powierzchni 
środkowej powłoki a , £23 oznaczaj? kąty odkształcenia postaciowego
odpowiadające naprężeniom stycznym ^23 działającym na płaszczyznach
prostopadłych do powierzchni środkowej wydzielonego elementu powłoki. Za
kładamy dalej, że można pominęć wpływ przemieszczeń u, v na parametry 
zmiany krzywizn oraz pierwsze pochodne przemieezczeń z czynnikiem _ 1 D

1 * 2
- jako wielkości małe w porównaniu z wyższymi pochodnymi.

Przyjmujemy ponadto, że ośrodek Jest fizycznie nieliniowy (ośrodek Kau- 
derera), dla którego równania konstytutywne mają postać

gdzis 6 oznaczono średnią wartość wydłużeń względnych a przez e - inten- '

mi określającymi kolejno moduł odkształcenia objętościowego i moduł od
kształcenia postaciowego; ® jest funkcją (liniową względem z) określa
jącą pole temperatur, ofT - współczynnik rozszerzalności liniowej. 

Uwzględniając warunek ó 3 = 0, otrzymujemy

Ó1 = 3Kij>i6)£ + 2G1t(e2 )(t1 - i) -

ó2 = 3Kij)(6)£ + 2G%(e2 )(fi2 - fi) - 3K8°fT,

ó3 = 3K^(6)e + 2G*(e2 )(63 - fi)

ó12 = GX(e2 )61 2 ,

(1.3)

gdzie

O
sywność odkształcenia. Funkcje ^(fi) i X( e ) nazywamy kolejno, funkcją 
wydłużenia względnego i funkcją odkształcenia postaciowego. K, G są stały-

ó3 = 3Ki/)(e)6 + 2G5t(e2 )(fi3 - 6 ) = 3KĆ + 2G(ć3 - £) = 0,. (1.5)

stąd

(1.6 )

W (1.5) przyjęto ponadto “¡¡»(fi) = %(e2 ) = 1, co wynika z założenia ó3 = Ck 

Podstawiając (1.6) do (1.4) i uwzględniając (1.2) uzyskujemy
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(1 - •»)

gdzie

2 1 -  + fî 2  _ + |  ć ^ ( (1<7,

2
występujące w (1.3) funkcje <i)) (fi.) i 3£(e ) przedstawia się najczęściej w 
postaci zbieżnych szeregów potęgowych

ij)(6) = 1 + a ^  + a2®2 +

%(e2 )= 1 + t>2e2 + b4e4 + ...
(1.8 )

Współczynniki szeregów (i.8) oraz stałe K, G ustala się na drodze do
świadczalnej. Pomiędzy odkształceniami fî , fî , fî 2 powierzchni środko

wej powłoki i odkształceniami powierzchni równoległej

(tj. powierzchni odległej od powierzchni środkowej o z, przy czym

- grubość powłoki) zachodzę następujęce zwięzki (por.fs],

[6] ).

£(z> - .1 1 V

fi'z) = fi2 + z#2 . (1.9)

4 Z) = g 12 + 2ZX12'

gdzie 3^, 3t2> 3t12 oznaczaję kolejno krzywizny i skręcenie powierzchni 

środkowej powłoki.

• 2. Określenie wielkości wewnętrznych

Stosujęc (1.3) dla dowolnego punktu powłoki odległego o z od jej po
wierzchni środkowej otrzymujemy

ó £ z) = 3Ki|>(fifz))€(z) + 2G%|(e(z))2] (£iZ) - fi(z)) - 3 K « t . (2.1)
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= 3KT|»(£iz))£(z) + 2Gx[(e(z))2] (t(2Z '> - E(Zh  ~ 3K0o^,

ó{Z) = G?i[(efz))2]e ^z). (2.1)

Podstawiając (1.9) do (2.1) i uwzględniając (1.7) otrzymujemy po prze
kształceniu

2
6 ^ Z) = [ s K ^ i j K Ć ^ )  + 2G(l-V1 )iK((e(z)) )J < 9 ^  + z(8f1+-ł2«2 )J

<^z) = [ s K ^ t t ^ )  + 2G(l-«J1 )5t((e(z)) ] |d2 + *)̂  + z(3t2+>D2 3(1 )] ,

6 ^ z) = G%[(e(z))2] (ć12 + 2z9f1 2 ), (2.2)

gdzie

(3Kl|ł- 2Gł:)'\?1 
^2 = 20 ( 1 - ^

Całkując kolejno ó ^ Z \  względem z w przedziale - <  z <  jj-

a następnie ó|Z  ̂ . z, ójjZ  ̂ • z. ó ^ z  ̂ * z otrzVmuJomy

T1 = V l  + A2fi2 + 8 A  + B2*2 ‘ T<*

T2 = V l  + V 2 + B2*l + 81*̂ 2 ” T<* (2'3)

T 12 " Cie!2 + C2*12

M1 = Bl fil + B2 e2 + D A  + °2«2 - V

M2 = B2 fl + Bl£2 + D2*l + 81^2 " V  (2'4)

M12 = 2 C2*12 + C39{1 2 ’
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gdzie

A1 = f [3K,5l* + 2(1 " ' V G *]d2'

A2 = V 1 ]' [3 K ^>- 2G«]dz,

B1 = /  [3K^i1)+ ^  )G*]zdz.

h
5

B2 = <I1 | [3K*j) - 2G%]zdz,
. h 

~ 2
h h h
2 Z 2

:1 - G i %dz, C2 = 2G j x zdz, Cj = 2G I 9£z2dz,
h J h J h

“ 2 " 2  “ 2
h h
2 ?

T = f 3K0opj.dz, Moę = f SKO^zdz,

n  ‘ ii
" 2  “ 2

h
2

D1 = J  2(1 - ‘ł1 )G5ijz2dz,

h
2

°2 = ^1 j [3K«lJ> - 2G%j z2dz.

Łatwo sprawdzić, że dla ty = X = 1 zachodzę równości

Eh  a _ a (O n _____ Ęh  „ ----- Eh 3cn O en o _ _
A1 ■ 1 _ ^¿' 2 ' 1 ’ 1 ' 2(1+*«)' 3 12(1 + *«)’
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Wielkości wewnętrzne przyjmuję wówczas postać znanę w liniowej teorii 
powłok, a mianowicie

Tl - - I t L j  {gl +<e2). t2 - - Ę L p  (£z ♦

t  Eh
1 2  "  2 T T T 3 T  1 2  *

Eh' (X1 + ■«,). M2 Eh'

12 (1-“V )
2 (»2

M.
Eh'

12 = l2(l+-ł) M 12

3. Równanie wariacyjne

Zgodnie z zasadę prac wirtualnych, wariacja całkowitej energii ów po
włoki odkształcanej w stanie równowagi jest równa zero.

ó w  = <$v -  <yu = o  ( 3 . 1 )

gdzie

<5V T2ÓĆ2 + T12ó ć 12 + M1ć'8ei + M2 ^  ♦ 2M12ó,3t12jdxdy, (3.2)

D

<yu = tsjj"jxu + Yv + Zwjdxdy +<J j j"xu + Yv + p(s)w - m(s) ■— -J ds (3.3)
D ©D

X,Y,Z sę współrzędnymi obciężenia powierzchniowego; X,Y; p(a), m(s) ozna- 
czaję kolejno aiły w kierunku osi x, y, obciężenia brzegowe w kierunku 
osi x, y, obciężenia brzegowe w kierunku osi z (siła uogólniona Kirch
hof fa) oraz moment zginajęcy.

Obciężenia te działaję na brzegu BD obszaru O; n jeet normalnę ze- 
wnętrznę do brzegu.

Podstawiając (2.3), (2.4) do (3.2) a następnie wykorzystując zależno
ści pomiędzy odkształceniami powierzchni środkowej powłoki a przemieszcze
niami u, v, w (por. [ó] ).
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r 0u 6v 8 w
12 0y W  *12 ' * Fx $y’

Otrzymujemy następującą postać wariacji cfv

<JV ■ J l j v [ l (ux + ♦ 1 7  v v ♦ l ę  v + ¥ ą  ♦ ♦

+ V [ Ux \  + %  UxW + 17 vyw + R ^  w 2 ] - 

" V [ WxxUx + \ y Vy + ^  W xxW + ^  WyyW ] "

- B„<5 [w u + W  V  + —  w  w  + 2 [ yy -......... i- W W/1 R, xx J

(3.4)

x XX y R1 yy „2

C.(5ri ( U 2 + V 2 ) + U V 1 - C 0 «$fu W  + V W  1 + C - t W W 2  ) + lv [2 y X y xj 2 [ y xy x xyj 3 ^  xy

D.óiliW2 + W2 )1 + D_d(W . . W  ) - T 6 1 U + V + (i-+i-)W| 
1 |_2 xx yy J 2 xx yy pp L x y R1 R2 J

+ M + Wop°L XX yyj . dxdy (3.5)

Podstawiając (3.5) i (3.3) do (3.1) dostajemy równanie wariacyjne postaci
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+ v [ ! (wxx + ] + D2 * (\ x -  V "  V [ Ux + V ( V \ ) WJ H

+ m j Iw  + w i
*  L XX yyj

dxdy — <5 fj jxu + Yv + Zw] dxdy -

- 4 P
XU + Yv + p . w - m ^  ds = 0 (3.6)

BD

Równanie wariacyjne (3.6) można wykorzystać bezpośrednio do rozwiązy
wania fizycznie nieliniowych zadań teorii sprężystości stosujęc, np. meto
dę Ritza. Zaletę tego równania jest to, że nie wymaga się w nim różniczko
wania współczynników zależnych od fizycznych właściwości materiału (por. 

[2]).
Z równania (3.6) można równieS uzyskać odpowiadajęce mu równanie róż

niczkowe i warunki brzegowe.
W tym celu należy wykonać występujęce w równaniu operacje wariacji i 

stosować wzory na całkowanie przez części.
Problem ten będzie przedmiotem rozważań następnych prec.
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VARIATIONAL EQUATION OF THE THEORY 
OF SHALLOW SHELLS WITH NONLINEAR ELASTICITY

S u m m a r y

The paper presents a equations, which determines the internal quanti
tés.

Besides that the variational equation of the theory of shallow shells 
with nonlinear elasticity (Kauderer medium) has been formulated, which is 
apply to of boundary value problems solving this theory.


