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WIELKOSCI WEWNETRZNE W MALOWYNIOSLYCH POWLOKACH
FIZYKALNIE NIELINIOWYCH

Streszczenie. W pracy okreslono energie potencjalng powkok mato-
wynioetych dla os$rodka Kauderera. Wykorzystujac w stronie geometrycz-
nej liniowe zwigzki i hipoteze elementu normalnego, a nastepnie wy-
znaczajac wariacje podstawowego funkcjonatu - uzyskano réwnania o-
kreslajace wielkosci wewnetrzne.

Wstep

Zagadnienia teorii powkok dla osSrodkéw fizykalnie nieliniowych zaczyna-
ja by¢ przedmiotem intensywnych badan. Zestawienie probleméw i przeglad
literatury przedmiotu znajduje sie w monografii Filina [6], a takze w pra-
cy zbiorowej [7] ; niektére problemy teorii powkok oraz problematyki fizy-
kalnie nieliniowej oméwiono w pracach [1], [la]-

Badanie niniejsze stanowi kontynuacja probleméw, ktére w zakresie li-
niowej teorii rozpatrywane byty w pracach [2], B1-

W niniejszej pracy zajmujemy sie teorig powkok matowyniostych, ktoérej
modelem fizycznym jest osSrodek Kauderera. Majac na uwadze réwnowazno$¢é mi-
nimalizacyjnych twierdzen wariacyjnych i probleméw brzegowych tej teorii,
wychodzimy od ujecia wariacyjnego, z ktérego uzyskujemy wielkoSci wewne-
trzne wystepujace w powkoce.

1. Energia potenclalna odksztatcenia matowymiostych powtok
fizykalnie nieliniowych

W mechanice o$rodkoéw fizykalnie nieliniowych, funkcja zwana wkasciwg
energiag odksztatcenia jest okreslona réwnaniem (por. [4D

@.1)
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gdzie

£=8(Ex + £y + Cz)

Przez E oznaczono $redni« wartos¢ wydtuzen wzglednych, a przez e - Inten-
sywnos$é odksztal-cenia.2
Funkcje ~>(i) i1 %(e ), nazywamy kolejno funkcje wydtuzenia wzglednego i
funkcje odksztatcenia postaciowego.

Stosowana tutaj nieco odmienna posta¢ roéwnania (1.1) niz w [4] wynika
z faktﬂ, ze $(Ffi, ) Jest okreslone przez intensywnos¢ odksztatcenia e 1
e2 =39 ﬁﬁ, gdzie ipo Jest inteneywnoscle odksztakcen postaciowych sto-
sowane w pracy H. Kauderera.

Energia potencjalnaodksztatcenia V os$rodka®zajmujecegoobszar * o-
kreslona Jest przez

Vo= (1.3)

Rozwazmy obecnie powtoke matowynioste (p- [5]). ktérej powierzchnia
Srodkowa w proatoketnym uktadzie wspoétrzednych, okreslona Jest réwnaniem

z = z(x,y), (X,¥) eDj, (1.4)

W (1.4) przez Doznaczono obszar bedecy rzutemortogonalnympowierz-
chni $Srodkowej powkoki na ptaszczyzne =z = O.
Przyjecie w teorii powkok hipotezy Kirchhoffa rdéwnowazne Jest warunkom

6Z ~ °7 *xz * *yz§ ° (1*s)

gdzie 6., oznacza naprezenie na ptaszczyznie rownolegtej do powierzchni
Srodkowej powkoki a fxz, f oznaczaje kety odksztakcenia postaciowego
odpowiadajece naprezeniom stycznym iyz dziatajecych na ptaszczyz-
nach prostopadtych do powierzchni $rodkowej wydzielonego elementu powdoki.
Réwnania konstytutywne dla osrodka z nielinlowoscie fizyczne, por. 4],
maje postac

6x = 3K~e) &+ 26DC(e2)(Ex - &),

dy = 3K#fi) fi+ 26X(e2)(6y - 6 ). 1.6)
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6z = 3KAS(FI)F + 26X(e2)(fiz - i),

*Xy - G ZH Xxr (1.6)

gdzie K, G sag statymi okreslajacymi kolejno modut odksztakcenia objeto-
Sciowego i modut odksztakcenia postaciowego. Uwzgledniajgac warunek 6z =
= 0, ktéry wynika z hipotezy Kirchhoffa, por. (1,5), otrzymujemy

62 = KIPpEFfi + 26X(e2)(£z - fi) = 3Kfi + 26(Fiz - fi) = 0 @a.7)
Woéwczas

«z = -rh- =~ +V (1*8)

W (1.7) przyjeto ponadto "p (fi) = Z(ep) = 1, co wynika z zatozenia & =
= 0J roéwnanie (1.2) stosowane bywa w klasycznych teoriach powkok czy tez
piyt.

Uwzgledniajac w (1-2) réwnanie (1.8) uzyskamy, por. [6], [7]-

(1.9
2 1 - ©+*i2 ~2 3 2

E * “« 3fxe ?
6 e .S_T (Bx «V5 3Exey + 4?xy

2
Wystepujace w (1.1) funkcje <tp(C) 1 ,5C(e ) przedstawia sig najcze-
Sciej w postaci zbieznych szeregéw potegowych

A - ;1 o _
(£) OZTTO w 2 x{°2) (Z&:0 b2J5e2/4, (1.10)

przy czym aQ = bQ = 1, co wynika z faktu, ze w takim przypadku (# = 0)

mamy os$rodek liniowo-sprezysty. Jezeli w (1.10) ograniczymy sie do skon-

czonej liczby wyrazow (@f, (b= 1,2,... ,k,1), to wyznaczenie wspotczynnikow

a* b2 6 moZB okreslone wprost z badahn doswiadczalnych por. H].
Podstawiajac (1.10) do (1.1) uzyskamy

$(6,e) = 9K 2 a2o(Jg2*+ldg + f G Z b2,/
0f=0 0 j0 o

= 1 Kfi2<f"£) + | Ge29C(e)- 1.11)
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gdzie
*)r -2 - N e 2« *.) . 2 - ¢ es *
<X=0 (G=0

Podstawiajgc (1.1l) do (1.3) uzyskujemy energie potencjalng powkoki
okreslong roéwnaniem

h
5.
V =J3J|$(¢,e)dxdydz = [Fdxdy J j| KF(6)62 + | GX(e)e2ldz 1.12)
Pomiedzy odksztatceniami ex> powierzchni $rodkowej powkoki
matowyniostej i odksztatceniami 67z\ z\ 67Z”"~ powierzchni réwnolegtej
(tj- powierzchni odlegtej od powierzchni $rodkowej o z,przy czym _h h
h - grubo$¢ powkoki) zachodze nastepujace zwigzki (por. [5] , [6])-
- «X + Z3ei”
2yz) = fiy + zXx2° (1.13)
&f) oxy + 2zu-
gdzie 97, 1T oznaczaja kolejno krzywizny 1 skrecenie powierzchni
Srodkowej powdoki.
Podstawiajac (1-13) w (1.12) z uwzglednieniem (1.9) otrzymujemy - po-

scatkowaniu wzgledem z, energie potencjalne powtoki matowyniostej wyrazo-
ng za pomoca wspodrzednych odksztatcenia powierzchni Srodkowej.

V"1 CJ[MCx +ey)2 - 2(1 -AVex«y - I*xy>]dadv +
6

+d |j[2%2(ex tiy)”™ + *2) - 2(1 -~N)*2(ex3® + «yM - ixy'il] dxdv +
t

+ ] cJIp3(™L + 922 - 2(1 - )Xz (X1%2 - r2)] dxdy, (1.14)
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h - |[i>i - 2St - fii - ti? i = 1.2.3;

ofc, 7,> 1 =1,2,3) se funkcjami zmiennych ¢ A ,u. . B.,9{,,tokreslonymi
Xy Xy T
za pomocg roéwnan

h h h
5 z 5
=K J 4&dz" $2= ~ f ijfzdz. t3= Jj Mz2dz
i analogicznie (1.15)
h h h
2

1=1 J %dz. Z2 =" J Xzdz, S3 =i] { Xz2dz

Dla funkcji ( = 1,2,3) uzyskujemy po scatkowaniu wzgledem z na-
stepujace wzory okreslaJece te funkcje dla dowolnego of

h h h
Z 00 Z
th-U S /S** -rEifrf
h op=0 <X=0 "h 0f=0
“ 2 "2
1V aafl 1A% N L poryZ T
azal'l 1-2-> rvV2°i-K k k+ =N (9.
h ¢L of+113 1- 3‘2(* Z1 1 £ z h
qp:O 1k=0 z=-2
(1.16)
h - 5=
Z 2<X
A lezme J;ezm-k* k.kt!
1w ZC~€£ L
*h of=0 of=0 k=0
“ 2
2((
_ . 2arA 1-2~n & 2pfk Kk k3

TAry BN (22
k=0



162 H. Leszczynski
gdzie

X Yy

Wyznaczenie funkcji % i (i = 1,2,3) Jest bardziej ztozone. W przypad-

ku sprowadza sie ono do obliczenia catki postaci
h h h
*j Aih @5:6 n_| h -2f- =
"2
. 2 r
LV“- >4, fJ 1 A5 (&+z&)2 - 3 |exey ¢ (€~ 2+«yV z ¢V 22
(€2 _1
+ !/\Xy + er) rdz .17)

Wyznaczenie X2>%3 wymaga obliczenia catek odpowiednio postaci

h h
2

ji (50 =0 h

.y " 5

Obliczanie powyzszych catek dla dowolnego wyktadnika potegowego |bE N
Jest dos$¢ pracochtonne, chociaz zawsze mozliwe. W rozwazaniach teoretycz-
nych przyjmowa¢ bedziemy, ze funkcje 1ip°, se okreslone roéwnaniami (1.5
nie wyznaczajec ich explicite; tak sformutowane zadanie ma istotne znacze-
nie w matematycznym postawieniu zadania, w szczegdélnosci przy problemach
istnienia i jednoznacznos$ci, gdzie na funkcje bede naktadane pew-
ne warunki .

W zastosowaniach, szczeg6lnie przy konstrukcji przyblizonych metod roz-
wiezania probleméw brzegowych teorii powkok przyjmowaé bedziemy najcze-
Sciej wartosci pp,|5= 0,1 lub of, 5= 0,1,2 (p- [41), co odpowiada obcie-
ciu szereg6w okreslajecych funkcji np(6), X(e) do dwéch lub trzech wyra-
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zow. w tych przypiekach obliczanie catek (1.16), (1.17) upraszcza sie bar-
dzo istotnie.
2, Zwigzki miedzy wielkoSciami wewnetrznymi

W celu wyznaczenia zaleznos$ci miedzy wielkosciami wewnetrznymi,a wspot-
rzednymi odksztakcenia powierzchni $rodkowej, zastosujemy metode, ktérg w
teorii liniowej wprowadzi4+ W.W. Nowozytow, por. [5],

Wezmy pod uwage funkcjonat (1.3), okreslajacy energie odksztaktcenia po-
whoki 1 wyznaczmy jego wariacje «yy

| & @ e S ae D 2re @ oxayar @D
e X y xy

Funkcja energii odksztakcenia ma te whasnosé¢ (p. BE1), ze

00 ab 60
mAZ7 =6x° ATzT 7V ATFT = rxy

Podstawiajac (2.2) do (2.1) otrzymujemy

iv =/If[6x  Z) +6y4 Z) + Ny "Ny B dxdydz (23

Uwzgledniajgc (1.13) oraz nastepujace zaleznosci, por. [5]

$xy = £xy + |xy

@.4
£EXy 1
*1+le- = X2 + Ixy =i
otrzymujemy
= + zd™i
i*5 = w.. + zésth, 2.5)

+ ZiTl +~xy + z0Z2
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Wprowadzajac (2.5) do (2.3) uzyskujemy

<tVo- )i k fiftx + 2<> V. + 6y (<Sty + 2CV + V)Y o+

-0 1

+V *[<y + ztrf2] dxdydz -6
Przedstawmy (2.6) w postaci
h h h h h
. ? 2 5 2 1
=JJ ” 6x Gxdz + J <y £ydz +J ixy(JTxydz ¢ ) rxytfoxydz *j 6xz53ildz ¢
£ h, h h A ii h
"2 “ 2 “ 2 "2 2
8 8 " ,
+ |6 zisNdz + | t ztfAdz + jJ t zt~dz dxdy 2.7
“h “h “h J

2 "2 "2

Uwzgledniajac w (2.7) definicje wielko$ci wewnetrznych T , T , Txy' TyX -
X

. >
MX, My’ MXy . Myx otrzymubemw

B/ °jj [TxJIEx +V  Cy + TXxy~Axy +V / xy +Mxrf@l + My A~ +V * 1 + bx<g*2] dxdy
£ 2.8)

Wykorzystujac v (2.8) zaleznosci, por. M. w).

<1 -k 60
=cyr - jeijxy., (2.9)
txy = + S |xy

uzyskamy

tfv = j[[Vx(yex + Tydéy + Mxgatl + MA~jt, + s<52xy + 2ZH<rc]dxc (2.10)
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gdzie

(2.11)

2 xy yX

Biorac teraz wariacje energii odksztatcenia V w postaci (1.14) i po-
réwnujac odpowiednio z (2.10) otrzymujemy zwiazki pomiedzy wielkoSciami
wewnetrznymi i odksztatceniami powierzchni $Srodkowej powdoki .

Sa one postaci

c
x y * N oxEy] +0 A xRNt A +

T =¢C

y VA] +D9800 A/y A 4+ A Ay

Mx ™ DM« 1 algx i N/y o+ =)ol 2.12:
My =

DNae2a& +? Nij S22t X 32fiy + X~ "N v*2"

S = (@A-=<I) ¢(CXlixy+2DZ2r

xy
2H = 2D(1--4)
YetxVo * "K/LV
gdzie
~fa o= $1 + 21"~ (Ex+6y}~(A-~ diTV i-J"1-2 Przy czy* i-J ?£«j-*1
A n$2 / > 1 1 Y- -1 2
?2ii= 2+2 7™~ v «y )5 «j -Gt ‘—a:}“

$~ =1 c[ ~ (6x+Ey)" (1“")S r ey]l+ 2D[ v (1-"5H"1] -1-2"dla “-jV °
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77Xk =*3 + 2

(2.13)

przy czym =T , #2 =7\

Réwnania (2.12) okresla3a poszukiwane zalaznosci miedzy wielkoSciami we-
wnetrznymi a wspodrzednymi odksztatcenia powierzchni $rodkowe3.
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COOTHOEEHEH yilBTGCTH B [HSH42CKH HEIMHEMHOIT TEOHIH
nojiorax OBQIIOMEK

P e 38Me

B padoie onpeaejieHO noTeHixHajiBHy» 3HeprHso Ae$iopMai',nH nonorax odojioaeic
Ana Ten (open;) Kaynepepa.

KcnonBsyH reoMeipnaecKH jMHeEHHe ccotHomernna b rHiioie3y Hcpmanbkoro ane-
MeHTa pacoMoipeHO BapzauEH) ochobhoto 4iyHKHHOHa.ua. 3ai€M nojiyaeHc $n3HHecKne

COOTHOIlieHHH—ypaBHEHHH yOHIIHE Y. MCMeHTOB.

INTERNAL QUANTITIES IN THE
PHYSICAL NONLINEAR SHALLOW SHELLS

Summary

In this paper was giver, the potencial energy of shallow shells for Kau-
derer body.

Uaeing the geometric-linear relations and hypothesis of normal element
was calculated the variation of basic functional where after was obtained
equations desingnation of the internal quantities.



