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METODA ROZWIĄZAŃ SPRĘŻYSTYCH W PROBLEMACH BRZEGOWYCH 
TEORII SKRĘCANIA PRĘTÓW FIZYKALNIE NIELINIOWYCH

Streszczenie. Stosujęc metodę rozwięzań sprężystych podano cięg 
przybliżeń rozwiązań problemu brzegowego teorii skręcania prętów fi
zykalnie nieliniowych, w obszarze jednospójnym; wykazano też zbież-

°1nośc tego cięgu w przestrzeni w,, do rozwięzania uogólnionego.

Przedmiotem rozważań niniejszej pracy jest rozwięzanie problemu brze
gowego teorii skręcania prętów o dowolnym przekroju jednospójnym,przy za

łożeniu, że modelem fizycznym jest nieliniowy ośrodek Kauderera [4]. Sto
su jęc metodę rozwięzań sprężystych, podanę przez Iliuszyna [8], skonstruo

wano cięg przybliżeń uogólnionego rozwięzania 1 wykazano Jego zbieżność.
Praca jest uogólnieniem wyników Bykowa [7] na przypadek nieliniowego 

fizycznie ośrodka sprężystego. W zagadnieniach fizykalnie nieliniowych me
toda ta była stosowana między innymi w pracy [2] . Niniejsza praca jest kon

tynuację problematyki przedstawionej w publikacjach [l] , [5] , [6].

2. Sformułowanie zadania

Niech T będzie ograniczonym obszarem Jednospójnym na płaszczyźnie (x,y) 
z brzegiem . Rozpatrzmy w f równanie

1. Wstęp

gdzie

(2.2 )
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z warunkiem brzegowym

F(x,y) (2.3)

(x,y)ei)r

Równania (2.1), (2.3) określaję problem brzegowy teorii skręcania prę
tów dla ośrodka fizykalnie nieliniowego (ośrodek Kauderera [4]), por. [l] , 

W równaniach (2.l)-(2.3) F(x,y) - przedstawia funkcję naprężeń, s - 
intensywność naprężeń, 8 •• Jednostkowy kęt skręcania, G - moduł ścinania,

p
•j-(s ) - funkcję intensywności naprężeń charakteryzujęcę właściwości fizycz
nie materiału; funkcję tę, por. [l] , [3], [4], [5] można przedstawić w

postaci:

f(s2 ) = 1 + < p ( e 2 ). (2.4)

Ola poszczególnych materiałów, funkcja intensywności naprężsń (s ),zwa
na też funkcję materiałowę, wyznaczona Jest ekspsrymentalnle; z ekspery
mentu wynika dla niej warunek, który po uwzględnieniu (2.4) możemy zapi

sać (por. [3]) w postaci

O <<p(s2 ) -Sicp(a2 ) + s ~S «?<! (2.5)

Uwzględniając (2.4) w równaniu (2.1) mamy:

2 2
Ą  + Ą  = -
0x By

2. (2.6)

Wprowadzamy dla dowolnych funkcji F(x,y), h(x,y). Jednokrotnie różnicz-

kowalnych następujęce działanie

h l J F  O h W  Bh 
8 (F'n > ~  $ 7  * Bx ©y * 0 y ’

(2.7)

które Jest iloczynem skalarnym gradientów tych funkcji. 
Łatwo wykazać, że a (F ,F ) definiuje seminarmę lokalnę

(2.8 )

Uwzględniając (2.8) w (2.4) mamy

?(»2 ) = 1 + *>(! e2 llF »i) - 1 + ? ( Ip lt ) (2.9)

A
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Mnożymy równanie (2.6) przez dowolne funkcję h(x,y), o której zakła
damy, ż e : (¡) jest jednokrotnie różnlczkowalnę w T ;  (i i) spełnia jedno

rodny warunek brzegowy (H(x,y) = O dla (x,y)e8r), a następnie tak u- 
tworzone wyrażenie całkujemy po obszarze T ; po uwzględnieniu (2.7 ) i (2.9)

J  a(F,h)dr = - jffiFlj). a(F,h)dT ♦ 2 J  h df. (2.10)
r r r

Oznaczajęc przez W^fr) przestrzeń funkcji, która Jest domknięciem

przestrzeni Ć2 (f) “ C2 (r)f) (r) w przestrzeni W^fr), przy czym Cgff)

jest przestrzenie funkcji dwukrotnie różniczkowalnych w T , a fijd1) prze
strzenie funkcji Jednokrotnie różniczkowalnych o nośnikach zwartych w T , 
zdefiniujemy uogólnione rozwiezanie problemu (2.1) (2.3).

D e f i n i c j a

Funkcję F(x,y) € ft*(r) nazywamy uogólnionym rozwlezaniem problemu 
(2.1) (2.3), jeżeli dla każdej funkcji h(x,y) e ft^(r) spełniona jest toż
samość (2.10).

Skonstruujemy, por. [2] , [7] , cieg przybliżeń rozwlezania określony na
stępującym wzorem rekurencyjnym

J a(F(n+1),h)dr = - J"^(llFfn)i1 ) . a(Ffn),h)dr + 2 /  h dr. (2.11) 
r r * r

Należy wykazać, że cieg przybliżeń (2.11) Jest zbieżny w #2 (r) do rozwie- 
zanla uogólnionego.

V

V
3. Rozwiezanie zadania

T w i e r d z e n i e

Deżeli istnieje rozwiezanie problemu (2.1), (2.3), w którym funkcja 
<p(e2 ) spełnia warunek (2.5), to cięg przybliżeń (2.11) Jest zbieżny w 
w Wg(r) do rozwlezania uogólnionego.

D o w ó d

Dla dowodu wprowadzimy następujece oznaczenia:

(F,h)f = { a(F,h)dT 

#FBr - / a(F,F)df

(3.1)

(3.2)



Wykorzystując nierówność Friedrichsa [3] , można łatwo wykazać, że dla 
funkcji z Wg(r) zachodzi

IM „i <C||F] (3.3)
z

Uwzględniając (3.1), (3.2) i (2.11) oraz stosując kolejno: nierówność
modułową dla całek, nierówność trójkąta, nierówność Buniakowskiego-Schwa- 
rza, szacujemy:

|(F (n+l) _ F (n)jhg  =

=  | j  [ ¿ P  c H F  f  n  5II  i  )  -  a ( F  ( n } ,  h )  -  ^ ( | | F i n “ l ) | |1) . a ( F n " l ) , h ) ]  d r  | =  < 
r

=|J[vMlF(n)|i) . a(F(n),h) - łTdlF^"1 ^ ) .  a(F(n-1),h) +

r

' + . a(F(n_l).h) - -pdlF^5^.) . •(Fn“1 ).h)]«|<

j  |»f |Ffn)|l1 i ■(F(nL F (n"1),h)|+|ę(lF(n)|1 )-f(|F(ń“ l)lł )| |a ( Fn_1 ̂ , h ) |

172_______________________________________________________________________ R. Wójcik

d r <

Przyjmując, że występujące w (3.4) wyrażenie

I F (n )_F (n— 1 J f l j  Ih l l^ d f  -  A

1 1 »  -  |F 'l

w (n+1 )-ej iteracji Jest stałe oraz wykorzystując (2.5) mamy

| i> ( l |F ( n ) l l l ) |  J - ^ .".̂ (n } ^   l a i L  ||Fn-1l1< 1 < l  (3.5)

Powyższa nierówność i nierówność Buniakowskiego-Schwarza pozwalają (3.-4) 
oszacować następująco:
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||F(n) - F (n-l)||r |h||r . (3.6)

Z oszacowań (3.4) i (3.6) wynika

|(F(n+l) _ F (n),h ) J < ? ||F (") . p^n_1 (3.7)

Z ostatniej nierówności otrzymujemy

||F (n+l ) - F (n)|r<  ?  |F (n) . F {n-l)|r  (3.8)

skęd wynika, że

||F ( n + D _  F (n)J^< 1 ? n |F il) _ F (o)|j^ (3<g)

Z nierówności (3.9) oraz z warunku 1̂ <  1 wynika

||F (n+l) _ F (n)||r __ Q dla n _ ao

°raz (3.10)

l|F(n+l) - F fn)||01—  0 (por. (3.3))

[<">}

W2

Z ostatniej zależności i zupełności przestrzeni W* wynika, że cięg

Je81 zbieżny, c.b.d.o.
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THE METHOD OF ELASTIC SOLUTIONS IN THE BOUNDARY PROBLEMS 
OF PHYSICALLY NON-LINEAR RODS TORSION THEORY 1.

S u m m a r y

Using the method of elastic solutions the sequence of approximations 
of the boundary problem of physically non-linear rods torsion theory has 
been presented, In the simply connected region; also, the convergence of 
this sequence in the space to the generalized solution was demonstra
ted.
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